
 131673،بهاروتابستان1،شماره3جلدهایریاضیپژوهش

 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 
کاربرد برخی تبدیلات انتگرالی و توابع فوق هندسی چندگانه در 

 توزیع میانگین وزنی تصادفی برخی متغیرهای تصادفیبندی و  مدل


گروهآمار،؛دانشگاهیزدروزگاررسول
11/17/19پذیرش70/76/19دریافت

 چکیده
بهکردنتوزیعمیانگینوزنیتصادفیپیدابندیومدل  بادلیلتصادفیبودنوزنازمتغیرهایتصادفیمختلف، ها

نمونهتصادفیبرابرۀکهاندازوپیچیدهاستوحتیدرحالتیسختهایمعمولورایجآماریکارینسبتاًاستفادهازروش

   )است2 بهشکلبسته( ایوجودنداردتوزیعصریحو اینمقالهتوزیعمیانگینوزنی. ایازتصادفیخانوادهدر

گاماهایبتاتوزیع نرمالو حالت، در برخیتبدیل   را از استفاده همبا چنینتوابعفوقهندسیهایانتگرالیو

هایدیگرمیانگینوزنیدستآوردهودرادامهنتایجیرابرایپیداکردنتوزیعوبرخیمشخصههچندگانهبهشکلصریحب

.کنیمارائهمییرهایتصادفیمتغاینتصادفیاز

.چندگانه،توزیعبتا،توزیعگاما،توزیعنرمال،توابعفوقهندسیاستیلتایسمیانگینوزنیتصادفی،تبدیل:های کلیدیواژه

.19E62،12F66،79E67(:0202)بندی ریاضی رده

 
 مقدمه

در             صورتبه  و   ازدومتغیرتصادفیپیوستهومستقلمیانگینوزنیتصادفی

و   ومستقلازمتغیرهایتصادفی     ۀنواخترویبازوزیعیکتدارای شودکهمتغیروزنینظرگرفتهمی

توزیعاینمیانگینرا]2[سپسجانسونوکاتز.دشمعرفی]1[ایننوعمیانگیناولینبارتوسطوناشه.است  

توزیعمیانگینوزنیتصادفی.دستآوردندنواخت،نرمالوکوشیهستندبهدارایتوزیعیک  و   کهبرایحالتی

هایویژهدرتحلیلدادههمحیطیباستکاربردهایفراوانیدرمسائلزیست2نمونهتصادفیبرابرۀکهاندازدرحالتی

مرکبدارد دی. و ]3[وویسونلسالوو ب توزیع زمانیصورتهرا اساسیکانتگرال بر    کهغیرصریحو   و

هم و مستقل متغیرهایتصادفی گاما، توزیع از هم      توزیعی و هستند وزنی، بتا، چنینمتغیر توزیع از

برایبرخی(ونهتحلیلی)صورتعددیرابه تابعچگالیتنهانمودار،تبعیتکندپیداکردندوتوانستند       

.رسمکنند و    مقادیرمختلفپارامترهای

وسلطانی]6[اولینبارسلطانیرا،(   )میانگینوزنیتصادفیبهبیشازدومتغیرتصادفیبررسیتعمیمو

با       هایتصادفیپیوستهومستقلرمیانگینوزنیتصادفیازتعدادمتناهیمتغی.ندکارگرفتبه]9[وروزگار

:شودتعریفمی(1)صورتهستندبههانامفاصلهبه     بازههاییازهاییکهبرشوزن

        
 
                                                                         (1)  

 
 

 rroozegar@yazd.ac.irنویسندۀ مسئول*
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 هایریاضیپژوهش1316،بهاروتابستان1،شماره3جلد73

 (خوارزمینشریهعلومدانشگاه)

   1=وباشرط         برای              صورتبه  هایتصادفیکهوزنطوریبه
 
در   

می گرفته نظر و آماره             شوند های تصادفی نمونه با متناظر          ترتیبی زیعتواز

.(      و      ).ندهست       ومستقلاز     نواخترویبازهیک

روزگار تبدیل]9[سلطانیو تصادفیسلتایتیسانشاندادندکه توزیعمتغیر یافته میانگینوزنی)  تعمیم

تصادفی می( معمولی)سلتایتیساهایضربتبدیلصورتحاصلتوانبهرا صورتبه       متغیرهایتصادفی(

:نوشت(2)

                     
 
                                                         (2)  

طوریبه از منظور اینرابطه در اینتبدیلهست  و  ترتیبتابعتوزیعمتغیرهایتصادفیبه  و که و ند

:شودصورتتعریفمیدینبنیزانتگرالی

           
 

      
 

                                 

(2)ۀکارگیریرابطسپسبابه.است گاهتابعتوزیعتکیه      منظورازاعدادمختلطوۀمجموعکهمنظوراز

.دستآورندبهخواهبرایحجمنمونهدلسینوسراتوانستندتوزیعمیانگینوزنیازمتغیرهایتصادفیکوشیوآرک

توجهبهرابط]6[روزگاروسلطانی بهنشاندادندکهکلاسوسیعیازتوزیع(2)ۀبا توانیهایشبهنامتوزیعها

تعمیم.شودتوزیعمیانگینوزنیتصادفیهستندسینوسوویگنرنیزمینواخت،آرکهاییکایکهشاملتوزیعدایره

،کهاینتعمیمکندعدیریخلهتبعیتمیازتوزی         تصادفیهایکهوزناستزمانی(1)ۀدیگریازرابط

 ]0[روزگاررا برایکرمعرفی]8[و و تبدیل   د میانگینوزنیتصادفیتوسطجملاتیاز ایننوع توزیع ،

.دشچنینکاربرداینرابطهدرقالبسهمثالدراینمقالهارائههم.دستآمدهباستیلتایس-کوشی

ژنتیک،هایمختلفعلومومهندسیازجملهزیستزیادیدربخشمیانگینوزنیتصادفیکاربردهای شناسی،

چنینهم.اشارهکرد]3[سالووولوویسوندی،]1[چنوجینهایپژوهشتوانبهازجملهکاربردهامی.دارد...مالیو

نمونه تحلیلبیزیمیکاربردهایدیگریدر چگالیو برآوردگرهایتابع یافتگیری، توان به. نظریۀعنوانمثالدر

هاییهایعصبی،براوردگرهایتابعچگالیدرحالتچندمتغیرهوهستهرگرسیونچندمتغیرهنمونهرگرسیونوشبکه

ومراجعموجوددر]9[سلطانیوروزگارپژوهشتواندررامیتراربردهایبیشک.ازمیانگینوزنیتصادفیهستند

.آنملاحظهکرد



 روابط مورد نیازتعاریف و 

محاسبات داشتنانجام نیازمند اینمقاله آنویژگیوتعاریفدر جمله از هاهایبرخیتوابعخاصاستکه

اینتابعکهنقشمهمیرادرحلمسائلمربوطبهپیداکردنتوزیعمیانگینوزنی.اشارهکرد1توانبهتابعلاریسلامی

:شودیفمیصورتزیرتعرکندبهتصادفیایفامی

                                                           
1. Lauricella function 
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 73روشآنالیزجداکنندهچندخطیبااستفادهازملاکتفاضلی

                            

        

 
                         

          

  
  

   
    

 
  
  

   
  

(      :)شودصورتتعریفمیدینیافاکتوریالصعودیاستوب1مرنمادپاکه    کهمنظورازطوریبه

                    
      

    
  

:صورتاستدیندهاستبکرمعرفی]17[چهارمکهاردلیتابعلاریسلا2ریختهمشکل

                          

        

 
      

        
 

          

  
  

   
    

 
  
  

   
  

:ستازاگراباشدعبارتکهسریهمنیززمانی(حالتخاصیازتابعلاریسلا)   سریفوقهندسیچنینهم

                         
           
           

   

  

  
  

وکندادامهمحاسباتایفامیدراستنقشاساسیرامذکورۀکهحالتخاصیازرابط   سریفوقهندسیگاوسی

:استصورتدینداراینمایشانتگرالیب

              
    

          
 
              

        
    

 

 

 

شودکهباتوجهبهتعریفسریفوقهندسیگاوسیونمایشانتگرالیفوقمشاهدهمی

                                           

میبیشهایویژگی را اینتوابع بخشتر ریژیک1تواندر هم]11[کتابگرادشتاینو کتاب19چنینفصلو

.جستجوکرد]12[آبراموتیزواستیگان

توانمتغیرهایتصادفیگامارامی(غیرتصادفی)نشاندادندکهتابعچگالیمجموعوزنی]13[الماسیوهمکاران

:بیانکرد(3)صورتبه

      
  

 

   
   

        
  

        
 

  
                     

                     (3)  

   کهطوریبه
  

  
   

  

  
             برای     ،       و

 
است    رابط. مذکورۀدر

       
 
پارامترهای  استکه    با متغیرهایتصادفیمستقلیهستندکهازتوزیعگاما   ها یعنی و

:است(6)صورتبهZچنینتابعمولدگشتاورمجموعوزنیهم.کنند،تبعیتمی          

          
 

 
   

    
                                                         (6)  

ادامه پارامترهایدر با  اینمقالهتابعچگالیمتغیرتصادفیبتا  و ب[1,1-]رویبازه صورتدرنظردینرا

:گیریممی

           
        

                   
                          

    کهدرحالتی.    چنینهمو    کهطوریبه
 

 
(1ایشبهدایره)توزیعبهتوزیعویگنرشداینبا

     کهچنینزمانیهم.شودتبدیلمی
 

 
.شودسینوستبدیلمیاستاینتوزیعبهتوزیعآرک

                                                           
1. Pochhammer symbol 
2. Isomorph form 
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 هایریاضیپژوهش1316،بهاروتابستان1،شماره3جلد02

 (خوارزمینشریهعلومدانشگاه)

 نتایج اصلی

ابتداتوزیعمیانگینوزنیتصادفیاز.آوریمدستمیمهمیازمیانگینوزنیتصادفیرابهۀتوزیعرددراینبخش

اممیانگین-mدستآوردهودرادامهتابعتوزیع،تابعمولدگشتاوروگشتاوربتارابهشکلبستهبهمتغیرهایتصادفی

تعمیمیافتهاستیلتایسدرنهایتنیزتبدیل.کنیمصورتنمایشانتگرالیبیانمیوزنیتصادفیازمتغیرهایگامارابه

.کنیمتوزیعمیانگینوزنیتصادفیازمتغیرهاینرمالراارائهمی

𝜃توزیعومستقلیباشندکهدارایتوزیعبتاباپارامترهایمتغیرهایتصادفیهم       اگر:0 ۀقضی و  

 𝜃باز ۀروی (-1,1) 𝜃  )باشند    بهآن( تصادفی وزنی میانگین 1)صورتگاه با( بتا توزیع دارای

.است(1,1-)ۀرویباز    𝜃   و   𝜃پارامترهای

𝜃 توزیعبتاباپارامترهایستایتیلساتبدیل:اثبات :برابراستبا𝜃 و  

 
 

   

 

  

    𝜃     θ   
 

   

 

  

 

  𝜃     𝜃 
                  

 
 

        
 

      
  

 برابراستبا(2)ۀبراینسمتراسترابطبنا
 

        
 

      
 
 

،کافیاستنشاندهیمکه(2)ۀحالطبقرابط.

پارامترهایتعمیماستیلتایساینعبارتتبدیل با بتا توزیع    𝜃یافته است    𝜃   و به. توجه با

پارامترهای(F)بتایافتهتوزیعتعمیمیستاتیلساتبدیل،   هندسیگاوسینمایشانتگرالیسریفوق  و با

برابراستبا(1,1-)ۀبازروی

          
 

      
                  

 

   
   

:داریم       بادرنظرگرفتن

          
 

      
              

 

   
  

 

          
 

 

        
  

𝜃   چنینباقراردادنهم :داریم  

          
 

         
 

       
  

 

        
 

      
 
 

  

.شودبراینقضیهثابتمیوبنا

𝜃باقراردادن1ۀایازقضینتیجهصورتبه،]6[استاصلیروزگاروسلطانیۀقضیکه1نتیجه  
 

 
بهراحتی

.شودثابتمی

هستند(1,1-)بازهرویسینوستوزیعآرکمتغیرهایتصادفیمستقلیباشندکهدارای       اگر: 0 نتیجه

    دارایتوزیعبتاباپارامترهای(1)صورتگاهمیانگینوزنیتصادفیبهآن
 

 
.است  

تعمیمیافتهاستیلتایستوزیعمیانگینوزنیتصادفیازمتغیرهایتصادفینرمالرادرقالبتبدیل2ۀدرقضی

کهمیانگینوزنیتصادفیازمتغیرهایشودمیهاغیرتصادفیهستندملاحظهوزنکهبرخلافحالتی.کنیمبیانمی

.نرمالدارایتوزیعنرمالنیست

                                                                                                                                                                          
1. Wigner (Semicircle) 
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 00روشآنالیزجداکنندهچندخطیبااستفادهازملاکتفاضلی

وواریانس7نرمالبامیانگینتوزیعومستقلیباشندکهدارایتوزیعمتغیرهایتصادفیهم       اگر:0 ۀقضی
 

 
:استصورندینتوزیعمیانگینوزنیتصادفیازاینمتغیرهاینرمالبیافتهتعمیماستیلتایسگاهتبدیلهستندآن

                   
                 

 
  

         و     کهطوریبه
 

 
 

   
       

    
   

 

 
.

توجهبهتعریفتابع:اثبات   )توزیعنرمالاستیلتایسوتغییرمتغیررویتبدیل        با میانگین( و7با

واریانس
 

 
:داریم

            
   

 

   
 
  

  
          

 
              

 

 

برابراستبا(2)ۀبنابراینسمتراسترابط

                   
                 

 
  

.شودوقضیهثابتمی

.پردازیممیانگینوزنیتصادفیازمتغیرهایگامامی،تابعمولدگشتاوروگشتاورهایبررسیتابعچگالیدرادامهبه

   اگرکهنشاندادند]3[دیسالووولوویسون متغیرهایتصادفیمستقلیباشندکهدارایتوزیعگاما،  و

گاهمیانگینوزنیتصادفیاز،تبعیتکندآن       ازتوزیعبتا، چنینمتغیروزنی،هستندوهم      

:پیچیدهاستصورتدیندارایتابعچگالیب  و   از ایندومتغیرتصادفیبافرضاستقلال

             
   

 
     

 
  

  
 
 

           
  

   
 
  

  
 
            

 
   

   
 
 
 
 
     

 
  

      
 

    
  

       
 

   

 

 

 

 کهطوریبه
   

 

 
 
 
     

 

 
 

      
   نوعاولازمرتبه1شدهاصلاحتابعبسل 

 

 
وآرگومان 

     
 

 
 

      
.است

،(3)ۀاستباتوجهبهرابط(1,…,1,1)لهباپارامترهایکدیری           کهتوزیعتوامازاین:0 نکته

،          ینیع و  متغیرهایتصادفیمستقلگاماباپارامترهایتابعچگالیمیانگینوزنیتصادفیاز

:برابراستبا

                         

    

             

دادهشدهاستو(3)ۀدررابط          کهطوریبه

                                                        

 =1 −1   . 

.7 ۀقضی تابعمولدگشتاورو میانگینوزنیتصادفی(درحالتخاص)امmگشتاور باازمتغیرهایتصادفیگاما

:ترتیبعبارتندازبه و  پارامترهای

                                                           
1. Modified Bessel function 
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 هایریاضیپژوهش1316،بهاروتابستان1،شماره3جلد00

 (خوارزمینشریهعلومدانشگاه)

   
      

   
                    

 

 
   

 

 
   

و

    
   

 

 
     

 
 

 

       
         

 

            

  

:طبقتعریفتابعمولدگشتاورمیانگینوزنیتصادفیداریم:اثبات

   
                              

                   
      

    

 

:،داریم(6)ۀرابطازمتغیرهایتصادفیگاما،(غیرتصادفی)باتوجهبهتابعمولدگشتاورمیانگینوزنی

   
               

 

 
   

   

 

   

   

    

 

  نمایشانتگرالیتابعلاریسلادوممذکورکهسمتراسترابطهطوریبه
:براینبنا.است   

   
      

   
                    

 

 
   

 

 
   

 گشتاور، مولد تابع محاسبه همانند گاماmگشتاور متغیرهایتصادفی از تصادفی میانگینوزنی حالتیام کهدر

:برابراستبا   و    

    
    

  

       
         

    
     

       
        

   

       
               

      
    

        
   

  
        

        
         

 

   
 

 

   

       

    
 
       

    

 
 

 
     

 
 

 

       
         

 

            

  

.شودوقضیهثابتمی

هستندامیدریاضیو      کهمتغیرهایتصادفیدارایتوزیعدزمانیشوملاحظهمی3ۀباتوجهبهقضی:0نکته 

ترتیببرابرباهابهنواریانسمیانگینوزنیتصادفیازآ
 

 
و

  

       
.است

 

 گیرینتیجه

هایتوزیعایازبندیوپیداکردنتوزیعمیانگینوزنیتصادفیازمتغیرهایتصادفیخانوادهاینمقالهبهمدلدر

کارسازنیستها،چنداندلیلتصادفیبودنوزنهایمعمولورایجآماری،دراینجابهروش.یمبتا،گاماونرمالپرداخت

حالتی گاهیاوقاتحتیدر اندازو ۀکه تصادفیبرابر بهشکلبسته2نمونه توزیعصریحو به را رهنموناستما

چنینتوابعفوقهندسیچندگانههایانتگرالیوهمروشموردنظردراینمقاله،استفادهازبرخیتبدیل.کندنمی
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مدل در میانگیناستکه توزیع عملمیبندیو مفید بسیار شکلصریح کنندوزنیتصادفیبه با. نهایتنیز در

نمایشانتگرالیآن همینتوابعو از هماستفاده و تابعمولدگشتاور چنینگشتاورهایمیانگینوزنیتصادفیازها

.دشمتغیرهایتصادفیگاماارائه

 تقدیر  و تشکر

چنینازسردبیرمجلهواعضایهیاتاموجببهبودمقالهشدوهمهازداورانمحترممقالهکهنظراتارزندهآن
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