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 چکیده

 اصلاح‌کننده-های‌پیشگو‌روش
های‌پرکاربرد‌برای‌حل‌مسائل‌مقددار‌اولیده‌معداددی‌دینرانسدیل‌معمدولی‌‌‌‌‌‌‌از‌الگوریتم9

در‌ایدن‌‌.‌شدوند‌‌هدای‌خیدی‌کلدی‌نمدایش‌داده‌مدی‌‌‌‌‌‌در‌حالت‌متناهی‌در‌چارچوب‌روش‌PCهای‌‌در‌این‌مقاله‌روش.‌هستند

.‌شدود‌‌بسدته‌ارائده‌مدی‌‌‌‌شدکل‌تابع‌پایداری‌به‌شکل‌صدری ‌و‌در‌‌.‌تر‌از‌شکل‌اصلی‌است‌نمایش‌جدید‌خیاهای‌محاسباتی‌کم

.‌های‌درونی‌یا‌بیرونی‌استناده‌شده‌اسدت‌‌در‌گام‌2سازی‌آن‌از‌برونیابی‌موضعی،‌با‌استناده‌از‌تخمین‌میلن‌چنین،‌در‌پیاده‌هم

‌.کند‌های‌ارائه‌شده‌را‌توصیف‌می‌های‌عددی‌رفتار‌عددی‌روش‌مثال

‌.اصلاح‌کننده،‌تخمین‌میلن،‌برونیابی‌موضعی،‌پایداری-های‌خیی‌کلی،‌روش‌پیشگو‌روش:‌کلیدی های واژه

 

 مقدمه

.‌علدوم‌و‌مهندسدی‌اسدت‌‌‌‌هدای‌‌بررسیحل‌معاددی‌دینرانسل‌معمولی‌و‌مسائل‌مقدار‌اولیه‌زمینه‌بسیار‌وسیعی‌در‌

قیمت‌سهام،‌مسائل‌انتقال‌حدراری‌‌‌بررسیبسیاری‌از‌مسائل‌کاربردی‌مانند‌ارتعاشای،‌انتشار‌موج،‌مدل‌بندی‌جمعیت،‌

هدای‌عدددی‌‌‌‌شوند‌که‌برای‌حل‌آنهدا‌نیداز‌بده‌روش‌‌‌‌بندی‌می‌صوری‌معادله‌دینرانسیل‌معمولی‌یا‌جزئی‌مدل‌به‌غیره،‌و

 هدای‌خیدی‌کلدی‌‌‌‌روشدر‌این‌راسدتا،‌‌‌[.96]،‌[95]‌دقیق‌و‌کارآمد‌است
3

 (GLM)9166در‌سدال‌‌‌ بدوچر‌وسدیل ‌‌‌بده‌‌

‌GLMی‌هدا‌‌روش.‌[9] داع‌شدد‌ی‌‌ابد‌خید‌‌یهدای‌چنددگام‌‌‌کوتدا‌و‌روش‌-های‌مرسوم‌رونگده‌‌عنوان‌تعمیمی‌از‌روش‌به

را‌در‌‌(غیدره‌اصلاح‌کننده‌و‌-،‌چندگامی‌خیی،‌پیشگوکوتا-رونگههای‌‌روش)‌های‌موجود‌تری‌از‌این‌روش‌کلی‌ مجموع

بدا‌‌‌‌GLMهدای‌‌روشهدایی‌از‌‌‌طراحدی‌کدلا ‌‌‌.هدا‌اسدت‌‌‌هدای‌ایدن‌روش‌‌‌مزیدت‌‌ گیرد‌و‌هدف‌آن‌استناده‌از‌هم‌برمی

.‌های‌مشخص،‌مانند‌کارایی‌برای‌حل‌معاددی‌سخت،‌جزو‌سوادی‌تحقیقاتی‌مهم‌در‌این‌زمینده‌بدوده‌اسدت‌‌‌‌توانمندی

و‌ [ ]‌GLMصدوری‌‌‌بده‌‌یدوگدام‌‌یکوتا-های‌رونگه‌روش‌[3]،‌[2]‌(DIMSIM)ضمنی‌قیری‌های‌خیی‌کلی‌‌روش

کوتدا‌و‌‌-هدای‌رونگده‌‌‌روش‌.هسدتند‌‌GLMهدای‌‌‌هدای‌روش‌‌هایی‌از‌کدلا ‌‌مثال[‌5]‌(SGLM)‌های‌مشتق‌دوم‌روش

بدرای‌حدل‌‌‌‌های‌ضمنی‌روشکاربرد‌.‌[92]،‌[6]‌خیی‌دارای‌شکل‌روش‌خیی‌کلی‌متناظر‌هستند‌یهای‌چندگام‌روش

‌ بدا‌محاسدب‌‌.‌ابعداد‌بدزرا‌اسدت‌‌‌‌های‌غیرخیی‌با‌های‌پایداری‌مناسب‌نیازمند‌حل‌دستگاه‌معاددی‌در‌کنار‌خصوصیت

روش‌اصدلاح‌‌)تصدحی ‌از‌طریدق‌روش‌ضدمنی‌‌‌‌‌یتوان‌بدا‌تعدداد‌‌‌می(‌روش‌پیشگو)صری ‌‌یمقدار‌اولیه‌مناسب‌از‌روش

کده‌از‌روش‌پیشدگو‌در‌هدر‌‌‌‌‌چندان‌‌هم.‌دقت‌مناسب‌دست‌یافت‌های‌محاسباتی‌به‌جویی‌در‌هزینه‌در‌ضمن‌صرفه(‌کننده

ثر‌است‌و‌همدواره‌‌ؤو‌ثابت‌خیای‌روش‌م‌ استناده‌از‌روش‌تصحی ‌کننده‌در‌مرتبشود،‌تعداد‌‌بار‌استناده‌می‌مرحله‌یک

و‌تولیدد‌‌‌بررسدی‌‌ۀهدا‌بخشدی‌از‌انگیدز‌‌‌‌این‌مزیدت‌ .[7]‌دقت‌مناسب‌دست‌پیدا‌کرد‌ توان‌در‌حالت‌متناهی‌به‌مرتب‌می

                                                           
1. Predictor-Corrector 

2. Milne 

3. General Linear Methods 
4. Butcher 
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کلا ‌جدیددی‌از‌‌‌در‌این‌مقاله.‌ندهستاست‌که‌دارای‌ابزار‌مهم‌کنترل‌خیای‌خودکار‌نیز‌‌ GLMی‌از‌کلا های‌روش

اصلاح‌کنندده‌نقدش‌‌‌-های‌پیشگو‌روش.‌شود‌ارائه‌می‌(PC)اصلاح‌کننده‌-های‌پیشگو‌بر‌مبنای‌روش‌GLMهای‌‌روش

ه‌بد‌‌راآنهدا‌‌ها‌براسا ‌تخمین‌میلن،‌‌تخمین‌خیای‌خودکار‌این‌روش.‌مهمی‌در‌حل‌معاددی‌دینرانسیل‌معمولی‌دارند

بنددی‌ارائده‌‌‌‌ولشدکل‌در‌.‌[7] دینرانسل‌معمولی‌مبدل‌ساخته‌اسدت‌های‌عملی‌مناسب‌برای‌حل‌دستگاه‌معاددی‌‌روش

هدای‌خیدا‌‌‌‌بسته‌برای‌تابع‌پایداری‌و‌استناده‌آسدان‌از‌تخمدین‌‌‌شکلهایی‌مانند‌وجود‌‌ه‌در‌این‌مقاله،‌درکنار‌مزیتشد

یدابی‌‌‌بدرون‌)‌،‌استناده‌از‌تخمین‌خیاارائه‌شده‌GLMهای‌‌روشدر‌.‌تر‌است‌کمنیز‌محاسباتی‌خیاهای‌(‌تخمین‌میلن)

‌GLMها‌در‌ماتریس‌بلدوکی‌روش‌‌‌تأثیر‌استناده‌از‌این‌تخمینپذیر‌است‌و‌‌امکانهای‌درونی‌و‌بیرونی‌‌در‌گام(‌موضعی

‌ .شود‌مشاهده‌مینیز‌جدید‌

هدای‌خیدی‌کلدی‌و‌‌‌‌‌مناهیم‌مورد‌نیاز‌از‌روش‌2در‌بخش‌:‌این‌مقاله‌در‌چهار‌بخش‌به‌این‌ترتیب‌تنظیم‌شده‌است

‌در‌ادامده‌‌کدرده‌و‌را‌ارئده‌‌‌PCهدای‌‌‌روش‌GLMچدارچوب‌‌‌3در‌بخدش‌‌.‌شود‌اصلاح‌کننده‌ارائه‌می‌-های‌پیشگو‌روش

پایداری‌خیی‌روش‌جدید‌را‌‌سپس‌و‌بررسیرا‌‌9های‌آدامز‌مبتنی‌بر‌پیشگو‌و‌اصلاح‌کننده‌از‌نوع‌روش‌PCهای‌‌روش

هدای‌‌‌یدابی‌موضدعی‌را‌در‌حالدت‌‌‌‌چنین،‌تأثیر‌برون‌هم.‌کنیم‌بسته‌و‌صری ‌ارائه‌می‌شکلبررسی‌و‌تابع‌پایداری‌آن‌را‌به‌

عددی‌رفتدار‌خیدای‌‌‌ در‌نهایت‌با‌چند‌مثال.‌آوریم‌دست‌می‌همتناظر‌را‌ب‌GLMو‌شکل‌‌بررسی‌PCهای‌‌مختلف‌روش

‌.کنیم‌روش‌جدید‌و‌روش‌اصلی‌را‌مقایسه‌می

 نیازها پیش

.‌کندیم‌‌را‌مدرور‌مدی‌‌‌[7]‌هاصدلاح‌کنندد‌‌‌-های‌پیشگو‌و‌روش‌[6]‌های‌خیی‌کلی‌طور‌اجمالی‌روش‌در‌این‌بخش‌به

‌.کنیم‌می‌بررسیرا‌‌PCهای‌‌ای‌مختلف‌روشه‌را‌ارائه‌کرده‌و‌حالت‌GLMهای‌‌شکل‌ماتریسی‌روش

 های خطی کلی  روش .1

‌:گیریم‌دستگاه‌خودگردان‌معاددی‌دینرانسیل‌را‌در‌نظر‌می
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که‌
mm RRf :و‌‌mRy 0‌.تدوان‌بدا‌بدردار‌‌‌‌‌مدی‌را‌(‌9-2)له‌مقددار‌اولیده‌‌‌ئیک‌روش‌خیی‌کلدی‌بدرای‌مسد‌‌‌

T

scccc ],...,,[ 21و‌چهددار‌مدداتریس‌‌][ ijaA ‌،][ ijbB ‌،][ ijuU و‌‌][ ijvV بدده‌شددکل‌بددرداری‌‌-‌

‌‌:ماتریسی‌نمایش‌داد‌که‌در‌آن
s sA  , 

s rU  , 
r sB  , 

r rV  . 

بدرای‌راحتدی،‌روش‌خیدی‌‌‌‌.‌شدود‌‌میاستناده‌‌GLM(c,A,U,B,V)برای‌نمایش‌چنین‌روش‌خیی‌کلی‌از‌نماد‌

)کلی‌را‌با‌ماتریس‌افراز‌شده‌با‌ابعاد‌ ) ( )s r s r  شود‌داده‌میصوری‌نمایش‌‌دینب‌‌:‌

A U

B V

 
  
  . 

در‌هر‌گام‌یک‌روش‌خیی‌کلی‌یک‌بردار‌ورودی‌و‌یک‌بردار‌خروجی‌وجود‌دارد‌که‌مقادیر‌تقریبی‌را‌بدرای‌جدواب‌‌‌

ام،‌بردار‌ورودیnتر،‌در‌گام‌‌به‌بیان‌دقیق.‌کنند‌دقیق‌ارائه‌می
[ 1]ny 

]های‌‌با‌مؤلنه‌ 1]n

iy و‌بدردار‌خروجدی‌‌‌
[ ]nyبدا‌‌‌

]های‌‌مؤلنه ]n

iy‌،1,2, ,i rکه‌این‌‌مقادیر‌خروجی‌بردار‌ورودی‌بدرای‌گدام‌‌‌‌د،وجود‌دارن‌( 1)nدر‌.‌هسدتند‌‌

                                                           
1. Adams Methods 
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‌Yای‌مراحدل‌دروندی‌بدا‌بدردار‌مقدادیر‌مرحلده‌‌‌‌‌‌.‌بیرونی‌وجود‌دارد‌ مرحل‌rدرونی‌و‌‌ مرحل‌sتعداد‌‌GLMیک‌گام‌

,iF،1,2،‌مقدار‌مشتق‌iYای‌متناظر‌با‌هر‌مقدار‌مرحله.‌ارتباط‌دارند ,i rکنیم‌صوری‌تعریف‌می‌دین،‌را‌ب:‌

( ).i iF f Y  
0ntبا‌استناده‌از‌شبکه‌یکنواخت‌ t nh ‌،0,1,...,n Nو‌طول‌گام‌‌hسدازی‌بدردار‌‌‌‌نگدام‌ه‌تدوان‌روندد‌بده‌‌‌‌می‌

‌:صوری‌نوشت‌دینب‌Vو‌‌A‌،U‌،Bهای‌‌خروجی‌را‌براسا ‌عناصر‌ماتریس

[ 1]

1 1
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s r

n

i ij j ij j
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Y ha F u y i s
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‌:توان‌برحسب‌بردارهای‌ورودی‌و‌خروجی‌را‌می‌ ( -2)بیان‌شده‌در‌‌GLMروش‌
[ 1] [ ]

1 1 1 1

[ 1] [ ]
2 2[ 1] [ ]2 2
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
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       
       
          
       
       
            

‌:ماتریسی‌نوشت‌-برداری‌صوری‌دینب

[ ] [ 1]

( )
.n n

Y A I U I hf Y

y B I V I y 

     
         

      
سازگاری،‌سازگاری‌و‌همگرایی‌بده‌مندابع‌‌‌‌و‌آشنایی‌با‌مناهیم‌پایداری،‌پیش‌GLMهای‌‌گسترده‌روش‌بررسیبرای‌

‌.مراجعه‌شود‌[6]و‌‌ [99]-[8]

 است‌هرگاه«‌سازگار‌پیش»‌GLMیک‌روش‌. 1تعریف 

0 0 0, ,Uq e Vq q  ‌ 

T[1,...,1]که‌ re  0 و‌‌

rq نامند‌می‌"سازگاری-بردار‌پیش"را‌.‌

0q سازگاری-سازگار‌با‌بردار‌پیش‌است‌هرگاه‌پیش«‌سازگار»‌GLMیک‌روش‌‌.7تعریف  ‌‌1qباشد‌و‌بدرداری‌مانندد‌‌ 

 که‌‌طوری‌هموجود‌باشد‌ب

1 0 1,Be Vq q q   ‌ 

1q بردار‌که ‌.نامند‌می«‌بردار‌سازگاری»را‌ 

 وجود‌داشته‌باشد‌بیوری‌که‌‌   است‌هرگاه‌مقدار‌ثابت«‌پایدار-صنر»‌GLMروش‌‌.3تعریف 

          
‌.       برای‌هر‌

دارای‌‌Vای‌مینیمال‌ماتریس‌ضرایب‌‌باید‌نشان‌داد‌که‌صنرهای‌چندجمله‌GLMپایداری‌روش‌‌برای‌بررسی‌صنر

فدر ‌‌‌GLMبرای‌تعریف‌همگرایی‌یدک‌روش‌‌.‌اند‌های‌با‌اندازه‌یک‌ساده‌تر‌از‌یک‌نیست‌و‌ریشه‌ای‌با‌اندازه‌بزا‌ریشه

:کنددیم‌رونددد‌آغددازین‌‌‌مددی
m m

S
h

0وجددود‌داشددته‌باشددد‌کدده‌بددرای‌هددر‌‌‌‌‌‌‌h بددردار‌آغددازین‌‌‌
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[0] [0]
( )

mr
y y h [0]کده‌طوریدهد‌بهرا‌اختصاص‌می‌

lim ( ) lim ( ) ( )
0 0 00 0

S y y q I y t
hh h

  
 

کده‌‌‌

0در‌آن‌
r

q بردار‌پیش‌سازگاری‌است‌.‌‌

0بدردار‌غیرصدنر‌‌(‌9-2)‌ له‌مقدار‌اولیئاست‌هرگاه‌برای‌هر‌مس«‌همگرا»‌GLMیک‌روش‌ .4تعریف 

rq و‌روش‌‌

:آغازین m m

hS محاسدبه‌شدده‌بدا‌‌‌‌‌     بردارهدای‌‌ ،‌دنبال     که‌برای‌هر‌طوریموجود‌باشند‌به‌ ‌

[0]و‌‌           و‌با‌‌GLMگامِ‌

0( )hy S y0ازای‌هر‌‌به‌‌[ , ]t t T0همگرا‌به‌‌ ( )q y tباشد‌‌.‌‌‌‌‌‌‌‌‌ 

‌.کافی‌است‌صنرپایداری‌و‌سازگاری‌روش‌را‌بررسی‌کنیم‌GLMیک‌روش‌‌برای‌بررسی‌همگرایی‌‌‌‌‌‌‌

 اصلاح کننده-های پیشگو روش .7

.‌پردازد‌می‌های‌‌ضمنی‌بدون‌استناده‌از‌حل‌دستگاه‌غیرخیی‌بررسی‌روشبه‌اصلاح‌کننده،‌-های‌پیشگو‌ایده‌روش

که‌اجازه‌انتخاب‌‌های‌صری ‌است‌در‌مقایسه‌با‌روش‌تر‌پایداری‌بزرا‌ ناحی‌وجودهای‌ضمنی‌‌روشترین‌مزیت‌‌مهم

‌حل‌مس‌های‌بزرا‌طول‌گام ‌در ‌می‌لهئتر ‌دهد‌های‌سخت‌را .‌ ‌از ‌غیرخیی‌های‌‌کننده‌حل‌استناده ‌های‌هزینهدستگاه

‌به‌مس‌محاسباتی ‌مزیت‌له‌تحمیل‌میئاضافی‌را ‌یکی‌از ز‌حل‌جلوگیری‌ا‌اصلاح‌کننده-های‌پیشگو‌روشهای‌‌کند‌و

هایی‌‌تر‌از‌حل‌که‌بسیار‌ارزان‌استبراسا ‌تکرار‌نقیه‌ثابت‌‌‌PCهای‌روش.‌دستگاه‌غیرخیی‌و‌کاهش‌محاسبای‌است

بینی‌دقیق‌تعداد‌‌های‌آدامز‌اجازه‌پیش‌عباری‌دیگر،‌خصوصیای‌خوب‌روش‌به.‌هست‌که‌نیاز‌به‌محاسبه‌ژاکوبین‌دارند

[0]یک‌حد ‌اولیه‌‌PCهای‌‌در‌روش.‌دده‌دقت‌خاص‌را‌می‌تکرار‌مورد‌نیاز‌برای‌رسیدن‌به

n ky مناسب‌با‌استناده‌از‌‌

را‌‌دقت‌آن‌‌استکه‌براسا ‌روش‌ضمنی‌‌آوریم‌و‌با‌استناده‌از‌تکرار‌نقیه‌ثابت‌دست‌می‌هب(‌روش‌پیشگو)‌روش‌صری ‌

را‌به‌میزان‌‌PCهای‌‌توابع‌در‌روشتعداد‌محاسبه‌ویژه‌‌‌به‌و‌های‌محاسباتی‌حد ‌اولیه‌بهتر،‌هزینه.‌بخشیم‌بهبود‌می

‌‌:است‌صوری‌‌دینگامی‌ب‌PC‌،kجنت‌.‌دهد‌کاهش‌می‌گیری‌چشم
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فدر ‌‌چندین‌‌‌هدم‌.‌اسدت‌هدای‌ضدمنی‌و‌صدری ‌‌‌‌‌ترتیب‌ضرایب‌روش‌به‌ 

کنیم‌می
*pو‌‌pبدرای‌نمدایش‌‌‌*‌طدورکلی‌از‌‌در‌این‌مقالده‌بده‌‌‌.های‌صری ‌و‌ضمنی‌باشند‌های‌روش‌ترتیب‌مرتبهبه‌

،‌معادل‌بدا‌حدل‌‌‌(‌9-2)له‌مقدار‌اولیه‌ئخیی‌ضمنی‌به‌مس‌یاکنون،‌اعمال‌روش‌چندگام‌.کنیم‌روش‌صری ‌استناده‌می
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‌‌:را‌با‌تکرار‌نقیه‌ثابت‌دستگاه‌غیرخیی‌این‌معمودً
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[0]که‌در‌آن‌‌شود،‌میحل‌

n ky دست‌آید‌هتواند‌با‌روش‌پیشگو‌ب‌یک‌حد ‌اولیه‌است‌که‌می‌‌.‌

[0]اولیه‌‌حد ‌برای‌توان‌می‌،اودً.‌سازی‌کرد‌‌توان‌به‌چندین‌حالت‌پیاده‌را‌می(‌5-2)جنت‌

n ky از‌پیشگو‌استناده‌‌

و‌در‌‌شود‌همگرایی‌نامیده‌میتا‌این‌حالت،‌اصلاح‌.‌دادادامه‌‌درا‌تاجایی‌که‌به‌همگرایی‌برس(‌7-2)،‌سپس‌تکرار‌کرد

در‌حالت‌دیگر‌می‌توان‌تعداد‌تکرارها‌را‌متناهی‌در‌نظر‌گرفت‌و‌‌.عمل‌منید‌نیست‌چون‌تعداد‌تکرارها‌مشخص‌نیست
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برای‌نشان‌دادن‌یک‌‌Cو‌‌Pترتیب‌از‌‌در‌این‌حالت‌به‌.و‌خیای‌آن‌تعیین‌کرد‌PCاین‌تعداد‌را‌بر‌اسا ‌دقت‌روش‌

)در‌نقیه‌داده‌شده‌fتابع‌‌محاسبهبرای‌نشان‌دادن‌یک‌‌Eیشگو‌واصلاح‌کننده‌و‌از‌پ‌عمل , )t yدو‌.‌شود‌می،‌استناده‌

)حالت‌عمده )P EC Eو‌‌( )P EC 1عنوان‌یک‌حالت‌واحدتواند‌به‌می‌( ) tP EC E نوشته‌شود‌که‌در‌آن‌‌

‌نشان 0tو‌‌استروش‌اصلاح‌کننده‌‌وسیل ‌بهتکرارها‌تعداد‌‌ۀدهند‌یک‌عدد‌صحی ‌مثبت، ‌‌ 1tیا سازی‌‌هنگام‌هب‌

)1حالت‌‌‌.‌کند‌تابع‌را‌در‌انتهای‌تکرار‌تعیین‌می ) tP EC E شود‌صوری‌نوشته‌می‌دینب‌:‌
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1 [ ] [ ]: ( , ), 0,t

n k n k n kE f f x y if t 

     

‌

,...,0,1که‌در‌آن‌ 1  است‌.‌

‌

 GLMsعنوان به PCجفت 

‌برای‌جنت‌‌GLMدر‌این‌بخش،‌چارچوب‌ در‌برخی‌.‌کنیم‌های‌چندگامه‌خیی‌معرفی‌می‌براسا ‌روش‌PCرا

ساختار‌‌GLM،‌ماتریس‌افرازشده‌2مولتون-و‌آدامز‌9بشنورث-های‌آدامز‌،‌همانند‌روشPCهای‌خاص‌از‌جنت‌‌حالت

‌.ای‌دارد‌که‌در‌ادامه‌این‌بخش‌بحث‌خواهیم‌کرد‌ساده

 GLMعنوان  روش چندگامه خطی به PCجفت .1

‌نمایش‌ ‌پیشگو‌روشبرای ‌‌اصلاح-های ‌متناهی ‌حالت )1کننده ) , 0,1tP EC E t  ‌‌ ‌،متناظر‌‌GLMشکلبه

‌:شود‌میتعریف‌صوری‌‌دینب‌sو‌تعداد‌مراحل‌‌درونی‌‌rتعداد‌مقادیر‌خروجی

1, 2 ,s t r k     
‌:شود‌میصوری‌تعریف‌‌دیندر‌این‌صوری‌بردار‌ورودی‌ب.‌استکننده‌‌های‌روش‌اصلاح‌تعداد‌گام‌kکه‌در‌آن‌
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)1روش‌خیی‌کلی‌برای‌حالت‌‌شکلرو‌‌از‌این ) , 0,1tP EC E t  نوشته‌شود‌صوری‌دینتواند‌ب‌می‌:‌

                                                           
1. Adams-Bashforth 
2. Adams-Moulton 
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311تابستان‌،2،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌727
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)
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‌:شود‌صوری‌مشخص‌می‌دینکه‌در‌آن‌ماتریس‌ضرایب‌روش‌ب
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‌.را‌بیان‌کرد‌5 ‌توان‌قضی‌کننده‌سازگار‌و‌صنرپایدار‌هستند‌می‌اصلاح-های‌پیشگو‌که‌روش‌با‌توجه‌به‌این‌

،‌بدا‌‌ای‌سازگار‌مرحلده‌سازگار،‌سازگار‌و‌‌پیش(‌8-2)‌ۀکنند‌اصلاح-برای‌روش‌پیشگو(‌3-3)روش‌خیی‌کلی‌‌شکل.‌5لم‌

‌سازگار‌بردار‌پیش
0qو‌بردار‌سازگار‌‌

1q‌،است‌. 
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ها‌و‌بدا‌‌‌سازگارند‌بنابراین‌با‌استناده‌از‌روابط‌سازگاری‌برای‌این‌روش‌(8-2)اصلاح کننده -های پیشگو روش: اثبات

 :شود‌ماتریسی‌ساده‌نتیجه‌میضرب‌

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
2.

27
7 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.2
.3

.4
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
11

 ]
 

                             6 / 18

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.2.277
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.2.3.4
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2660-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌723های‌خیی‌کلی‌اصلاح‌کننده‌حالت‌متناهی‌درچارچوب‌روش‌-های‌پیشگو‌روش

0 0 0, ,Uq e Vq q   
‌و

1 0 1,Be Vq q q  
 

سازگاری‌با‌بردار‌از‌پیش(‌3-3)بیان‌شده‌در‌GLM(c,A,U,B,V)روش‌‌بنابراین،
0qبدردار‌‌بدا‌‌وسازگار‌‌،‌از‌پیش

1q‌

‌.‌سازگار‌است

 کننده اصلاح-برای روش آدامز پیشگو GLM شکل .7

‌روش‌پیشگو‌معروف ‌برای ‌جنت ‌‌اصلاح-ترین ‌‌(صری )‌بشنورث-آدامز‌های‌روشکننده ‌‌روشو ‌مولتون-آدامزهای

)1های‌آدامز‌در‌حالت‌متناهی‌‌براسا ‌روش‌PCروش‌خیی‌کلی‌‌شکل.‌است(‌ضمنی) ) , 0,1tP EC E t  را‌‌

‌:نوشت‌صوری‌دینتوان‌ب‌می
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‌:کنیم‌ها‌ارائه‌می‌آنمتناظر‌‌‌GLMشکلو‌‌PCهایی‌از‌جنت‌‌مثالدر‌اینجا‌

 :استدو‌‌ ،‌روش‌از‌مرتبPCاولین‌جنت‌ .9
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] [ ]( , ) 0.n k n kf x y if t 

 











 

  

1که‌درآن‌

*

1 1

p

p p

C
W

C C



 




1pCو‌‌ و‌‌*

1pC 
داده‌‌PLTEو‌تخمین‌مدیلن‌بدرای‌‌‌‌PCهای‌‌های‌خیای‌روش‌ثابت‌

‌.استشده‌
[ ] [0]

1 ( ).n n k n kT W y y

     
                                                           
1. Local Extrapolation  
2. Principle Local Truncation Error 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

)1های‌‌مشابه‌حالت ) tP EC E بندی‌‌ولشکلتوان‌‌می‌GLM1هدای‌‌‌متناظر‌با‌حالدت‌‌( ) tP ECL E دسدت‌‌‌هرا‌بد‌‌

)1های‌‌برای‌حالت‌GLMنمایش‌.‌آورد ) tP ECL E شود‌داده‌می‌صوری‌دینب‌:‌
* * * * * *

1 1 0 1 1 0

1 1 0 1 1 0

1 1 0 1 1 0

1 1 0 1 1 0

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

k k

k k k

k k k

k k k

A U

B V

     

      

      

      

 

 

 

 

  

  

  

  

 
  

 
,

0 0 0 0 0 0 0 1 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

‌‌که‌درآن
* *(1 ) , (1 ) , (1 ) , 0,1,..., 1.k k j j j j j jW W W W W j k                   

‌:استصوری‌‌دینیابی‌موضعی‌ب‌های‌آدامز‌با‌برون‌ها‌براسا ‌روشPCبرای‌جنت‌‌‌GLMشکل
* * *

1 1 0

1 1 0

1 1 0

1 1 0

0 0 0 1

0 0 1

0 0 1

.0 0 1

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

k

k k

k k

k k

  

   

   

   









 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

صدوری‌نتیجده‌‌‌‌دینبرای‌ایدن‌حالدت‌بد‌‌‌‌Vو‌‌A‌،U‌،Bهای‌‌ماتریس.‌گیریم‌را‌درنظر‌می‌PECLعنوان‌مثال،‌حالت‌‌به

‌:شود‌می
* * *

1 1 0

1 1 0

0 1

1

1 0 0 0 0
.

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

k

k k

  

   





 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
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:را‌درنظر‌بگیرید،‌داریم‌(6-3)کننده‌‌اصلاح-جنت‌پیشگو
1

6
W


‌.شکل‌GLMاین‌جنت‌‌PCدر‌حالت‌‌PECLو‌‌

2( )P ECLاستصوری‌‌دینترتیب‌ب‌به‌:‌

3 1
0 1

2 2

5 8 1
1 ,

12 12 12

1 0 0 0

0 0 1 0

 
 

 
 

 
 
 
 
   

3 1
0 0 1

2 2

1 1
0 1 0

2 2
.

5 8 1
0 1

12 12 12

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
   

:‌،‌داریدم‌(1-3) کنندده‌‌اصلاح-طور‌مشابه‌برای‌جنت‌پیشگو‌به
19

270
W


هدای‌‌‌و‌در‌حالدت‌‌PECL2 و‌‌( )P ECL

‌:آیند‌دست‌می‌هصوری‌ب‌دینها‌ب‌آن‌‌GLMشکلترتیب‌‌به
55 59 37 9

0 1
24 24 24 24

2259 5814 2376 954 171
1

6480 6480 6480 6480 6480
,1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

55 59 37 9
0 0 1

24 24 24 24

9 19 5 1
0 1 0

24 24 24 24

2259 5814 2376 954 171
0 1

6480 6480 6480 6480 6480

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 




.

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
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 نتایج عددی

های‌‌های‌عددی‌روش‌دهیم،‌مقایسه‌را‌با‌چندین‌مثال‌عددی‌نشان‌می‌GLMدر‌این‌بخش‌مزیت‌نمایش‌جدید‌

محاسبای‌در‌‌.کنیم‌دهیم‌و‌تخمین‌میلن‌را‌نیز‌گزارش‌می‌یابی‌موضعی‌ارائه‌می‌را‌با‌و‌بدون‌برون‌3ارائه‌شده‌در‌بخش‌

‌.صوری‌گرفته‌است‌MATLABنرم‌افزار‌

 مقدار‌اولیه‌زیر‌را‌‌ لئمس. 2مثال

2'( ) 10( 1) , (0) 2,y t y y     
‌با‌جواب‌دقیق

2 10
( )

1 10

t
y t

t




  
210hبا‌طول‌گام‌‌Lتخمین‌میلن‌و‌خیاهای.‌گیریم‌درنظر‌می بدرای‌روش‌‌[0,5]زمدانی‌‌ۀ‌در‌بداز‌‌‌،PCمرتبده‌‌‌

بده‌‌(‌99-3)و‌(‌7-3)هدا‌‌‌روش‌خیی‌کلدی‌متنداظر‌آن‌‌‌شکلو‌‌PECدر‌حالت‌متناهی‌(‌1-3)و‌(‌6-3)و‌چهارم‌‌ دوم

)2طور‌مشابه‌بدرای‌حالدت‌‌متنداهی‌‌‌‌‌اند‌و‌‌به‌ارائه‌شده‌3و‌‌9ترتیب‌در‌جدول‌ )P EC(99-3)و‌(‌8-3)هدای‌‌‌‌،‌روش‌،

‌‌.شوند‌ارائه‌می‌ و‌‌‌2های‌نتایج‌عددی‌در‌جدول

Lخطاهای. 1جدول 
 (2-3)روش خطی کلی آن شکلو (2-3)دوم  ۀمرتب PCبا روش  1-4و تخمین میلن برای آزمایش

‌ تخمین‌میلن‌‌‌‌‌
PCE‌GLME‌‌exacty‌PCy‌GLMy‌t‌

‌
7.9365E-3 

6.8331E-5 

2.0681E-5 

8.6184E-6 

4.9310E-6 

3.1888E-6‌

‌
0 

9.7385E-4 

3.6946E-4 

1.7668E-4 

1.0936E-4 

7.4895E-5‌

‌
0 

7.8191E-6 

2.2318E-6 

9.0529E-7 

5.1158E-7 

3.2830E-7‌

‌
2.0000 

1.0909 

1.0476 

1.0323 

1.0244 

1.0196‌

‌
2.0000 

1.0899 

1.0473 

1.0321 

1.0243 

1.0195‌

‌
2.0000 

1.0909 

1.0476 

1.0323 

1.0244 

1.0196‌

‌
0‌‌ 

1 

2 

3 

4 

5‌

 GLM(3-2) شکلو (2-3)دوم  ۀمرتب PCبا روش  1-4و تخمین میلن برای آزمایش  Lخطاهای. 7جدول 

‌تخمین‌میلن‌‌‌‌‌‌‌
PCE‌GLME‌exacty‌PCy‌GLMy‌t 

‌
0 

6.8331E-5 

1.8761E-5 

8.6184E-6 

4.9310E-6 

3.1888E-6‌

‌
0 

9.7385E-4 

3.4067E-4 

1.7668E-4 

1.0936E-4 

7.4895E-5‌

‌
0 

9.2861E-6 

2.4224E-6 

1.0914E-7 

6.1803E-7 

3.9711E-7‌

‌
2.0000 

1.0909 

1.0476 

1.0323 

1.0244 

1.0196‌

‌
2.0000 

1.0899 

1.0473 

1.0321 

1.0243 

1.0195‌

‌
2.0000 

1.0909 

1.0476 

1.0323 

1.0244 

1.0196‌

‌
0 

1 

2 

3 

4 

5‌

 GLM (3-12) شکلو ( 2-3) چهارم ۀمرتب PCبا روش  1-4و تخمین میلن برای آزمایش  Lخطاهای . 3جدول 

‌تخمین‌میلن‌‌‌‌‌‌
PCE‌GLME‌exacty‌PCy‌GLMy‌t‌

‌
0 

2.8863E-5 

7.9291E-5 

3.6425E-6 

2.0839E-6 

1.3475E-6‌

‌
0 

6.9698E-4 

2.4620E-4 

1.2821E-4 

7.9548E-4 

5.4567E-5‌

‌
0 

5.0033E-6 

1.3724E-6 

6.2974E-7 

3.6000E-7 

2.3266E-7‌

‌
2.0000 

1.0909 

1.0476 

1.0323 

1.0244 

1.0196‌

‌
2.0000 

1.0899 

1.0473 

1.0321 

1.0243 

1.0195‌

‌
2.0000 

1.0909 

1.0476 

1.0323 

1.0244 

1.0196‌

‌
0 

1 

2 

3 

4 

5‌
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Lخطاهای. 4جدول 
 GLM (3-11) شکلو ( 2-3) چهارم ۀمرتب PCبا روش  1-4و تخمین میلن برای آزمایش  

‌تخمین‌میلن‌‌‌‌‌‌‌
PCE‌GLME‌exacty‌PCy‌GLMy‌t‌

‌
0 

2.8822E-5 

7.9232E-5 

3.6407E-6 

2.0831E-6 

1.3471E-6‌

‌
0 

7.6014E-4 

2.6374E-4 

1.3629E-4 

7.4182E-4 

5.7566E-5‌

‌
0 

5.0464E-5 

1.3842E-5 

6.3517E-6 

3.6310E-6 

2.3466E-6‌

‌
2.0000 

1.0909 

1.0476 

1.0323 

1.0244 

1.0196‌

‌
2.0000 

1.0899 

1.0473 

1.0321 

1.0243 

1.0195‌

‌
2.0000 

1.0909 

1.0476 

1.0323 

1.0244 

1.0196‌

‌
0 

1 

2 

3 

4 

5‌

‌:گیریم‌صوری‌درنظر‌می‌‌دیندوم‌را‌ب‌ له‌مقداراولیه‌مرتبئمس‌در‌این‌مثال. 2مثال 
2 2 3/2 2 2 3/2'' ( ) , '' ( ) ,u u u v v v u v       

(0) 1, '(0) 0, (0) 0, '(0) 1.u u v v     

‌:که‌دارای‌جواب‌دقیق‌زیر‌است‌‌‌

( ) cos( ), ( ) sin( ).u t t v t t   

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 ۀروش مرتب (ب PEC  حالت دوم ۀروش مرتب (الف :2 مثالبرای  GLMو  PCخطاهای روش  ۀمقایس. 7شکل 
)2) حالت دوم ۀروش مرتب (ج،  (PECحالت  چهارم )P EC) ،2)  حالت چهارمۀ روش مرتب (د( )P EC) 

210hبا‌طول‌گام‌‌[0,5]زمانی‌‌ۀاین‌مسله‌را‌در‌باز‌7مثال‌مشابه‌ خیاهدای‌تخمدین‌مدیلن‌و‌‌‌.‌کنیم‌حل‌می‌L،‌

و‌(‌7-3)هدا‌‌‌روش‌خیی‌کلی‌آن‌شکلو‌‌PECدر‌حالت‌متناهی‌(‌1-3)و‌(‌6-3)و‌چهارم‌‌ دوم‌ مرتب‌PCبرای‌روش‌

)2طور‌مشابه‌برای‌حالت‌‌متناهی‌اند‌و‌‌به‌شدهارائه‌‌7و‌‌5ترتیب‌در‌جدول‌‌به(‌3-99) )P ECنتایج‌عدددی‌در‌جددول‌‌‌‌

‌.شوند‌ارائه‌می‌8و‌‌6

‌
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Lخطاهای  .2جدول 
 GLM (3-2)و شکل ( 2-3)دوم  ۀمرتب PCبا روش  7-4و تخمین میلن برای آزمایش  

‌تخمین‌میلن
PCE‌GLME‌exactu‌PCu‌GLMu‌t 

‌
0 

6.9339E-4 

7.6203E-4 

1.2549E-4 

6.1151E-4 

7.9971E-4‌

‌
0 

2.4092E-3 

1.6840E-3 

3.8181E-3 

1.7403E-2 

3.1317E-2‌

‌
0 

2.3285E-5 

3.2673E-5 

4.6669E-5 

1.5741E-4 

2.9081E-4‌

‌
1.0000 

5.4030E-1 

-4.1615E-1 

-9.8999E-1 

-6.5364E-1 

2.8366E-1‌

‌
1.0000 

5.4271E-1 

-4.1446E-1 

-9.9381E-1 

-6.7105E-1 

2.5235E-1‌

‌
1.0000 

5.4028E-1 

-4.1618E-1 

-9.9004E-1 

-6.5380E-1 

2.8337E-1‌

‌
0 

1 

2 

3 

4 

5‌
‌‌‌‌‌‌‌

‌تخمین‌میلن
PCE‌GLME‌exactv‌PCv‌GLMv‌t‌

‌
0 

4.5298E-4 

3.4754E-4 

8.2857E-4 

5.3844E-4 

2.3870E-4‌

‌
0 

1.4913E-3 

1.4381E-4 

3.6344E-3 

4.9020E-3 

1.2508E-2‌

‌
0 

4.4787E-6 

1.4611E-5 

2.1499E-5 

2.9219E-5 

1.1205E-4‌

‌
0 

8.4174E-1 

9.0930E-1 

1.4112E-1 

-7.5680E-1 

-9.5892E-1‌

‌
0 

8.4296E-1 

9.0915E-1 

1.3749E-1 

-7.6170E-1 

-9.4642E-1‌

‌
0 

8.4147E-1 

9.0931E-1 

1.4110E-1 

-7.5683E-1 

-9.5881E-1‌

‌
0 

1 

2 

3 

4 

5‌

 GLM (3-2)و شکل ( 2-3)مرتبه دوم  PCبا روش  7-4و تخمین میلن برای آزمایش  Lخطاهای . 2جدول 

‌تخمین‌میلن
PCE‌GLME‌exactu‌PCu‌GLMu‌t 

‌
0 

6.9725E-4 

7.6287E-4 

1.2753E-4 

6.1015E-4 

8.0024E-4‌

‌
0 

2.4092E-3 

1.6840E-3 

3.8181E-3 

1.7403E-2 

3.1317E-2‌

‌
0 

2.3254E-5 

3.2651E-5 

4.6717E-5 

1.5763E-4 

2.9121E-4‌

‌
1.0000 

5.4030E-1 

-4.1615E-1 

-9.8999E-1 

-6.5364E-1 

2.8366E-1‌

‌
1.0000 

5.4271E-1 

-4.1446E-1 

-9.9381E-1 

-6.7105E-1 

2.5235E-1‌

‌
1.0000 

5.4028E-1 

-4.1618E-1 

-9.9004E-1 

-6.5380E-1 

2.8337E-1‌

‌
0 

1 

2 

3 

4 

5‌
‌‌‌‌‌‌‌

‌تخمین‌میلن
PCE‌GLME‌exactv‌PCv‌GLMv‌t‌

‌
0 

4.5473E-4 

3.4563E-4 

8.2825E-4 

5.4008E-4 

2.3684E-4‌

‌
0 

1.4913E-3 

1.4381E-4 

3.6344E-3 

4.9020E-3 

1.2508E-2‌

‌
0 

4.4601E-6 

1.4610E-5 

2.1543E-5 

2.9279E-5 

1.1220E-4‌

‌
0 

8.4174E-1 

9.0930E-1 

1.4112E-1 

-7.5680E-1 

-9.5892E-1‌

‌
0 

8.4296E-1 

9.0915E-1 

1.3749E-1 

-7.6170E-1 

-9.4642E-1‌

‌
0 

8.4147E-1 

9.0931E-1 

1.4110E-1 

-7.5683E-1 

-9.5881E-1‌

‌
0 

1 

2 

3 

4 

5‌

 GLM (3-12)و شکل ( 2-3)مرتبه چهارم  PCبا روش  7-4و تخمین میلن برای آزمایش  Lخطاهای . 2جدول

‌تخمین‌میلن
PCE‌GLME‌exactu‌PCu‌GLMu‌t 

‌
0 

2.9507E-4 

3.2139E-4 

5.2392E-5 

2.5995E-4 

3.3763E-4‌

‌
0 

1.7704E-3 

1.2044E-3 

2.9435E-3 

1.3336E-2 

2.3983E-2‌

‌
0 

7.4833E-5 

1.0921E-4 

1.4313E-4 

4.5545E-4 

8.4620E-4‌

‌
1.0000 

5.4030E-1 

-4.1615E-1 

-9.8999E-1 

-6.5364E-1 

2.8366E-1‌

‌
1.0000 

5.4271E-1 

-4.1446E-1 

-9.9381E-1 

-6.7105E-1 

2.5235E-1‌

‌
1.0000 

5.4028E-1 

-4.1618E-1 

-9.9004E-1 

-6.5380E-1 

2.8337E-1‌

‌
0 

1 

2 

3 

4 

5‌
‌‌‌‌‌‌‌

‌تخمین‌میلن
PCE‌GLME‌exactv‌PCv‌GLMv‌t‌

‌
0 

1.9116E-4 

1.4646E-4 

3.4947E-4 

‌
0 

1.1125E-3 

8.7780E-5 

2.7641E-3 

‌
0 

1.0066E-5 

3.8767E-5 

8.3267E-5 

‌
0 

8.4174E-1 

9.0930E-1 

1.4112E-1 

‌
0 

8.4296E-1 

9.0915E-1 

1.3749E-1 

‌
0 

8.4147E-1 

9.0931E-1 

1.4110E-1 

‌
0 

1 

2 

3 
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2.2812E-4 

1.0026E-4‌
3.7272E-3 

9.4734E-2‌
1.0435E-4 

3.4662E-4‌
-7.5680E-1 

-9.5892E-1‌
-7.6170E-1 

-9.4642E-1‌
-7.5683E-1 

-9.5881E-1‌
4 

5‌

Lخطاهای  .2جدول 
 GLM (3-11)و شکل ( 2-3)مرتبه چهارم  PCبا روش  7-4و تخمین میلن برای آزمایش  

‌تخمین‌میلن
PCE‌GLME‌exactu‌PCu‌GLMu‌t 

‌
0 

2.9507E-4 

3.2139E-4 

5.2392E-5 

2.5995E-4 

3.3763E-4‌

‌
0 

1.7704E-3 

1.2044E-3 

2.9435E-3 

1.3336E-2 

2.3983E-2‌

‌
0 

7.4832E-5 

1.0921E-4 

1.4313E-4 

4.5545E-4 

8.4620E-4‌

‌
1.0000 

5.4030E-1 

-4.1615E-1 

-9.8999E-1 

-6.5364E-1 

2.8366E-1‌

‌
1.0000 

5.4271E-1 

-4.1446E-1 

-9.9381E-1 

-6.7105E-1 

2.5235E-1‌

‌
1.0000 

5.4028E-1 

-4.1618E-1 

-9.9004E-1 

-6.5380E-1 

2.8337E-1‌

‌
0 

1 

2 

3 

4 

5‌
‌‌‌‌‌‌‌

‌تخمین‌میلن
PCE‌GLME‌exactv‌PCv‌GLMv‌t‌

‌
0 

1.9116E-4 

1.4646E-4 

3.4947E-4 

2.2812E-4 

1.0026E-4‌

‌
0 

1.1125E-3 

8.7780E-5 

2.7641E-3 

3.7272E-3 

9.4734E-2‌

‌
0 

1.0066E-5 

3.8767E-5 

8.3266E-5 

1.0435E-4 

3.4662E-4‌

‌
0 

8.4174E-1 

9.0930E-1 

1.4112E-1 

-7.5680E-1 

-9.5892E-1‌

‌
0 

8.4296E-1 

9.0915E-1 

1.3749E-1 

-7.6170E-1 

-9.4642E-1‌

‌
0 

8.4147E-1 

9.0931E-1 

1.4110E-1 

-7.5683E-1 

-9.5881E-1‌

‌
0 

1 

2 

3 

4 

5‌

 

 گیری نتیجه
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