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 چکیده
داردهیمکهنگاشتدوخطیکرانپردازیمونشانمیدارمیدراینمقالهبهخواصآرنزمنظمنگاشتدوخطیکران

ضعیف               ضابطۀبا       اگرنگاشتخطیوتنهاآرنزمنظماستاگر       

باشد فشرده اثباتمیقضیهسپس. خطیکرانایرا بهکنیمکهویژگیضعیففشردگینگاشتدو منظمرا آرنز و دار

پردازیمودارمیخطیکرانهایتخاصیتضعیففشردگینگاشوچنینبهبررسیآرنزمنظمهم.سازددیگرمرتبطمییک

وانعکاسیبودنراباناخهایارتباطبینآرنزمنظمجبردرادامه.کنیمبیانمیآریکانراودیلز،اولگرنتایجیمشابهنتایج

.کنیممیبررسی

 
.نگاشتدوخطی،ضعیففشردگی،هایآرنزضرب،دوگاندوم،جبرباناخ،آرنزمنظم:های کلیدیواژه

 

 مقدمه

درسال2آرنز.باشد9دارنگاشتیدوخطیکران       فضاهایباناخباشندو  و ، فرضکنیم

کههریکازهستند   به       از       و    هایصورتبه نشاندادکهتوسیعهای[1]در9199

یک اگر.شودآرنزمنظمنامیدهمی گاهآنهابرابرباشندکهاینتوسیعهنگامی.انددارهانگاشتدوخطیکرانآن

آرنزمنظممی گاهجبرباناخآنآرنزمنظمباشد،بضرجبرباناخونگاشت نامیمرا دوگاناولو  فرضکنیم.

باضربکداماماهیچ،دکرتوانباجمعوضرباسکالربهفضایباناختبدیلرامی   و  .باشد دوگاندوم   

نیستندنقطه باناخ ایجبر آرنزضرب. دوم و اول فضایهای برای و شدند مطرح باناخ جبرهای دوم دوگان برای

فشرده ضرببرایدوگاندومXتوپولوژیکهاسدورفو ایندو که شده نشانداده ،( )C X(تمامیتوابعجبر

)عبارتیبه،باهمیکیهستند(Xیپیوستهرو )C Xتبدیلبه   روی9هایآرنزضرب.آرنزمنظماست آنرا

                                                           
 Haghnejad@uma.ac.irنویسنده مسئول*

1.Bounded bilinear mapping 

2. R. E. Arens 
3. Arens product 
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

نشانداد[90]9اولگر.دشومراجعه[92]،[1]،[9]،[4]،[9]،[2]،[9]تربهبرایاطلاعاتبیش.کندباناخمیجبر

:صورتنمایشداددینتوانبرامی گاهدارباشدآنیکفرمدوخطیکران       کهاگر

                          
درآنمقالهاشارهشده.                 اندوعملگرهایخطیپیوسته      و      که

کهدر  و  هایمطالببالارابراینگاشت.فشردهباشدضعیف استاگروتنهااگر2ضعیففشرده استکه

تعریفمی ادامه میشوند نگاشتبدین.یمکنبررسی برای را فشردگی خطیترتیبضعیف دو تعریفکرانهای دار

.کنیممی

 مفاهیم و مقدمات اولیه

بخشخلاصه این در منظم آرنز از اولیه نتایج و تعاریف مفاهیم، از کراننگاشتای خطی دو بیانهای را دار

:کنیممی

 9الحاقی.دارباشدنگاشتیدوخطیکران       فضاهایباناخباشندو و ، فرضکنیم .1 تعریف

:شودصورتتعریفمیدینب     و   ،   دهیمبرایهرنمایشمی  کهآنرابا

            

                           

صورتدهیمبهنمایشمی   کهآنرابا     یعنی  توانالحاقیپسمی.داراستکهنگاشتیدوخطیکران

ضابط               با که                                ۀو کنیم تعریف

کهآن 4نگاشتواگرد.شوندروندالحاقیمراتببالاترنیزتعریفمیباادامهاین.     و       ،   

 با ضابط         صورتدهیمبهنمایشمی  را با که،شودتعریفمی              ۀو

نامیمراآرنزمنظممی نگاشت.دستآوردههایایننگاشترانیزبتوانالحاقیداراستومینگاشتیدوخطیکران

.           کهدرصورتی

ضعیففشردهباشد،که در     نامیمهرگاهراضعیففشردهمی     دارنگاشتخطیکران.5 تعریف

.است گویواحددر  

:داریمصورتدراین.رادرنظربگیرید       دارنگاشتدوخطیکران.3 تعریف

                                          

                           

 مشابه  حالا در و شده کراننگاشت     هربرای،[10]تعریف خطی ضابط       دارهای ۀبا

                      و  درنظرمی               ضابطۀبا گیریمرا  گوییمنگاشت.

.ضعیففشردهباشد  ضعیففشردهاستهرگاهنگاشت

:داشتهباشیم     و   نامیماگربرایهررانشاندنطبیعیمی        نگاشت.4قرارداد 

                                                           
1.A.   lger 

2. Weakly compact 

3. Adjoint 
4. Flip map 
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 532دارهایدوخطیکرانآرنزمنظمنگاشت

                 

یکفضایباناخراباتصویرطبیعیآندرمقالهدرایناست،  به جاکهنشاندنطبیعییکریختیطولپاازازآن

  .گیریمدوگاندومشیکیمی

:ندهستعباراتمعادلاینصورتدراین.دارباشدنگاشتیدوخطیکران       فرضکنیم.2ۀ قضی

.آرنزمنظماست نگاشت(الف

.             (ب

.                 (پ

.ضعیففشردهاست   و     برایهر               نگاشتخطی(ت

.کنیدمراجعه [2]،[2]،[9]بهاثباتبرای.برهان

اگروتنهاآرنزمنظماست صورتدراین.دارباشدنگاشتیدوخطیکران       فرضکنیم.2ۀ قضی

.                   اگر

.کنیدمراجعه[2.2،99]بهاثباتبرای.برهان

نامیمهرگاهمی(دارچپتقریبایک)9داریکراازچپتقریباً        دارنگاشتدوخطیکران.2تعریف 

   داشتهباشیم   موجودباشدکهبرایهر      دارتورکران
 

ایننگاشتراازچپ.          

طریقمشابهازراستبه.         داشتهباشیم   موجودباشدکهبرایهر   نامیماگرمی2داریک

.شونددارتعریفمیوازراستیک(دارراستیکتقریباً)داریکتقریباً



 دار و خاصیت ضعیف فشردگیهای دو خطی کرانآرنز منظم نگاشت

دهیموبااستفادهازاینمحکدرادامه،ارائهمیدارهایدوخطیکراننگاشتمحکیبرایآرنزمنظم2درلم

.هممرتبطمیسازدرابه دارآوریمکهآرنزمنظموضعیففشردگینگاشتدوخطیکراندستمیهایبنتیجه

ضعیف  دارمنظماستاگروتنهااگرنگاشتخطیکرانآرنز       دارنگاشتدوخطیکران.8 لم

.فشردهباشد

وجودداردکهباتوپولوژیضعیف در     تور.       و     منظمباشدوآرنز فرضکنیم .برهان

:داریم       برایهر.همگراست   ستارهبه

                                                                      

                                                     
     

 
                     

 
                  

    
 

                   
 

   
                             

          
            

                                             

                                                           
1. Approximately unital 
2. Unital 
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                   بنابراین
                   ،6ۀقضیبهبناپساستمنظمآرنز جاکهآناز.       

  درنتیجه
ضعیففشردهباشددراین  برایبرعکس،فرضکنیم.ضعیففشردهاست  بنابراین          

  صورت
.استمنظمآرنز بنابراین                   پس          

دارباشددوخطیکران       نگاشتفرضکنیم.9ۀ قضی ضعیففشردهاستاگرو  صورتدراین.

.ضعیففشردهباشد  تنهااگر

آرنز 2ازطرفیبنابهلم.منظمباشدآرنز ضعیففشردهاستاگروتنهااگر  نگاشت9ۀبنابهقضی.برهان

ضعیففشرده  گیریمبنابرایننتیجهمی.ضعیففشردهباشد  داراگرنگاشتخطیکرانمنظماستاگروتنها

.ضعیففشردهباشد  استاگروتنهااگر

.آیددستمیهب1ۀازقضیبلافاصلهاست[2.2،90]اولگردرۀنتیجهزیرکهتوسیعیازقضی

.منظماستاگروتنهااگرضعیففشردهباشدآرنز       دارنگاشتدوخطیکران.11ۀ نتیج

دارباشندونگاشتدوخطیکران       و       هاینشاندادکهاگرنگاشت،[9]9آریکان

 گویواحد  ضعیففشردهباشد،که     تجزیهشودو توسط خطیوپیوستهباشدو     

بدستنتیجهمشابهی9ۀمحمدزادهوابراهیمیویشکینیزبااستفادهازقضی.منظماستآرنز صورتدراین.است

.کنیممیبررسیمذکورایمرتبطبامطالبدرادامهقضیه.[9.2،2]آوردند

کنیم.11ۀ قضی        فرض نگاشت       و کرانهای خطی نگاشتدو و باشند دار

کرانخطی،      هر برای و باشد فشرده ضعیف و    دار    و باشیم        داشته

.اندمنظمآرنز  و هاینگاشتصورتدراین.         

:تساویبرقراراستاین       و       کنیمبرایهرابتداثابتمی. برهان

                                     

و   باشندکهباتوپولوژیضعیفستارهبه و ترتیبتورهاییدربه    و    برایاینمنظورفرضکنیم

:داریم     صورتبرایهردراین.همگرایند   

                           
 

   
 

           
         

 
   
 

              
   

      
 

   
 

                        
 

   
 

                      

      
 

   
 

                          
 

                        

     
 

                          
 

                              

                                                                     

                                                                                                  

:گیریمبنابرایننتیجهمی

                                                                         

                                                                       

                                                           
1. N. Arikan 
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 539دارهایدوخطیکرانآرنزمنظمنگاشت

                                                                   

                                                                 

بنابراین.نیزضعیففشردهاست  ضعیففشردهاستپس جاکهازآن

                                                                         

گیریمنتیجهمی[9.2،99]بااستفادهاز منظمآرنزاز.منظماستآرنز نگاشت6ۀپسبنابهقضی

بنابراین.              

                                                            

.منظماستنیزآرنز  نگاشت9ۀپسبااستفادهازقضی



 ارتباط آرنز منظم و خاصیت انعکاسی جبر باناخ

رودریگرز9دیلز ولاسکو2، 9.4]9و کران[6، خطی دو نگاشت برای که دادند نشان ،       دار

درادامهحالتکلیاینقضیهراباروشی.               انداگروتنهااگرمنظمآرنز   و هاینگاشت

.رسانیممتفاوتبهاثباتمی

عنوانمثالبه.اماست کهمنظورالحاقیکنیممینیزاستفاده  ،ازعلامتنگارشبرایسهولتدر.15 قرارداد

.است     نگاشت   منظوراز

.           گاهمنظمباشندآنآرنز   و اگر.13ۀ قضی

نتیجه   منظمآرنزازطرفی.            بنابراین       منظماستپسآرنز چون.برهان

 .کههمانحکممطلوباست           بنابراین.              دهدکهمی
قضی عکس ،99ۀ درهمان   حالتبرای شد اشاره که 9.4]گونه است[6، رسیده اثبات به هایحالت.

 .کنیماثباتمی94ۀرادرقضی     

،صورتدراین.دارباشدنگاشتیدوخطیکران       فرضکنیم.14ۀ قضی

.اندمنظمآرنز   و هایگاهنگاشتآن           اگر(الف

.اندمنظمآرنز   و هایگاهنگاشتآن           اگر(ب

:داریم         و     ،       ،       برایهر(الف.برهان

                                                                

                                                    

                                                    

                                                      

                                                        

                                                           
1. H. G. Dales 

2. A. Rodrigues-Palacios 
3. M. V. Velasco 
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ازطرفی.                 عبارتیبه.منظماستآرنز    دهیمحالانشانمی.منظماستآرنز بنابراین

               ،پسکافیاستنشاندهیم                  باشدو           فرضکنیم.

(  
صورتدراین.ستاهمگرا     باشدکهباتوپولوژیضعیفستارهبه   توریدر(  

                                                         
 

                    
    

    
 

                  
       

 
               

          

    
 

             
             

 
                  

           

    
 

                    
                                 

                                                                                             

.منظماستنیزآرنز    بنابراین

.دشوطریقمشابهاثباتمیبه(ب

برقراراست؟   برای9.2ۀآیابرعکسقضی.سوال

  گاهدارچپباشدآنیکتقریباً        اگر(الف. 12 لم
دارچپیک                  

.است

  گاهدارراستباشدآنیکتقریباً        اگر(ب
.دارراستاستیک                

.دارچپباشدیکتقریباً  فرضکنیم.شودبهطریقمشابهاثباتمی(ب.)کنیمرااثباتمی(الف)مافقط.برهان

،   وجودداردکهبرایهر در    دارپستورکران

   
 

             

موجوداستکهاین       توانفرضکردکهبارفتنبهزیرتورمناسبیمیاستپسدارکران    تورچون

 به ستاره ضعیف توپولوژی با همگراست   تور . فرضکنیم به در     تور ستاره ضعیف توپولوژی با نیز

:داریم     صورتبرایهردراین.همگراباشد       

   
                        

                           
             

     
 

   
                     

 
       

                  

     
 

   
 

   
                   

 
   
 

      
          

     
 

   
 

                    
 

                    

  بنابراین
.کههمانحکممطلوباست                  

  گاهلزوماًدارچپباشدآنیکتقریباً  اگر99درلم. 12ۀ تبصر
داریکتقریباً  دارچپنیستواگریک   

  گاهلزوماًراستباشدآن
دارراستنیستیک      جبرباناخاز       واولگرنشاندادندکهاگر9لائو.

فضایدنباله بر باشدآن  ایعملگرهایفشرده دارایهمانیتقریبیکران گاه اگر استو گاهآن    دار

                                                           
1. A. T. Lau 
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 541دارهایدوخطیکرانآرنزمنظمنگاشت

  
  گاهآن     چنیناگرهم.دارچپنیستیک   

دارراستنیستیک      تربهبرایاطلاعاتبیش.

 .دشومراجعه[9.2،7]

9.4]در استکه[6، اثباتشده باناخاگربیانو آندارایهمانیتقریبیکران جبر باشد، دار         گاه

استبسیارقوی               جاکهفرضازآن.یکفضایباناخانعکاسیباشد اگروتنهااگر       

کهبهمراتبفرض  منظمآرنزگزینیفرض،ماباجای(است  و ،معادلبامنظمبودن[2.2،2]باتوجهبه)

.گیریمتریاست،مطلببالارانتیجهمیضعیف

منظماستاگروتنهاآرنز  صورتدراین،دارراستباشدیکتقریباً       فرضکنیم(الف.12ۀ قضی

 .انعکاسیباشد اگر

انعکاسی منظماستاگروتنهااگر   صورتدراین،دارچپباشدیکتقریباً       فرضکنیم(ب

 .باشد

منظمباشد  فرضکنیم(الف.  برهان کهازآن. یک جا .دارراستاستیک    دارراستاستپستقریبا

        بنابراین هر برای که دارد        وجود                  داریم هر. برای

 داریم         

                                                                              

                                                                  

                                                                                               
.                     بنابراین چون        پس                  اما نتیجه  در

 .بدیهیاست  منظمآرنزگاهانعکاسیباشدآن اگر.انعکاسیاست

.طریقمشابهاثباتمیشودبه(ب

منظماستاگروتنهاآرنز  صورت،دراین.دارباشدیکجبرباناخباهمانیتقریبیکران فرضکنیم.18ۀ نتیج

.یکفضایانعکاسیباشد اگر

.کنیم گزینراجای و گزینراجای 97کافیاستدرقضیه.برهان
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