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Introduction 

Let G be a Lie group with a differentiable action on a differentiable 

manifold M. Consider the orbit space 
𝑀

𝐺
 with the quotient topology. 

Dimension of  
𝑀

𝐺
  is called the cohomogeneity of the action of G on M.  

Study of the orbit spaces has many important applications in invariant 

function theory and G-invariant variational problems associated to M.  

Many G-invariant objects associated to M can be related to similar objects 

associated to the orbit space. Therefore, if the dimension of the orbit space 

is small enough (the cohomgeneity of the action of G on M is small) we 

can effectively reduce many problems about G-invariant  objects of M to 

generally easier problems on 
𝑀

𝐺
. Because of this motivation, many 

mathematicians studied topological properties of the orbit spaces of Lie 

group actions on manifolds.  A pioneer theorem in this area is a theorem 

proved by P. Mostert in 1957:  

 If M is a differentiable manifold which is of cohomogeneity one under the 

action of  G  a compact connected  Lie group,  then the orbit space  is 

homeomorphic to one of the spaces [0,1], (0,1] , 𝑆1 or R.  

 This theorem has been generalized to noncompact Lie groups with proper 

actions on manifolds. Moreover, If M is endowed with a Riemannian 

metric, and G is a closed and connected subgroup of the isometries of M, 

which acts by cohomogeneity one on M,  there are more interesting results 

about the orbit space and orbits.  It is proved that if  M is a  Riemannian 

manifold of negative curvature and G is a connected and closed subgroup 

of the isometries of  M, acting on M with cohomogeneity one, then the 

orbit space is not homeomorphic to [0,1], so by (generalized) Mostert's 
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theorem, it would be homeomorphic  to  [0,1) or 𝑆1 or R, and if in addition,  

M is simply connected then the orbit space is homeomorphic to [0,1) or R. 

This result, has been generalized to flat Riemannian manifolds, and 

recently it is proved for Riemannian manifolds of non-positive curvature. 

To extend Mostert's theorem, it is natural to ask, what may be the orbit 

space, when M is a cohomogeneity two G-manifold.  There is no 

classification for orbit spaces of cohomogeneity two G-manifolds in 

general. Cohomogeneity two actions of compact Lie groups on Euclidean 

spaces are polar an all such actions are classified.  It is clear in this case 

that the orbit space is homeomorphic to plane or half-plane. Also, It is 

proved  that if G is a connected (compact or non-compact) group of the 

isometries which acts by cohomogeneity two on 𝑅𝑛, then the orbit space 

is homeomorphic to plane or half-plane. Classification of orbit spaces of 

cohomogeneity two actions on the standard  sphere 𝑆𝑛 has been described 

in a series of papers .  Also, the orbit space of cohomogeneity two actions 

on simply connected spaces of constant curvature (hyperbolic spaces) has 

been classified before. To extend this classification to all Riemannian 

manifolds of constant positive curvature, we prove the following theorem: 

Theorem.  If M is a coghomogeneity two Riemannian G-manifold of 

constant negative curvature,  then the orbit space 
𝑀

𝐺
 is homeomorphic to 

one of the following spaces: 

R × 𝑆1,  𝑅2,  R× [0, ∞). 

 
How to cite: Mirzaie, R., Heidarpour, M. (2023). Orbit space of cohomogeneity two actions on Riemannian 

manifolds of constant negative curvature. Mathematical Researches, 9 (1), 189-199. 
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  های کلیدی:واژه

  ،نهیخم

  ،یمدار یفضا

  ،یگروه ل

 ،ینقص همگن

 .انحنا

 

 

 

های ریمانی با ولپای با نقص همگنی دو روی خمینههای طدر این مقاله فضاهای مداری عمل

 .کنیمبندی میانحنای ثابت منفی را رده

 

. یثابت منف یبا انحنا یمانیر هاینهیخم یدو رو یبا نقص همگن هایعمل یمدار یفضا (.1402)؛ دیمج، درپوریح ؛رضا، ییرزایم: استناد

 .189-199(، 1) 9، ریاضیهای پژوهش
  

 نویسندگان. ©                                                                                                                  خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه

𝐺 × 𝑀 → 𝑀 ، عمل هموار گروه لی𝐺  خمینه هموار روی𝑀  و𝑀/𝐺  فضای مداری آن با توپولوژی خارج قسمتی را

 .نامندمی 𝑀روی  𝐺را نقص همگنی عمل  𝑀/𝐺بعد  گیریم.در نظر می

کاربردهای مهم  𝑀 هخمین به مربوط ناوردای –𝐺 توابع ناوردا و مسائل متغیرهای ۀچنین فضاهای مداری در نظریبررسی 

ر مشابه آنها روی فضای را به عناص 𝑀 خمینه به مربوط ناورداهای –𝐺توان عناصر زیادی از در واقع میبسیار زیادی دارد. 

کوچک  𝑀روی  𝐺قدر کافی کوچک باشد )نقص همگنی عمل ه در صورتی که بعد فضای مداری ب ،مود. پسط نمداری مرتب

 𝑀/𝐺 تری رویطور معمول سادهه مسائل برا به  𝑀 خمینه ناوردای –𝐺ز مسائل مربوط به عناصر توان بسیاری اباشد(، می

  مؤثری کاهش داد. به طور

ها را مورد مطالعه ینههای لی روی خمبا همین انگیزه، بسیاری از ریاضیدانان، خواص توپولوژیکی فضاهای مداری عمل گروه

 باشد:( می]41[) 1957در سال  1زیر از موستارت ۀو در این زمینه قضیاند. یکی از قضایای پیشرقرار داده

گاه فضای مداری نقص همگنی یک باشد، آن از و 𝐺فشرده و همبند  تحت عمل گروه لی یک خمینه هموار بوده 𝑀اگر 

𝑀/𝐺  است: 2انریختسهمبا یکی از فضاهای زیر 

. ℝ, [0,1], (0,1], 𝑆1  

به یک متریک ریمانی  𝑀علاوه، اگر ه ها نیز تعمیم داده شده است. بده روی خمینهای لی غیر فشرهبه عمل گروه ۀاین قضی

کند عمل می 𝑀باشد که با نقص همگنی یک روی 𝑀 نیز زیر گروه بسته و همبند از گروه طولپاهای  𝐺مجهز شده باشد و 

 (.]17[ و ]16[، ]14[، ]12[شود )از فضای مداری و مدارها حاصل می گاه نتایج جالب توجه بیشتریآن

گروه بسته و همبند از گروه طولپاهای یک زیر 𝐺ای ریمانی با انحنای منفی و خمینه 𝑀هرگاه  ثابت شده است که ]16[در 

𝑀  باشد که با نقص همگنی یک روی𝑀 گاه فضای مداری کند، آنعمل می𝑀/𝐺  یا  [0,1]باℝ این است. ریخت همسان

  های ریمانی با انحنای نامثبت ثابت شده است.م یافته و اخیراً نیز برای خمینههای ریمانی تخت تعمیبه خمینه ]12[نتیجه در 

گاه در مورد ، آنباشد دو همگنی نقص با خمینه –𝐺یک   𝑀اگر  ست که یک سوال طبیعی این موستارت ۀبرای تعمیم قضی

 دو همگنی نقص با هایخمینه –𝐺برای فضای مداری بندی ی هیچ ردهدر حالت کل توان گفت.چه می  𝑀/𝐺فضای مداری

باشند می 3قطبی فشرده روی فضاهای اقلیدسی های لیگروه های با نقص همگنی دو توسطدانیم که عملمی البته. ندارد وجود

 است.ریخت همسانصفحه یا نیم با صفحه الت فضای مداریست که در این حو واضح ا( ]15[اند )بندی شدههایی ردهو چنین عمل

                                                           
1 Mostert 
2 Homeomorphic 
3 Polar 
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باشد که با نقص ℝ𝑛 گروهی همبند ) فشرده یا غیر فشرده( از طولپاهایزیر𝐺 ثابت شده است که اگر  ]10[همچنین در 

فضاهای مداری  است. ریختهمسان صفحهبا صفحه یا نیم ℝ𝑛/𝐺 فضای مداریگاه کند آنعمل می ℝ𝑛همگنی دو روی 

های فضاهای مداری عمل ]13[در  توصیف شده اند. ]19[و  ]18[ نیز در 𝑆𝑛نقص همگنی دو روی کره استاندارد های با عمل

 اند.ههای تخت مشخص شدخمینهبا نقص همگنی دو روی 

ی بندرده] 11[در  فضاهای هذلولوی(انحنای ثابت )های با نقص همگنی دو روی فضاهای همبند ساده با فضاهای مداری عمل

ای با نقص همگنی هبندی فضاهای مداری عملرده(، 7 ۀ)قضی نتیجه اصلی مقاله حاضر، ادامه کارهای انجام شده در. شده اند

 .کندرا تکمیل میهمبند ساده( همبند ساده و غیرهای ریمانی با انحنای ثابت منفی )دو روی خمینه

 

 نتایج

برای گیریم. در نظر می  𝑀گروه بسته و همبند از گروه طولپاهایرزی را نیز 𝐺 را خمینه ریمانی و  𝑀در ادامه همواره

 مجموعه  𝑥مانند 𝑀 هرعضو 

. 𝐺(𝑥) = { 𝑔𝑥 |𝑔 ∈ 𝐺} 

 نامیم و مجموعه می 𝑥 مدار –𝐺را 

.
𝑀

𝐺
= {𝐺(𝑥)| 𝑥 ∈ 𝑀 }  

:𝜋ی که نگاشت خارج قسمتی به طورکنیم را به توپولوژی خارج قسمتی مجهز می 𝑀 → 𝑀/𝐺 سته و باز باشد. پیو

𝑑𝑖𝑚𝑀/𝐺   بعد مدارهای با بزرگترین بعد است را نقص همگنی عمل نقص که مساوی𝐺  روی𝑀 نامیده و با 𝐶𝑜ℎ(𝑀, 𝐺) 

 دهیم. اگرنمایش می

𝑀𝐺 = {𝑥 ∈ 𝑀 |𝐺(𝑥) = {𝑥} } 

 ۀاز حکم زیر در اثبات قضی است.𝑀  ژئودزیک از ای کلاًگاه زیرخمینه، ناتهی باشد، آن𝑀روی  𝐺مجموعه نقاط ثابت عمل 

 اصلی استفاده خواهیم نمود.

 گاه داریمباشد، آن 𝑀گروه بسته و همبند از گروه طولپاهای خمینه ریمانی یک زیر 𝐺اگر   :(]9[) 1لم 

. 𝑑𝑖𝑚𝑀𝐺 < 𝐶𝑜ℎ(𝑀, 𝐺) 

:𝒦و  𝑀خمینه ریمانی  خمینه ریمانی پوشش عام 𝑀̃فرض کنید  (:]2[) 2 ۀتبصر 𝑀̃ → 𝑀   نگاشت پوششی با گروه

به  𝑀̃روی  𝐺̃که  یبه طوروجود دارد  𝐺برای  𝐺̃پوششی همبند مانند  لی گروه صورت باشد. در این ∆تبدیلات پوششی 

 کند وعمل می طور طولپایی

. 𝐶𝑜ℎ(𝑀̃, 𝐺̃) = 𝐶𝑜ℎ(𝑀, 𝐺) 
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 نگارد و داریممی مدار –𝐺̃ بروی را مدار–𝐺̃هر 𝒦این . بنابرشوندجا میهجاب 𝐺̃اعضای با  ∆اعضای 

. 𝒦−1(𝑀𝐺) = 𝑀̃𝐺̃  

𝑀̃𝐺̃، 2 ۀتبصرفرض کنید در  (: ]3[) 3 ۀتبصر ≠ 𝑑𝑖𝑚𝑀̃𝐺̃و  ∅ = ای باید مجموعه 𝑀̃𝐺̃همبند است پس  𝐺̃چون  .0

:𝒦گروه تبدیلات پوششی حال، از این حقیقت که اعضایعضوی باشد. تک 𝑀̃ → 𝑀  نقاط ثابت𝐺̃ د، ننگاررا به نقاط ثابت می

 همبند ساده است. 𝑀گیریم که گروه تبدیلات پوششی بدیهی بوده و نتیجه می

یک خمینه ریمانی همبند ساده با انحنای منفی، برای  (∞)𝑀 یعنی 𝑀 نهایت بی نقاط ۀبرای تعاریف و جزئیات دربار

دهیم. ارجاع می ]7[و  ]1[وری، سهموی و هذلولوی( به )مح کو انواع ژئودزی کژئودزی مجانبیهای و کلاس 44هاابرکره

 نمایش خواهیم داد.   𝐻ساده با  به طوریا 𝐻𝑛 بعدی را نیز با n همچنین فضای هذلولوی 

 ر درست استهای زیزارهگاه یکی از گباشد، آن 𝐻𝑛گروهی بسته و همبند از گروه طولپاهای زیر 𝐺اگر  (:]4[) 4 ۀقضی

𝐻𝐺الف(  ≠ ∅. 

 ی وجود دارد که کلاً ژئودزیک است.و نابدیه مداری یکتاب( 

 اند. نهایتبا مرکز مشترک در بی هاییابرکرهتمام مدارها مشمول در پ( 

فضاهای  با یکی از 𝑀/𝐺گاه با نقص همگنی یک باشد، آن و پذیر تختخمینه ریمانی جهت -𝐺یک  𝑀اگر  : 5 ۀتبصر

 همسانریخت استرزی

. ℝ, [0, ∞), 𝑆1 

𝑛باشد که  𝐻𝑛گروهی بسته و همبند از گروه طولپاهای زیر 𝐺اگر  :(]11[)6 ۀقضی ≥ ,𝐶𝑜ℎ(𝑀و  3 𝐺) = گاه ، آن2

𝐻𝑛/𝐺   0]با, ∞) × ℝ  یاℝ2 است.ریخت همسان 

𝑛فرض کنید  :7 ۀقضی ≥ صورت  منفی و نقص همگنی دو باشد. در این خمینه ریمانی با انحنای ثابت -𝐺یک   𝑀𝑛و  3

 است  ریختهمسانبا یکی از فضاهای زیر  𝑀/𝐺فضای مداری 

. ℝ × [0, ∞) , ℝ ×  𝑆1, ℝ2 

کنیم. بدون کاستن ریختی فضاهای توپولوژیک نیز استفاده میاز علامت )=( علاوه بر تساوی، برای نشان دادن همسان اثبات:

 تبصرهگیری نمادهای کاره با بهمچنین  کنیم.فرض می 𝐻𝑛را نیز  آن و خمینه پوششی عام فی یکرا من 𝑀 ، انحنایاز کلیت

2  ،𝐺̃  را گروه پوششی 𝐺که با نقص همگنی دو روی  گیریمدر نظر می𝐻𝑛 ( در پ)( و ب ) الف(،)کند و حالات  عمل می

 دهیم.قرار می مورد توجه 𝐻𝑛روی   𝐺̃ را برای عمل  ،4 ۀقضی

                                                           
4 Horosphere 
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𝐻𝐺̃ چونالف(  ≠ 𝑑𝑖𝑚𝐻𝐺̃، 1بنا به لم  ،∅ = 𝑑𝑖𝑚𝐻𝐺̃در وضعیت . 1 یا 0 = 𝐻𝑛، 3 ۀتبصر، بنا به  0 = 𝑀   و حکم

𝑑𝑖𝑚𝐻𝐺̃که  در صورتی شود.، نتیجه می6 ۀاز قضی = 𝐹دهیم ، قرار می1 = 𝐻𝐺̃ .گروه بسته مجموعه نقاط ثابت عمل زیر

تصویر  است. لذاژئودزیک  کلاً  𝐻𝑛در 𝐹 ای کلاً ژئودزیک است. بنابراینهزیر خمین خمینه ریمانی همبند از طولپاها رویو 

δ  اگراست.  𝐻𝑛در  γمانند  کیک ژئودزی ∈ ∆, 𝑥 ∈ 𝐹  و𝑔 ∈ 𝐺 ̃و   ∆گاه از این حقیقت که اعضای ، آن𝐺̃ جا هجاب

 شوند داریم  می

. δ(x) = δ(gx) = gδ(x) 

δ(x)پس  ∈ F و این یعنی ،δ(F) = Fحال نگاشت نمایی .   

𝑒𝑥𝑝: 𝑇𝑝𝐻𝑛 → 𝐻𝑛 

𝑝و برای  ( را در نظر بگیرید]5[است ) 5که یک وابرسانی ∈ 𝐹 دهیمقرار می: 

. 𝑊𝑝 = exp (𝑇𝑝
⊥𝐹) 

𝑔است. چون برای هر 𝐻𝑛یک زیر خمینه  𝑊𝑝صورت در این ∈ 𝐺 ̃ نگاشت ،𝑔: F → F  نگاشت همانی است، پس ،

𝑔: 𝑇𝑝F → 𝑇𝑝F  است و نیز همانی𝑔𝑊𝑝 = 𝑊𝑝  یعنی ،𝐺̃𝑊𝑝 = 𝑊𝑝. 

δ کنیم اکنون فرض ∈ 𝑞و قرار دهید  ∆ = δ(𝑝) چون .δ(F) = F  پس ،𝑞 ∈ 𝐹  و𝑑𝛿(𝑇𝑝F) = 𝑇𝑞F  و در نتیجه

δ(𝑊𝑝) = 𝑊𝑝ثابت گرفتن  . با𝑝برای هر ،𝑞 ∈ 𝐹   ،δ(= 𝛿𝑞) ∈ 𝛿𝑞(𝑝)یکه به طوروجود دارد  یکتایی ∆ = 𝑞  و برای

𝑥هر  ∈ 𝐻𝑛  نیز𝑞 = 𝑞(𝑥) ∈ 𝐹 که یبه طوروجود دارد  یکتایی𝑥 ∈ 𝑊𝑞(𝑥) بنابر این نگاشت . 

𝐻𝑛

𝐺̃
   →   𝐹 ×

𝑊𝑝

𝐺̃
 

𝐺̃(𝑥) → (𝑞(𝑥), 𝐺̃ (𝛿𝑞
−1(𝑥))) 

𝑝)  یکتاثابت  ۀروی آن نقط ̃ 𝐺عمل که است یک همگنی نقص با خمینه –̃ 𝐺یک  𝑊𝑝 .ریختی استیک همسان ( دارد. =

𝑥برای هر  ∈ 𝑊𝑝  متمایز از𝑝 مدار ،𝐺̃(𝑥)  یک کره در𝑊𝑝  با مرکز𝑝  و شعاع𝑟 = 𝑑(𝑝, 𝑥) .است 

 ریختی است:زیر یک همسان این نگاشتبنابر

𝑊𝑝

𝐺̃
   →   [0, ∞)    

𝐺̃(𝑥) → 𝑑(𝑝, 𝑥) 

 

 

                                                           
5 Diffeomorphism 
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 پس داریم:

.
𝐻𝑛

𝐺̃
= 𝐹 ×

𝑊𝑝

𝐺̃
= 𝐹 × [0, ∞) 

 

 

Ωقرار دهید   =
𝑀

𝐺
Ω̃و   =

𝐻𝑛

𝐺
 .Δ  روی فضای مداریΩ̃ کند:صورت زیر عمل میه ب و طور آزاده ب 

𝛿𝐺̃(𝑥) = 𝐺̃(𝛿𝑥), 𝛿 ∈ ∆ , 𝑥 ∈ 𝐻𝑛      (∗) 

𝑦تعریف است. در واقع، اگر خوش (∗)مل شود که عراحتی نشان داده میه ب ∈ 𝐺̃(𝑥)  ،یک گاه برایآن 𝑔 ∈ 𝐺̃ ،𝑦 = 𝑔𝑥 .

δ𝑔شوند، پس جا میهجاب 𝐺̃با اعضای  Δاعضای  = 𝑔𝛿      :بنابراین داریم . 

𝛿𝐺̃(𝑦) = 𝐺̃(𝛿𝑦) = 𝐺̃(𝛿𝑔𝑥) = 𝐺̃(𝑔𝛿𝑥) = 𝐺̃(𝛿𝑥) = 𝛿𝐺̃(𝑥) 

Ωحال نشان دادن  =
Ω̃

Δ
Δ(γ) چون ساده است.  = γ  پسΔ = ℤ (]5[ و )در صورتی کهΩ̃  ریخت اش را با همسان

ℝ × [0, ℝ روی ℤبا عمل زیر از  Ω̃ روی Δتوانیم نشان دهیم که عمل تعویض کنیم، می (∞ × [0, جایگزین   (∞

 شود:می

. 𝛿(𝑎, 𝑏) = (𝑎 + 𝑏, 𝑏) , 𝛿 ∈ ℤ , (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ × [0, ∞) 

 بنابراین،

.Ω =
ℝ

Δ
× [0, ∞) = 𝑆1 × [0, ∞) 

، Δدر  𝛿جا میشوند، پس برای هرهجاب 𝐺̃و  Δباشد. چون اعضای  H𝑛 در ژئودزیک کلاً مدار –𝐺̃تنها  𝑃 کنیم ضفرب( 

Δ(P)  نیز یک 𝐺̃- .این از یکتاییبنابر مدار کلاً ژئودزیک است P شود که نتیجه می𝛿(P) = 𝑃  وΔ(P) = 𝑃قرار دهید . 

 . 𝐸 = 𝒦(P) 𝐸  در𝑀 که انحنای ثابت منفی دارد. با توجه به این ر نتیجهکلا ژئودزیک بوده و د𝐸  همگن با انحنای منفی

ز به معنی همبند ساده بودن  یبدیهی است و این ن Δباشد. پس ( همبند ساده می]6[) کوبایاشی ۀاست پس بنا به قضی

(𝑀 = H𝑛 ) 𝑀 شود. ، حاصل می6 ۀاست پس نتیجه از قضی 

 نیز یکی از این Sو  zهای به مرکز ابرکره در مشمول مدارها –𝐺̃ ۀطوری در نظر بگیرید که همرا  (∞)H𝑛در   zنقطه( پ

Δ(S)دهیم ها باشد. نشان میکرهابر = S . 

δ(𝑆)و  Δدر  𝛿 کنید فرض ≠ S .ی مانند کاگر ژئودزیγ  وجود داشته باشد که𝛿(γ) = γ(γ آنباشد محوری ) گاه بنا به

𝐺̃ ،𝑔𝛿در  𝑔ست و چون برای هر یکتا γ، ]1[در  4.2قسمت  3 ۀگزار = δ𝑔 پس ،𝛿(𝑔γ) = 𝑔γ ی دلیل یکتایه و ب

𝑔γ حورم = γ . پس𝐺̃(γ) = γ لذا . γ در یک  باید𝐺̃– باشد. ولی این در  ابرکرهو نتیجتاً مشمول در یک  ر مشمولمدا
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محوری نبوده و باید Δ  بنابراین هیچ عضو .جای ندارد ابرکرهدر یک  H𝑛در با این واقعیت است که هیچ ژئودزیکیتناقض 

Δ(S) دهدنتیجه می ]3[در  3و این بنا به لم  دنسهموی باشهمه  = S. 

ℝبا  H𝑛دلیل وابرسان بودن ه اکنون ب × Sتوان دید که برای   ، می𝑁 =
𝑆

Δ
 ،M  باℝ × 𝑁  است. حال چون  وابرسان

𝐺̃(S) = S پس ،𝐺(N) = N  و
M

𝐺
ℝبا    ×

𝑁

𝐺
 است.ریخت انهمس 

 نشان. است یک همگنی نقص با تخت خمینه –𝐺نیز یک  Nباشند. بنابراینتحت متریک القائی تخت می H𝑛های ابرکره 

𝑧 مجانبیدر کلاس  γهای با سرعت واحد ک همه ژئودزیپذیر است. گردایه جهت 𝑁دهیم می = [γ] .را در نظر بگیرید 

γ(0)ها، γه برای هم بدون کاستن از کلیت فرض کنید ∈ 𝑆 بردارهای  ۀهم صورت گردایه ینا. درγ′(0)  یک میدان برداری

Δ  ،δ[γ]در   δکنند و چون برای هر تعریف می 𝑆نرمال روی  = [γ]  وδ(𝑆) = Sبردارهای  ، پس گردایه𝑑𝒦(γ′(0)) 

 پذیر است.جهت 𝑁. این یعنیهستند 𝑁 نیز یک میدان برداری نرمال در امتداد

، 5 ۀمطابق تبصر این بنابر
𝑁

𝐺
 است ریختبا یکی از فضایای زیر همسان  

ℝ, [0, ∞), 𝑆1 

بنابراین 
𝑀

𝐺
 نیز با یکی از فضاهای زیر همسانریخت است 

. ℝ2, ℝ × [0, ∞), ℝ × 𝑆1 

 کند. قضیه را تمام می اثبات و این

 

هایی از توانند ظاهر شوند. مثالواقع می، در 7 ۀضاهای مداری اشاره شده در قضیف دهیم کهدر این مثال نشان می :مثال

با یکی از فضاهای وری که فضای مداری آنها طه های ریمانی با انحنای ثابت منفی و نقص همگنی یک وجود دارند بخمینه

ℝ  ،[0,  (.]16[است ) ریخت همسان 𝑆1یا  (∞

𝑐یک خمینه ریمانی با انحنای ثابت  𝐹اگر  ≤ خمینه حاصلضربی  وجود دارد که ℝروی  𝑓مانند  گاه تابعیباشد، آن 0

𝑀 6پیچیده = ℝ𝑓 × 𝐹 ( اگر ]1[با انحنای ثابت منفی باشد .)𝐾 ای از گروه طولپاهای زیر گروه همبند و بستهF  و𝐼  نیز

Gگاه باشد، آن ℝ روی نگاشت همانی = {I} × K  زیر گروه همبند و بسته از طولپاهای𝑀  .است 

کند. عمل می 𝑀نیز با نقص همگنی دو روی   𝐺عمل کند. در این صورت  𝐹با نقص همگنی یک روی  𝐾اکنون فرض کنید 

گاه  به طور مناسب انتخاب شوند آن 𝐹و   𝐾بنابراین، اگر موارد مناسبی از 
𝑀

𝐺
تواند ، می7 ۀدر قضیبا یکی از موارد اشاره شده  

 ریخت باشد.همسان

 

                                                           
6 Warped product 
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