
 

Classical and non-classical symmetries and analytical solutions 

of the system of fractional HGF differential equations 

Mir Sajjad Hashemi1 , Ali Haji-Badali2 , Farzaneh Alizadeh3  

1. Department of Mathematics, Basic Science Faculty, University of Bonab, Bonab, Iran. 

E-mail: hashemi_math396@yahoo.com  

2. Department of Mathematics, Basic Science Faculty, University of Bonab, Bonab, Iran. 

E-mail: ahajibadali@gmail.com 

3. Department of Mathematics, Basic Science Faculty, University of Bonab, Bonab, Iran. 

E-mail: farzan.alizadeh@gmail.com  

Article Info ABSTRACT 

 

 

Article type: 

Research Article 

 

 

Article history:  
 

Received:  

5 September 2020 

Received in revised form:  

2 June 2021 

Accepted:  

2 June 2021 

Published online:  

20 June 2023 

 

 

Keywords:  
 

Lie symmetry analysis, 
Classical symmetry, 

Non-Classical symmetry, 

Fractional differential 

equation. 

 

 

Introduction 

In this paper, we use the symmetry of the Lie group analysis as one of the powerful 

tools which that deals with the wide class of fractional order differential equation in the 

Riemann-Liouville concept. These transformations play fundamental role in the analysis 

of different kind of differential equations. Fractional calculus theory has received 

much attention from researchers and scientists in applied mathematics and physics 

because of its remarkable properties to accurately description of different abnormal 

physical events and complex processes in engineering and applied science such that 

classical calculations were insufficient to explain them. There is an essential 

fundamental difference between differential operators of integer order and the 

Riemann–Liouville fractional derivatives, the former are local operators, the latter are 

not. 

In the first step, we employ the classical and non-classical Lie symmetries to acquire 

similarity reductions of nonlinear fractional Hunter-Gatherer-Farmer (HGF) equation  
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In the second step, we find the related exact solutions for the derived generators. 

Classical and non-classical Lie symmetries are used to similarity reductions of this 

system. Corresponding exact solutions are obtained for the extracted generators. 

Here, mainly we study the classical Lie symmetry and non-classical Lie symmetry. 

Symmetry generators for the classical case are obtained as  
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Now we can obtain the exact solutions based on these generators as follows: 

 For the case 1 2 3 4V V V V V     the exact solution is: 
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 For the case 4V
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 For the case 
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Symmetry generators for non-classical case are 
6 7,V V c

x x t

  
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  

. The exact 

solution based on 6V  is same as the solution for 4V in classical type. Also, the exact 

solution which corresponds to vector field 7V  is 

     

   

     

   

2 2 2 22 21 1
2,2 1 1 1 2

3 22 2

1 2 2, 2

2 2 2 22 21
2,2 1 1 2

3 22 2

2 2, 2

( , ) ( ) (1 ( ))
(1 )

( ),

( , ) ( ) (1 ( ))
(1 )

( )

a k
u x t t cx E c t cx a k E c t cx

a c k t cx E c t cx

v x t t cx E c t cx E c t cx

c t cx E c t cx

  

  

 

 

  

  

 

 










  

  

 

 

  

  

 

 

     
 

  


     
 

  

     

   

2 2 2 21
2,2 1 1 2

3 2

2 2, 2

,

( , ) ( ) (1 ( ))
(1 )

( ).

w x t t cx E d t cx E d t cx

d t cx E d t cx

  

  

 

 








  

  

 

 


     
 

  

 

 

From these findings, we conclude that the presented method might become a 

promising one in finding the analytical solutions of the different kinds of fractional 

partial differential equations. 
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گاه تو غیر کلاسیک گروه لی دس های کلاسیکدر این مقاله به تجزیه و تحلیل تقارنی

پردازیم. می  Hunter-Gatherer-Farmer (HGF) خطیمعادلات دیفرانسیل کسری غیر

کسری   HGF ۀکلاسیک برای کاهش معادلکلاسیک و غیر هایاز گروه تقارنیدر واقع، 

غیرخطی با مشتقات جزئی به دستگاه معادلات کسری غیرخطی معمولی استفاده می شود. 
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 مقدمه -1

مطرح شد. این تبدیلات نقش  91 در اوایل قرن 1روه لی برای اولین بار توسط ریاضی دان نروژی سوفوس لیتبدیلات گ

گردد، در باز می 1596 محاسبات کسری، که قدمت آن به. [1-4] مهمی در تحلیل انواع مختلف معادلات دیفرانسیل دارند

های برجسته و چشمگیر توجه ت کسری به دلیل ویژگیمحاسبا ۀهای اخیر پیشرفت چشمگیری داشته است. نظریدهه

های مختلف و گاهاً غیر عادی فیزیکی و فرآیندهای پیچیده دانشمندان را به خود جلب کرده است تا از آن طریق بتوانند پدیده

-7] ه استبرخوردار نبودها تر توصیف کنند، زیرا محاسبات کلاسیک از توانایی کافی برای توصیف این پدیدهمهندسی را دقیقدر علوم 

 عادی در دنیای واقعی را از طریق معادلاتهای غیرتلف محاسبات کسری، پدیدههای مخدر واقع با استفاده از نظریه .[9]و  [6

 .اندسازی کردهدیفرانسیل انتگرالی یا کسری مدل

رخی اند. اخیراً بانواع کلاسیک تبدیل شدهتر از های دقیقمدل ۀدر حقیقت، اپراتورهای کسری به ابزاری قدرتمند برای توسع

 .[10-16] شودسازی رویدادهای پیچیده استفاده میکسری پیشنهاد شده است و برای مدلاز تعاریف جدید در مورد اپراتورهای 

های دقیق از معادلات دیفرانسیل کسری کار دشوار یا گاهی غیرممکن است. بسیاری از به طور کلی، دستیابی به جواب

کسری سر و کار دارند  تحلیلی که با معادلاتهای قابل اعتماد عددی یا نیمهوشدانشمندان در مورد ساخت و گسترش ر

 .اندتحقیق کرده

 :گیریمکسری زیر را در نظر می HGF ۀدر این کار، معادل
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( , , , , ) ( , , , , ) .
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 , , , ,     ها و به ترتیبنهایت کوچکای از بیمجموعه, , ,, ,t t t     و, , ,, ,j x j x j x   برای 1,2,...  j  های بسط

کند اگر و تنها اگر شرط ناوردایی را تولید می (2) ۀتقارن معادل( 4) هستند. میدان برداری jو نهایت کوچک از مرتبهبی

 :نهایت کوچک زیر برقرار باشدتبدیلات بی
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که در آن   2 2 2 1 1 1, , ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎m n r m n r و  3 3 3, ,m n r  به ترتیب نمایانگر مرتبه صحیح معادلات اول، دوم و سوم دستگاه

, هستند و اپراتور پرولانگیشن کسری تعمیم یافته( 2)  معادلات دیفرانسیل کسری , ( )m nPr V    به شرح زیر تعریف شده

 ]4[ است

(5) 
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j,هایکوچک نهایتبیصحیح  ۀمرتببسط  x،,j x و,j x شوندصریحاً به شرح زیر بیان می: 
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‎ که در آن xD راپراتور مشتق کامل وابسته به متغیx است. 

(8) ... ... ...x x xx x xx x xx
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D u u v v w w
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 :شودنهایت کوچک است که به شکل زیر تعریف میاپراتور بی ام-بسط مرتبه ۀنشان دهند t, بنابراین

 

, 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ).( )t
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tD  بت بهمشتق کسری کامل نس ۀنشان دهندt ۀاز مرتب   است. با استفاده از قانون لایب نیتز و قاعده زنجیری بسط

 :]5-7[ به روشنی به شرح زیر نشان داده می شود t, نهایت کوچکام بی-  مرتبه
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 که در آن 
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 :نند به شرح زیر باشندتواصریحاً می t,و t,طور مشابه،ه ب
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نتیجه ( 10) و (9) خطی هستند از معادلات  wو u،vهنسبت به متغیرهای وابست و  ،که که زمانیبا توجه به این
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   :یدآدست میه به صورت زیر ب( 1) شرط ناوردایی برای دستگاه معادلات اصلی  (11) ۀاز رابط
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( ) 0, 1,2,...

0, 0, 2 0, 2 0,

2 0, 2 0, 2 0, 2

n n

v w

n n

n n

u w

n n

n n

u v

n n

n

t

x u v w u v w tt ut tt tt vt tt

tt wt tt xx ux xx vx xx

n
t t

n
t t

n
t t

D n

 

 

 



            

        

 
  

 

 
  

 

 
  

 

 

            

        0, 2 0,wx x t   

 

 

 :نهایت کوچک را به صورت زیر داریمبنابراین مولدهای بی

1 2 3 4

5

, , , ,

2 (3 2 ) (3 2 ) (3 2 ) ,

V u V v V w V
u v w x

V x at u u v v w w
x t u v w

   

   
   

   

    
       

    
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 نهایت کوچکلات تشابه مربوط به مولد بیو تبدی 3به عنوان مثال، متغیر تشابه
4V

x





مرتبط با  ۀتوان با حل معادله مشخصرا می 

 آن یعنی

1 0 0 0 0

dx dt du dv dw
    

 به صورت   ‎ ‎u x t f t،    ,v x t g t و    ‎ ‎w x t h t ی ناوردا دستگاه معادلات هادست آورد که این جوابه ب

 :کنندرا به دستگاه معادلات دیفرانسیل کسری معمولی زیر تبدیل می HGF کسری با مشتقات جزئی

 

 

 

1

1

3 4 1 4

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 0,

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 0,

  ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

t

t

t

D f t f t f t a g t

D g t g t f t a g t

D h t a h t h t a f t h t a a g t h t







   

   





   






 

 اگر در دستگاه بالا فرض کنیم که   1f t a g t  3 و 0a  توان به کمک گاه فوق را میهای دقیق دستباشد، یکی از جواب

 تبدیلات لاپلاس کسری به صورت زیر محاسبه کرد

1

1 1 ,

1

1 ,

1

2

( ) ( ),

( ) ( ),

( ) ,

f t a k t E t

g t k t E t

h t k t

 

 

 

 









 





 

و   ههای دلخواثابت 2k و 1‎k  که در آن
, ( )E   است. 4تابع میتاگ لفلر ۀشان دهندن 

1 نهایت کوچکبیهمچنین برای مولد  2‎ ‎ ‎   ‎ ‎‎ ‎ ‎‎ ‎‎ ‎‎V V V V V    مرتبط  ۀتوان با حل معادله مشخصتبدیلات تشابه را می

 :دست آورده با آن ب

.
1 0

dx dt du dv dw

u v w
    

)دهد بالا نتیجه می ۀرابط , ) ( ), ( , ) ( )x xv x t e g t u x t e f t   و( , ) ( )xw x t e h tکه . با فرض این

   1f t a g t   3و 0a شودبه دستگاه معادله کسری معمولی زیر تبدیل می( 1) ۀ، معادل 

 

( ) 2 ( ) 0,

( ) 2 ( ) 0,

  ( ) ( ) 0.

t

t

t

D f t f t

D g t g t

D h t dh t







  




 


  

 

                                                           
3 similarity variable 
4 Mittag-Leffler 
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 شوندهای دقیق دستگاه فوق با استفاده از تبدیلات لاپلاس کسری به صورت زیر حاصل میجواب

1

1 1 ,

1

1 ,

1

2 ,

( ) (2 ),

( ) (2 ),

( ) ( ),

f t a k t E t

g t k t E t

h t k t E dt

 

 

 

 

 

 







 





 

به شکل زیر   HGF های دقیق دستگاه معادلات دیفرانسیل کسریهای دلخواه هستند. در نتیجه جوابثابت 2‎k و 1‎k  که در آن

 باشندمی

1

1 1 ,

1

1 ,

1

2 ,

( , ) (2 ),

( , ) (2 ),

( , ) ( ).

x

x

x

u x t a k e t E t

v x t k e t E t

w x t k e t E dt

 

 

 

 

 

 







  



 

 

 :داریم 5V نهایت کوچکبرای مولد بی

,
2 3 2 3 2 3 2

dx dt du dv dw

x at u u v v w w   
   

  
 

 باشندهای ناوردا به صورت زیر میبالا جواب ۀه رابطبا توجه ب

(12) 

3 1

4 2

3 1

4 2 2

3 1

4 2

( , ) ( ) ,

( , ) ( ) , ( )

( , ) ( ) .

u x t F t

v x t G t xt

w x t H t










 























 



  

1u کهو با فرض این (12) با استفاده از تبدیل 1-1 ۀقضی a v  3 و 0a به دستگاه معادلات کسری معمولی  ( 1) اصلی ۀ، معادل

 کندزیر کاهش پیدا می

(13) 

3
,

4 2
2

3
,

4 2
2

3
,

4 2
2

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0.

F F

G G

H dH
















 

 

 

 

 

 

 
  

 


 

  
 


 

  
 
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 که در آن

, 1 ,

0

, 1 ,

0

, 1 ,

0

1
: ( ),

[ ] 1,1
: ( ),

, 

1
: ( ),

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

n n

j

n n

j

n n

j

d
F j F

d

d
G j G n

d

d
H j H

d

    

 

    

 

    

 

  
 

 
  

  

  
 

  



  



  



   

  
     



   

 

 و

1

1 ( )

,

1

1

1 ( )

,

1

1

1 ( )

,

1

1
( 1) , 0

: ( )

( ), 0

1
( 1) , 0

: ( )

( ), 0

1
( 1) , 0

: ( )

( ), 0

( )
( )

( )
( )

( )
( )

s s F s ds
F

F

s s G s ds
G

G

s s H s ds
H

H

   
 



   
 



   
 



 


 

 


 

 


 



  



  



  


 

 





 

 





 

 










 

)برای  6کوبر-اپراتور انتگرال کسری اردلی ۀنشان دهند )F  ،( )G  و ( )H  است. 

)فرض کنیم برهان:  1, )n n   وn توان به صورت زیر نوشترا می( 12) ۀلیوویل رابط-شد، مشتق کسری ریمانبا 

(14) 
3 1

1 4 2 2

0

1
( ) ( )

( )

tn
n

n

u
t s s F xs ds

t t n

 


 

 
 

  
  

    
  

 رض کنیمف
t

z
s

 بنابراین ، 
2

t
ds

z


 .را به صورت زیر خواهیم داشت (14) ۀلذا معادل 

1
34 2

1 4 2 2 2

1

1 3 3
,

4 2 4 2
2

( 1) ( )
( )

( ) .

n
n

n
n

n

n
n n

n

t
D u z z F xt z dz

t n

u
t F

t t


  

 

 










  
  

 

   

 
   

   
  

   
   

     


 

                                                           
5 Erdélyi–Kober 
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2xt علاوه، با فرضه ب





 0) و, )  داریم: 

( ) ( )
( ) .

2

d d
t t

t t d d

     
  

 

 
  

 
 

 بنابراین

1 3 3 1 3 31
, ,

4 2 4 2 4 2 4 2
2 21

3 3 31
,

4 2 4 2
21

3 3

14 2 4
0 2

( ) ( )

1
( )

4 2 2

3
? ?

4 2 2

[ ] [ ( )]
n n

n n n n

n n

n
n n

n

n

j

t F t F
t t t

d
t n F

t d

d
t j

d

   
 

 

 




 



 

 
 



 





       




   



 




     
   

     

   
      
      

 
      

 

3
,

2

3 3
,

4 2 4 2
2

( )

( ).

n

F

t F



 








 

   

 
 
 

 
  

 

 

 در نتیجه

3 3
,

4 2 4 2
2 ( ).

u
t F

t

 







    

  
  

 

 به روش مشابهی داریم

3 3
,

4 2 4 2
2

3 3
,

4 2 4 2
2

( ),

( ).

v
t G

t

w
t H

t

 






 










   

   

 
  

  

 
  

  

 

 .شودو اثبات کامل می

 (:11) های سری توانی برای دستگاهجواب

 .مکنیاه معادلات بررسی میهای دقیق و تحلیلی را از طریق روش سری توانی و محاسبات نمادین برای این دستگجواب

 :گیریمروابط زیر را در نظر می

(16) 
0 0 0

( ) , ( ) , ( ) ,i i i

i i i

i i i

F a G b H c     
  

  

      
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 ها داریمبا توجه به این سری

(15) 

 

1 2

0 0

1 2

0 0

1 2

0 0

,

0

,

0

( ) , ( ) ( 1) ,

( ) , ( ) ( 1) ,

( ) , ( ) ( 1) ,

( 1)

( ) ,

( 1 )

(

( )

( )

( )

i i

i i

i i

i i

i i

i i

i i

i i

i i

i

i

i

i

i

F ia F i i a

G ib G i i b

H ic H i i c

i

F a
i

i

G b

 



 



   

   

   




 

 







 
 

 

 
 

 

 
 

 









   

   

   

  

   

  



 

 

 





,

0

1)

,

( 1 )

( 1)

( ) .

( 1 )

( )

i

i

i

i

i

i

H c
i

 





 





 

 






   

  



   
 

 

 :داریم( 13)  ۀدر معادل ( 15) و ( 16)با جایگذاری روابط 

(17) 

2

0 0

2

0 0

2

0 0

1
( )

4 2 2 ( 1) 0,
5 1

( )
4 2 2

1
( )

4 2 2 ( 1) 0,
5 1

( )
4 2 2

1
( )

4 2 2 ( 1) 0,
5 1

( )
4 2 2

i i

i i

i i

i i

i i

i i

i i

i i

i i

i

a i i a
i

i

b i i b
i

i

c d i i c
i

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 


 

 


 

 


 

   
  

   

   
  

   

   
  

   

 

 

 
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‎ لذا روابط زیر را برای ضرایب ia ،‎ ib  و  ‎ ic خواهیم داشت: 

2

2

2

1
( )

4 2 2 ,
5 1

( 1)( 2) ( )
4 2 2

1
( )

4 2 2 ,
5 1

( 1)( 2) ( )
4 2 2

1
( )

4 2 2 ,
5 1

( 1)( 2) ( )
4 2 2

i

i

i

i

i

i

i
a

a
i

i i

i
b

b
i

i i

i
c

c
i

i i d

 

 

 

 

 

 







   


     

   


     

   


     

 

)و به ازای 0,1)i  ضرایب ‎ ia ،‎ ib  و ‎ ic های دلخواه و حقیقی هستندثابت. 

 کلاسیک غیر هایتقارنی 1-1-1

ا داشتند، پیشنهاد روشی گرم ۀهای متقارن روی معادلبرای اولین بار بلومن و کول در مطالعاتی که در زمینه کاهش دهنده

 .]15[ند به نام غیر کلاسیک را داد

متغیر مستقل pام با- nۀرتب PDEاین روش برای ۀاساس اید 1,..., px x x و یک متغیر وابسته u u x  به کار

 .رفته است

(18) ( ) ( )( , , ( ),..., ) 0,l nx u u x u     

) که در آن )lu تمام مشتقات جزئی مرتبهl ازu  دهد. در ادامهشان میرا نPDE  با شرط رویه ناوردای زیر  (18) ۀرابط

 :تکمیل شده است

(19) 
1

( , ) ( , ) 0,
p

i

i i

u
x u x u

x
 




   


  

 که مربوط به میدان برداری

(20) 
1

( , ) ( , ) ,
p

i

i i

V x u x u
x u

 


 
 

 
  

 .باشدمی
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 فرض کنیم زیر منیفلد ما به ( ) : 0S u x    یا به عبارتیS باشد. در روش  (18) ای دستگاههمجموعه جواب

Sۀمجموعیک شرط مورد نیاز این است که زیرکلاسیک غیر  شودکه به صورت زیر تعریف می 

(21)  , ( ) : 0, 0 ,S u x       

به دست آمده در روش غیرکلاسیک  ۀناوردا باشند. تعداد معادلات مشخص (20) نهایت کوچکتحت تبدیلات با مولدهای بی

ی لذا برای بررس. تر استها در حالت کلی برای روش کلاسیک گستردهکمتر از روش کلاسیک است، در نتیجه مجموعه جواب

3ی دستگاه مورد نظر، علاوه بروضعیت غیرکلاسیک گروه ل 3 31 1 1 2 2 2( , , , )( , , , ) ( , , , )( ) ( ) ( ) 0
m n rm n r m n rPr V Pr V Pr V

    ،

  :باید شرایط رویه ناوردا را نیز داشته باشیم که به شرح زیر است

1

2

3

( , , , ) ( , , , ) 0,

( , , , ) ( , , , ) 0,

( , , , ) ( , , , ) 0.

x t

x t

x t

x t u v u x t u v u

x t u v v x t u v v

x t u v w x t u v w

  

  

  

    

    

    

 

0که از کلیت مسئله کاسته شود فرض کنیمبدون این  1 و  . ،ه شرایط رویه ناوردا را می توان به شرح زیر ببنابراین

 دست آورد:

, , ,x x xu v w     

 لذا داریم

,

,

,

xx x u v w

xx x u v w

xx x u v w

u

v

w

   

   

   

   

   

   

 

0 نتایج (1) ۀبا جایگذاری روابط بالا در رابط  ،0  0 و   نهایت کوچک متقارند. بنابراین بیشوحاصل می 

6V
x





 .بررسی شده است4‎V را خواهیم داشت. این میدان برداری در حالت کلاسیک 

0 برای حالت بعدی زمانی که  1و  0کنیمباشد، فرض میu v w      لذا شرایط رویه ناوردا به صورت زیر

 خواهند بود:

,   ,x t x t x tu u v v w w           

 آوریمدست میه متقارن زیر را ب نهایت کوچکبرای این حالت بی

7 .V c
x t

 
 
 

 

 با توجه به این میدان برداری مرتبه زیر قابل کاهش است:

 ( , ) ( ), ( , ) ( ), ( , ) ( )  , u x t f v x t g w x t h t cx        
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 :کندبه دستگاه زیر کاهش پیدا می (1) بنابراین دستگاه معادلات

 

(22) 

 

 

 

2

1

2

1

2

3 4 1 4

( )
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 0,

( )
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 0,

( )
( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

f
c f f f a g

g
c g g f a g

h
dc h a h h a f h a a g h














   




   




      




    







    






      

  

 

)1 کهجواب دقیق این دستگاه با فرض این ) ( )f a g    0 3 وa  و با استفاده از تبدیلات لاپلاس کسری به صورت

 باشدزیر می

2 2 2 2 2 21 1
2,2 1 1 1 2

2 3 2 2

1 2 2, 2

2 2 2 2 2 21
2,2 1 1 2

2 3 2 2

2 2, 2

2 21
2,2 1

( ) ( ) (1 ( ))
(1 )

( ),

( ) ( ) (1 ( ))
(1 )

( ),

( ) (
(1 )

a k
f E c a k E c

a c k E c

g E c E c

c E c

h E d

  

  

 

 

  

  

 

 

 

 

   


 


    



  


  



  

  

 

 

  

  

 

 

 

 

  
 




  
 





 

2 2

1 2

3 2

2 2, 2

) (1 ( ))

( ).

E d

d E d





 

 

 

  





 

 

 



 

 

 

 های دلخواهی هستند.ثابت 1و 1k،1که در آن

 ریگینتیجه -1

بررسی شدند.  HGF کلاسیک و کلاسیک گروه لی در دستگاه معادلات کسریحاضر، تجزیه و تحلیل تقارن غیر ۀدر مقال

را به یک دستگاه  HGF ۀدست آمده معادله های ناوردای بکسری وابسته به زمان حاکم از طریق جواب PDE دستگاه

 .ق آن را محاسبه کردیمهای دقیکاهش داده و جواب  ODE معادلات کسری
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