
 

Subdistance-preserving Maps Between Subgroups of  
Positive Continuous Functions 

Bagher Jafarzadeh 1  

 

Article Info ABSTRACT 
Article type: 
Research Article 
 
 
Article history:  
Received: 16 February 2021 
Received in revised form: 

11 September 2021    
Accepted: 

26   September 2021 
Published online: 
3 December 2023 

 
 
 
Keywords:  
Subdistances, 
Subgroups of functions, 
Choquet boundaries, 
Metricoid groups, 
Weighted composition 
 Operators, 
Mazur-Ulam theorem, 
Banach-Stone theorem. 
 
 

Introduction 
In the class of normed spaces, the study of isometries reveals some 
geometric properties of the spaces. The classical results in this topic begin 
with two theorems of Mazur-Ulam and Banach-Stone. By the Mazur-
Ulam theorem, any surjective isometry between two real normed spaces 
preserves the midpoints, and consequently, it is real-linear up to a 
translation. The Banach-Stone theorem states that if ,  are compact 
Hausdorff spaces and : →  is a surjective linear isometry, then 
there are a homeomorphism ψ: →  and a function ∈  with 
modulus 1 such that ψ  for all ∈  and ∈ . 
Both theorems have several extensions for various normed spaces (of 
functions). Motivated by the Mazur-Ulam theorem, Hatori et al. 
introduced the notion of metricoid spaces and then they investigated some 
Mazur-Ulam type theorems for certain metricoid spaces, rather than 
normed spaces. 
For a compact Hausdorff space , let  and  be the Banach 
algebras of all complex-valued, respectively, real-valued continuous 
functions on  with the uniform norm ‖∙‖ . We denote by  the 
subset ∈ : 0 for all ∈  of . For a subset  of 

, we set exp : ∈ . The Choquet boundary of a subspace 
 of , denoted by Ch , is the set of all ∈  such that the 

evaluation functional : ⟶ , defined by , is an extreme 
point of the unit ball of ∗. For a unital algebra , we use the notation A  
for the group of invertible elements of . Following the work of Hatori et 

al., for , ∈ , we set Δ , 1  and 

max , max 1 , 1 , 

, 1 1 , 

, 1 1 . 

For 1,2, let  be a compact Hausdorff space,  be a subgroup of 
, and ∈ Δ, max, , . A map : ⟶  is said to be a -

isometry if for any , ∈ , we have , , . Surjective -
isometries between various groups of functions have been intensively 
studied by many authors such as O. Hatori, K. Kobayashi, T. Miura, E. 
Takahasi, A. Jimenez-Vargas, M. Villegas-Vallecillos and T. Nogawa. 
These groups include the groups of invertible elements of uniform 
algebras and their exponential components, strictly positive continuous 
functions and the exponential components of the algebras of Lipschitz 
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functions. In most cases, such maps have representations as generalized 
weighted composition operators. 
In this paper, we assume that ∈ Δ, max, ,  and study surjective -
isometries : exp ⟶ exp , where for 1,2,  is a uniformly 
closed, point separating subalgebra of  containing constants, for 
some compact Hausdorff space . Introducing some positive functions of 
two variables similar to Δ, max, ,  which are associated to 0 
(instead of 1) and nonzero integers , , we also investigate surjections 
preserving such positive functions of two variables. 
 
Main Results 
Throughout this paper, for 1,2,  is a compact Hausdorff space and 

 is a uniformly closed subalgebra of  which contains the 
constants and separates the points of , and  : exp ⟶ exp  is a 
surjective map. 

Theorem 1. Let ∈ max, , . If  is a -isometry, then there exist a 
continuous function :Ch ⟶ 1,1  and a homeomorphism 
φ:Ch ⟶ Ch  such that 

1 	 	 ∈ exp , ∈ Ch . 

Corollary 2.  is a max-isometry if and only if there exist a continuous 
function  on Ch  with values in 1,1  and a homeomorphism 
φ:Ch ⟶ Ch  such that 

1 	 	 ∈ exp , ∈ Ch . 

Theorem 3. If  is a Δ-isometry, then there exists a homeomorphism 
φ:Ch ⟶ Ch  such that 1  for all ∈
exp  and ∈ Ch . 

Now extending the notations of max, , , Δ, we introduce the following 
notations. Let ,  be nonzero integers and 0. For a compact 
Hausdorff space  and each , ∈ , we set 

max , max ‖ ‖ , α‖ α ‖ , 
+ , ‖ ‖ ‖ ‖ , 

× , ‖ ‖ ‖ ‖ , 
Δ , ‖ ‖ . 

In next two theorems, ,  are nonzero integers and 0. 

Theorem 4. Let ∈ max, + , × . If  is a -isometry, then 
there exist a continuous function :Ch ⟶ 1,1  and a 
homeomorphism :Ch ⟶ Ch  such that 

1 	 	 ∈ exp , ∈ Ch . 

Theorem 5. If  is a Δ -isometry, then there exists a homeomorphism 
:Ch ⟶ Ch  such that 1  for all ∈

exp  and ∈ Ch . 
 

How to cite: Jafarzadeh, Bagher. (1402). Subdistance-preserving Maps Between Subgroups of Positive Continuous 
Functions, Mathematical Researches, 9 (2), 93 – 106. 
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  هاي توابع پيوستة مثبتزيرگروههاي حافظ زيرفاصله بين نگاشت

  
  1 باقر جعفرزاده

 
  

  چكيده  اطلاعات مقاله
  مقاله پژوهشينوع مقاله: 

  
  
 28/11/1399 :افتيدر خيتار

  20/6/1400: بازنگري خيتار
  4/7/1400: رشيپذ خيتار
  12/9/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
  ها،زيرفاصله
  هاي توابع، زيرگروه

  مرزهاي شوكه، 
، وارههاي متريكگروه

دار، عملگرهاي تركيبي وزن
  اولام،-قضية مازور
  استون.-قضية باناخ

از  زيرجبري به طور يكنواخت بسته و  فشرده هاسدورف فضاي يك  كنيم  فرض ،1,2براي 
هاي پوشاي كند. در اين مقاله، نگاشترا جدا مي هاي هاي ثابت را در بر دارد و نقطهباشد كه تابع 

:	exp → exp كنند.هاي مشخصي را حفظ ميكنيم كه زيرفاصلهرا توصيف مي  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .106- 93)، 2( 9، هاي رياضيپژوهش هاي توابع پيوستة مثبت،ن زيرگروههاي حافظ زيرفاصله بينگاشت). 1402(باقر ، جعفرزاده : استناد
                

  
  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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  نيازهاو پيش مقدمه
 

سازد. نتايج كلاسيك در هاي هندسي فضاها را آشكار ميها برخي از ويژگيدار، مطالعة طولپاييدر ردة فضاهاي نرم   
دار نرم يقيحق يبردار يفضادو  و  گردند. فرض كنيم استون آغاز مي-اولام و باناخ-اين زمينه با دو قضية مازور

:ند. نگاشت باش , ازاي هرهرگاه بهامند نمي ييطولپارا يك  → ∈ ،‖ ‖ ‖ ‖ .
:به نگاشت  , ازاي هرهرگاه بهشود گفته مي يقيحق-يخط، يقيحق يبردار يفضاها نيب → و هر  ∋

:اگر كند كه اولام بيان مي-. قضية مازور ،∋  نيپوشا ب ييطولپا →
0كه  يادار باشد به گونهنرم يقيحق يبردار يفضاها  يفضا يبرا است. يقيحق-يخط ييطولپا كي ، آنگاه 0

قضية  است. كنواختيبا نرم   يرو مقدار-مختلط ةوستيتوابع پ باناخ همةجبر  منظور از ، ة هاسدورف فشرد
:دو فضاي هاسدورف فشرده باشند و  و  كند كه اگر استون بيان مي-باناخ يك طولپايي خطي  →

:ريختي پوشا باشد، آنگاه همسان   كه ايموجودند به گونه 1با قدر مطلق  ∋و تابع  →

						 ∈ , ∈ . 

] منابع 2] و [1هاي [دار گوناگون از توابع دارند. در اين زمينه، كتابهاي مختلفي براي فضاهاي نرمهر دو قضيه توسيع   
اولام معرفي كردند -را با الهام از قضية مازور 2وارهو ديگران مفهوم فضاهاي متريك 1]، هاتوري4بسيار خوبي هستند. در [
 ،بخش نيا ةدر ادام دار به دست آوردند.واره به جاي فضاهاي نرمبراي فضاهاي متريك اولام را-و سپس نوعي قضية مازور
  .ميپردازيم ]٤[منبع از  ازيمورد ن جينتا انيو ب هواركيمتر يفضاها يبه ارائه مقدمات لازم برا

:مجموعه و  كي  ميفرض كندهيم. نشان مي هاي حقيقي نامنفي را با مجموعة همة عدد    → 
,براي باشد كه  ينگاشت ,، داشته باشيم ∋ :نگاشت  .اگر و تنها اگر  0 ‐ كي  →
,براي هراگر  شوديمناميده  ييطولپا ∈، , يم 3رفاصلهيز كيرا  . به علاوه، نگاشت ,

,هر  يبرا هرگاه مينام , عدد، ∋  بر  ييدوسو ييطولپا‐هر  يازابهكه طوريموجود باشد به ∋
, ي، نابرابربا    هاروكيمتر يفضا كي , ييبه دوتادر اين حالت،  برقرار باشد. ,
  . مييگويم

,هر  يبراباشد، آنگاه  يمتر يفضا كي , . در واقع، اگراست هاروكيمتر يفضا كي يمتر يهر فضا    ∈  

,خواهيم داشت  ،با   بر  ييدوسو ييطولپا‐ و هر , ,

, , 2   واره است.كيمتر يفضا كي , ؛ يعني,

:يي طولپا‐در اين صورت، . ∋باشد و  هاروكيمتر يفضا كي , ميفرض كن    از  4انعكاس كي →
هر  يبرا كهطوريموجود باشد به 1ثابت  و باشد، ينگاشت همان  ، اگر شوديم دهينام در  

                                                            
1. Hatori 
2. Metricoid spaces 
1. Subdistance 
2. Reflection 
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∈ ،,  ي. فضاميدهينشان م ,را با  در  از  يهاانعكاس ةهم ةمجموع .,
   باشد. يناته , ،∋ هر يد هرگاه برانامن 1يرا انعكاس , ةاروكيمتر

, براي ، داردر فضاي نرم     يفضا در يانيم ةمفهوم نقطشود. گفته مي و   2نقطة مياني  به، ∋
, ي. براشودميبه اين صورت تعريف  ,ة اروكيمتر   ميكنيم في، تعر∋

∘
2

∈ : ∋ وجود داشته باشد كه  , . 

هر  ، براي دارنرم يفضادر  ]،2,1، تذكر 4[ طبق است. يانقطهتك اي يته يامجموعه ∘، ]4از [ 3,1بنا بر نتيجة 
, ∈  ،∘ .  

: كه نگاشت ميكنيم يادآوريدار باشند. نرم ييفضاها و   ميفرض كن     شودناميده مي 3نيآف →
,هر  يازاهرگاه به 1 ،∋و  ∋ بيان  ]٤[از  4,1. لم 1

:پيوستة  نگاشتكند كه مي   در شرط دارنرم يفضاهابين  →

∘
2

∘
2

	 	 , ∈  

  .باشد نيآف اگر و تنها اگر  كنديصدق م

 , ةاروكيمتر يرا از فضا نگاشت  .ميكنيم انيرا ب هاروكيمتر يفضاها نيب بودن نگاشت  نيحال مفهوم آف   
,هر  يبرا اگر نامنديم نيآف , ةاروكيمتر يبه فضا ∈، ∘  ةاروكيمتر يفضا. ∘
,هر  يازاهرگاه به شوديم ناميده 4يانعكاس اًيقو , ∘ مي، داشته باش∋ ] بيان 4از [ 3,1. تذكر ∅
   است. يانعكاس باشد، آنگاه  يانعكاس اًيقو ر كند كه اگمي

هرگاه  شوديمناميده  5هاروكيگروه متر كي , در اين صورت،باشد.  هاروكيمتر يفضا كي , ميفرض كن   
,هر  يازابهطوري كه اولاً به داشته باشد يگروه يساختار  , ∈ ،, و  ،,
 داشته باشيم ،∋هر  يازاكه بهاي گونهباشد به داشته وجود 1، ثابت ∋هر  يبرا ثانياً

,   است. يانعكاس , ةاروكيهر گروه متر ]،4,1، تذكر 4[بنا بر  .,

,هر  يازاصورت، به نيباشد. در ا هاروكيگروه متر كي , ميفرض كن      ميدهي، قرار م∋

, ∈ : ρ , 

 ةاروكيگروه متر .شودمي في، تعر∋، ρبه صورت  واست  در  از  يانعكاس ρكه در آن 
,هر  يازاهرگاه به گويند 6يفوق انعكاسرا  , , مي، داشته باش∋ ملاحظه  ف،يبا توجه به تعر .∅

                                                            
3. Reflective 
4. Midpoint 
5. Affine 
1. Strongly reflective 
2. Metricoid group 
3. Super reflective 
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, ميكنيم ⊆ ∘

,و لذا هنگامي كه  2 ∘داريم  ،∅  ةاروكياگر گروه متر ني. بنابرا,
  است. يانعكاس اًيقو ,باشد، آنگاه  يفوق انعكاس ,

 كنواختيبا نرم   برمقدار -حقيقي ةتوابع پيوست تمامباناخ  جبر ، فرض كنيم ة فشرد هاسدورف فضايبراي    
∋ة زيرمجموع. باشد ‖∙‖ : 0	 ها، ∈ نمايش   را با از  براي همة	

,، براي ]4[ گيريم. طبقبهره مي Aپذير گروه اعضاي واروننمايش براي  Aاز نماد  Aدار براي جبر يكدهيم. مي ∈

Δدهيم قرار مي  , 1   و 

max , max 1 , 1 , 

, 1 1 , 

, 1 1 ∙ 

:نگاشت ه باشند. اروكيمتردو فضاي  ,و  , ميفرض كن    , كي → يي طولپا‐
,براي هر  هرگاه شوديم ناميده ∈، , -,هر ]، 4از [ 3,2بنا به قضية . ,
 ]،4,2، قضية 4[طبق  است. نيآف ,و  , يفوق انعكاس ةاروكيمتر يهاگروه نيب ييدوسو ييطولپا
∋ براي , ازاي هربه علاوه، به ؛فوق انعكاسي است ةواريك گروه متريك , دوتايي ،, ∈

	 داريم،  از   ةبراي هر زيرجبر بست داد كهنشان  توانبا برهاني مشابه برهان اين قضيه، مي. 	
∋ برايكند، و را جدا مي كه شامل توابع تابت است و نقاط   , ،exp يك گروه متريك ,

, ازاي هرفوق انعكاسي است و به ةوار 	 ، داريم∋ 	.  

∋داشته باشيم  باشد و زيرگروهي از  يك فضاي هاسدورف فشرده و  ، فرض كنيم 1,2 براي   

Δ, max, , .Δ-هاي پذير جبرهاي يكنواخت و بين مؤلفههاي اعضاي واروني پوشا بين گروههاييطولپا
ساده (با شعاع طيفي به جايي نيمبراي جبرهاي باناخ جابهتوصيف شده اند. همين مسئله  ]6[همبندي نمايي آنها در 

مطالعه شده است. از  ]5[و  ]6[شيتز (به جاي جبر يكنواخت) به ترتيب در ) و براي جبر توابع ليپكنواختيجاي نرم 
مثبت تعيين  اكيداً ةهاي توابع پيوستبين گروههاي پوشا را ييطولپا-Δ ةفرم هم ]4[هاتوري و ديگران در طرف ديگر، 

 اند. هايي مطالعه نمودهها را بين چنين گروهييطولپا-ها و ييطولپا-ها، ييطولپا-maxاند. آنها همچنين كرده

. نشان داده اندتوصيف شده ]7[يي جبرهاي يكنواخت در همبندي نما هايهاي پوشا بين مؤلفهييطولپا-max اخيراً   
اي باز و بسته از مرز شوكه و دار روي زيرمجموعهبه صورت يك عملگر تركيبي وزن ايييشده است كه چنين طولپا

 دار روي ساير نقاط مرز شوكه است.مزدوج يك عملگر تركيبي وزن

∋كنيم كه رض ميدر اين مقاله، ف    Δ, max, 	exp:هاي پوشاي ييطولپا-و  , → exp	  را
است كه  اي از زيرجبر بسته اي هاسدورف فشرده و يك فض ، 1,2كنيم، كه در آن براي بررسي مي
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ها با نمادهاي زيرفاصلهمثبتي مشابه  ةدو متغير گيرد. با معرفي توابعكند و توابع ثابت را در بر ميرا جدا مي نقاط 
Δ, max, هستند، نگاشت و  يح ناصفر و عددهاي صح) 1(به جاي  0 اسكالري مانند كه مرتبط با ,

  .شوندكنند، بررسي ميحفظ مي مثبتي را ةهاي پوشايي كه چنين توابع دو متغير

	exp دهيم، قرار مي از ة براي زيرمجموع    : كه با  از   ايزيرفض ةمرز شوك .∋
:مقداري هايي است كه تابعك ∋ ةهم ةشود، مجموعنمايش داده مي Chنماد  ة با ضابط →

 باشد. مي ∗ اكستريم گوي يكه ةنقط 

 A پارامتري دريك گروه تك، A داربراي جبر يككنيم. ] بيان مي5,4,6، تعريف 8را طبق [ 1پارامتريگروه تكتعريف    
هاي گروه داري باشد، اصطلاحجبر نرم A است. اگر Aبه گروه ضربي   از گروه جمعي  ريختي گروهي ماننديك هم

، اگر A داردر جبر نرم  پارامتريشني دارند. براي گروه تكدار معني روپارامتري كرانپارامتري پيوسته و گروه تكتك
lim حد → 1   نامند.مي  موجود باشد، آنگاه آن حد را مولد /

 نتايج اصلي
به طوري كه  ∋باشد و  اي در دنباله و  فشرده هاسدورف فضاييك  فرض كنيم . 1لم 

	 , 1. در اين صورت، 0 1و  0 0.  

همگرا نباشد. پس با گذر از زيردنباله، يك  0به طور يكنواخت به  1در ابتدا، فرض كنيم كه دنبالة برهان. 

1 اي انتخاب را به گونه ∋، ∋. براي هر 1، ∋ازاي هر وجود دارد كه به 0

1كنيم كه مي . بنابراين 1دهد كه . يك بررسي ساده نشان مي1
  ،∋ازاي هر به

1 1
1

 

  كه يك تناقض است.

1توانيم نشان دهيم به طور مشابه، مي    0.  

  بسته از كنواختيبه طور  يرجبريز هاسدورف فشرده و  يك فضاي ، فرض كنيم 1,2براي  .2قضية 
δ مينك فرض. كنديرا جدا م  شامل توابع ثابت باشد كه نقاط ∈ δmax, δ , δ  و: exp ⟶ exp 

Ch: ةوستيتابع پ . در اين صورت،پوشا باشد ييطولپا- يك → Ch: يختيرو همسان 1,1 ⟶

Ch كه ياموجودند به گونه  

1 φ 	 	 ∈ exp , ∈ Ch . 

                                                            
1. One-parameter group 
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. در اين صورت، دهيم هاي اين قضيه، قرار ميبراي اثبات قضيه، به چند لم نياز داريم. با فرض برقراري فرض   
: exp ⟶ exp 1است كه  پوشا ييطولپا- يك δكنيم كه . ملاحظه مي1 , اگر و تنها  0

  است. كيبهكي  نيبنابرا. اگر 

 است. يضرب . 3لم 

δهرگاه  است يضرب ]، 3از [ 3,4ة يبنا بر قض برهان. δmax.  

δ ميفرض كن نكيا    ∈ δ , δ از آنجايي كه .exp , δ يازااست كه به يفوق انعكاس ةواركيگروه متر كي 
نقاط مياني را حفظ  شود كه ] نتيجه مي4از [ 3,2ة يقضاز  ،∘ ميدار expاز  و  هر دو عضو 

,هر  يازابهكند. لذا مي ∈ exp،  

∘
2

∘
2

    . 

∋هر  يبرا ويژهبه expداشت مي، خواه  

.1   1 , 

  يهايبرابر جه،ي. در نتيعني 

     

,هر  يبرا ∈ exp است يضربدر اين حالت هم   پس .باشنديبرقرار م.  

  است. يختيرهمسان كي كنواختي هايحاصل از نرم ينسبت به توپولوژ  .4لم 

∋به  كنواختينرم در  باشد كه expدر  يادنباله  ميفرض كن .برهان exp .پس  همگرا است
	δ , ∋ ميفرض كن. ابتدا 0 max, .2ي است كه در گزارة برهاناين حالت دقيقاً مانند  برهان 

  ] آمده است. در واقع، داريم7از [

	 1 1

	δ , 	δ , 0. 

δ ميفرض كنحال  δچون .  

	δ , 	δ , 1 1 0, 
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1شود كه نتيجه مي 1 1، داريم 1. لذا بنا بر لم 0 0 .

  بنابراين

	 1 0. 

 هايويژگي كه  يياست. از آنجا وستهيپ كنواختي هايحاصل از نرم ينسبت به توپولوژ  ها،در نتيجه، در همة حالت
  .باشديم وستهيپ زينگاشت ن نيدارد، ا با  يكساني

هر  يبرا. ∋اكنون فرض كنيم است.  يگروه يختيركيو  يختيرهمسان كي ، بالا يهااز لم يريگبا بهره   
, از گروه ريختي گروهي يك هم ⟼؛ پس .، داريم ∋

exp به گروه ضربي  جمعي از طرفي، است.  در  يپارامترتك گروه كياست، يعني اين نگاشت  ⊇
است،  زيرا تركيب ضرب اسكالر و تابع نمايي روي ، است كنواختيبا نرم  به    از يك تابع پيوسته ⟼

است. حال  در  ينرم ةوستيپ يپارامترتك گروه كي ⟼نگاشت  بنابرايناي هستند. كه هر دو توابع پيوسته
:ω، نگاشت در  هر عضو  يبرا ⟶ exp  دانيم كه تركيب مي. ميكنيم فيتعر ⟼را به صورت

 گروه كي ⟼كه نگاشت  يياز آنجاپيوسته است. ابع يك ت پيوستهريختي و تركيب دو تابع ريختي يك همدو هم
به گروه ضربي   از گروه جمعيپيوسته ابع تو يك ريختي گروهي يك هم(يعني  در  ينرم ةوستيپ يپارامترتك

exp  expاز  )كنواختينرم (نسبت به  يختيرهمسانو  يگروه يختيركي كي ) و كنواختيبا نرم  ⊇
  از گروه جمعيپيوسته ابع تو يك ريختي گروهي يك هم(كه تركيب اين دو نگاشت است)  ω، است expروي به

expبه گروه ضربي  . باشديم در  ينرم ةوستيپ يپارامترتك گروه كي ، يعنياست كنواختيبا نرم  ⊇
  .، ∋ازاي هر به يعنيخواهد بود،  ∋مانند  يمولد يرادا ω، ]8از [ 6,4,6گزارة پس بنا بر 

:] آمده است، نگاشت 7از [ 1قضية  برهانگونه كه در اكنون همان     برايكه كنيم مي فيتعررا طوري  ⟶
  .كنديم صدق بالاتساوي در باشد كه  ∋ يكتاي عضو ، ∋هر 

  است. ييطولپا كي S .5لم 

:نگاشت  يك پس دارد، با  يكساني هايويژگي كه  يياز آنجا .برهان كه  يوجود دارد به طور ⟶
  .باشديپوشا م S يعني،  ،∋هر  ي. لذا برا، ∋و  ∋هر  يازابه

, ميكنميفرض  ،است ييطولپا كي S ميدهنشان براي اينكه       داريم، كه  ي. در حالت∋

1
δ ,

1
1 1

1 1 →
‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ . 

  از طرف ديگر،

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
4-

29
 ]

 

                             9 / 14

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3172-en.html


  
  

  1402دوم ، ، شماره نهم دوره ،هاي رياضيپژوهش  

  

 

102
1
δ ,

1
δ ,

1
δ ,

1
1 1

1 1  

→كه زماني كه  ‖، عبارت آخر به 0 ‖ ‖ ‖ ‖ كند. ميل مي ‖
‖بنابراين  ‖ ‖ ‖و در نتيجه،  ‖ ‖ ‖ ‖.  

∋ها، يعني وقتي كه ساير حالت    max,شوند.، به روش مشابه ثابت مي  

: ميفرض كن .2قضية  برهان است پوشا  اي باشد كه در بالا معرفي شده است. از آنجايي كه طولپايي ⟶
0 و  10,3,2 ةيقض( 1نگرينوو ةيقضپس بنا بر  است. يقيحق-يخط  شود كهنتيجه مي اولام-مازور ةيقض از، 0

Ch: ةوستيپ تابع])، 1از [ ⟶ Ch: يختيرو همسان 1,1 ⟶ Ch ند به هست موجود
  كه ياگونه

	 	 ∈ , ∈ Ch . 

∋ مياكنون فرض كن exp  و∈ Ch .كه  را چنان يافت ∋توان در اين صورت، مي .
  داشت مي، خواه چون

φ , 

  .1 جه،يدر نت و

 بسته از كنواختيبه طور  يرجبريز هاسدورف فشرده و  يك فضاي ، فرض كنيم 1,2براي  .6نتيجة 
C X مينك فرض. كنديرا جدا م  شامل توابع ثابت باشد كه نقاط : exp ⟶ exp  پوشا باشدنگاشتي .

Ch: ةوستيتابع پ اگر و تنها اگريي است طولپا-maxيك   در اين صورت، →  يختيرو همسان 1,1
:Ch ⟶ Ch كه ياند به گونهباش موجود  

1 φ 	 	 ∈ exp , ∈ Ch . 

  شود.نتيجه مي 2قسمت تنها اگر از قضية  .برهان

Ch:فرض كنيم حال     → Ch:و  وستهيپ يتابع 1,1 ⟶ Ch  باشد  يختيرهمسانيك
  كه طوريبه 

1 φ 	 	 ∈ exp , ∈ Ch . 

                                                            
1. Novinger's theorem 
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, ميفرض كنيي است. طولپا-maxيك  دهيم نشان مي ∈ exp. از آنجايي كه Ch يمرز برا كي  
,1است و  1 ∋ تواني، م∋ Ch كرد كه ارياخت يرا طور 

max 1 , 1 max 1 	, 1 . 

∋ نكهي. با توجه به اφ ميدهيقرار م   داشت مي، خواه1,1

δmax , max 1 , 1 max 1 	, 1

max
φ

φ
1 	,

φ

φ
1

max
1 φ

1 φ
1 	,

1 φ

1 φ
1

max 1 	, 1

max 1 , 1 max , . 

  يي است.طولپا-maxيك   طرف ديگر را نيز نتيجه بگيريم. لذا توانيم نابرابريبه كمك بحثي مشابه، مي

 بسته از كنواختيبه طور  يرجبريز هاسدورف فشرده و  يك فضاي ، فرض كنيم 1,2براي  .7قضية 
:اگر . كنديرا جدا م  شامل توابع ثابت باشد كه نقاط  exp ⟶ exp  يكΔ-پوشا يي طولپا

Ch: يختيرهمسان، آنگاه باشد ⟶ Ch كه يابه گونهشود يافت مي  

1 φ 	 	 ∈ exp , ∈ Ch . 

  ] است.4از [ 2,3نتيجة  برهاناين قضيه مشابه  برهان .برهان

Ch: ةوستيتابع پ، 2يي است. لذا بنا بر قضية طولپا-maxيك  به روشني     →  يختيرو همسان 1,1
:Ch ⟶ Ch كهطوري ند به دار وجود  

1 φ 	 	 ∈ exp , ∈ Ch . 

∋هر  يازابه كنيمملاحظه مي Ch ،2 1 هر  يازا. پس به جه،يو در نت 2
∈ Chداشت مي، خواه  

1
2

1
1
2

1
1
2

1 Δ 1, 2 Δ 1,2
1
2
. 

∋چون  ∋ازاي هر گيريم كه به، نتيجه مي1,1 Ch ،1.  
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اعداد صحيح  و  فرض كنيم كنيم. ، نمادهاي زير را معرفي ميΔو  δ ،δ ،δmaxاكنون با گسترش نمادهاي    

,هر  و دة هاسدورف فشر يفضا. براي 0ناصفري باشند و    دهيمقرار مي ∋

max , max ‖ ‖ , α‖ α ‖ , 

, ‖ ‖ ‖ ‖ , 

, ‖ ‖ ‖ ‖ , 

Δ , ‖ ‖ . 

 بسته از كنواختيبه طور  يرجبريز هاسدورف فشرده و  يك فضاي ، فرض كنيم 1,2براي  .8قضية 
. 0اعداد صحيح ناصفري باشند و  و  فرض كنيم . كنديرا جدا م  شامل توابع ثابت باشد كه نقاط 

∋ مينك فرض max, :و  , exp ⟶ exp كه باشد ييپوشا نگاشت  

, , , 	 	 , ∈ exp . 
Ch: ةوستيتابع پ در اين صورت، → Ch: يختيرو همسان 1,1 ⟶ Ch باشندمي موجود 

  كه يابه گونه

1 φ 	 	 ∈ exp , ∈ Ch . 

, ميفرض كن .برهان ∈ expبنا بر فرضصورت،  ني. در ا ،≔ / ∈ exp پس .
β ميدهي. قرار م1 α β است،مثبت  يهاشامل ثابت از  يضرب يرگروهيز exp. چون / ∈

exp.  

  مي، داركه  يدر حالت   

‖ ‖ ‖ ‖
‖ ‖ ‖ ‖
‖ ‖ ‖ ‖
‖ 1‖ ‖ 1‖ 0. 

‖پس يا  ‖ ‖يا  0 ‖ كند كه ايجاب مي 0
β βلذا .  

1 1

β β 1 1

‖ ‖ α‖ β α ‖
‖ β ‖ ‖ ‖
‖ α ‖ ‖ ‖

α‖ 1‖ ‖ 1‖ 1 1 . 
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1بنابراين  1 1 توان اين برابري . به سادگي مي1

  به دست آورد. هاي ديگر را براي حالت

:اكنون نگاشت     exp ⟶ exp  طبق فرض، ميكنيم فيتعر /را به صورت . 
∋هر  يازااست. به فيتعرخوش expيك ، يي، بنا بر پوشا ∈ exp كه  يوجود دارد به طور
بنا  پوشا است. حال  دهدكه نشان مي /صورت،  ني. در ا/

∋ براي بر بحث بالا، max, :نگاشت ، , exp ⟶ exp بنا بر  لذا. است پوشا ييطولپا- يك
Ch: ةوستيپ، تابع 2 ةيقض → Ch: يختيرو همسان 1,1 ⟶ Ch كه ياموجودند به گونه  

1 φ 	 	 ∈ exp , ∈ Ch . 

هر  يازاكه به كنديم جابيا  فيتعر ∈ exp و   ∈ Ch ، 

1 φ , 

1 جه،يدر نت و φ.  

  بسته از كنواختيبه طور  يرجبريز هاسدورف فشرده و  يك فضاي ، فرض كنيم 1,2براي  .9قضية 
 . اگر0اعداد صحيح ناصفري باشند و  و  فرض كنيم . كنديرا جدا م  شامل توابع ثابت باشد كه نقاط

: exp ⟶ exp كه در شرط باشد ييپوشا نگاشت  

Δ , Δ , , 	 	 , ∈ exp , 
Ch: يختيرهمسانآنگاه يك  صدق كند، ⟶ Ch كه طوريبه  دارد وجود  

1 φ 	 	 ∈ exp , ∈ Ch . 

  ] است.7[ ةقضي برهاناين قضيه مشابه  برهان ،]8[ گيري از قضيةبهره با .برهان
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