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Introduction 
Integro-Differential-Algebraic Equations arise in many cases in real world 
applications, in particular those related to the memory kernel identification 
problem in heat conduction, viscoelasticity, etc.  The main focus of this paper 
is to present a numerical method based on the iterative regularization 
algorithms. Owing to the ill-posed behavior of these equations, we are looking 
for iterative type methods including the regularization schemes in order to 
fixed the difficulties which may arise in their numerical solvability. Of 
particular interest would be on the Landweber iteration which is developed 
for its efficiency and fast performance to solve linear inverse equations as well 
as many ill-posed problems. Typically, the discretized form of these problems 
leads to a large, sparse and ill-conditioned linear system of equations. As the 
regularity of the solution is closely related to regularity of kernels, degree of 
smoothness and properties of the integral operator, we assume throughout the 
paper that all the functions are satisfied in the regular conditions. 

The proposed method 
In this paper, a hybrid algorithm is developed in terms of the Landweber type 
iterative regularization and the Galerkin procedure.  The problems have been 
first discretized by a Galerkin type method with piecewise constant functions 
as basis functions. We then start from a suitable initial value and 
experimentally choose the regularization parameter. The proposed method 
terminates when the maximum number of iterations is reached or a stopping 
rule is satisfied. The strategy will be accomplished rather fast which leads to 
efficient and fast numerical algorithm. 
 
Experimental results and discussion 
The validity and accuracy of the proposed algorithm are demonstrated through 
some illustrative examples. To clarify our results, we consider some test 
problems from the previously work and report the numerical results for 
different values of the number of nodes and iteration number.  We also 
reported the CPU time for each kernel evaluation.  
It should be noted that, the iterative methods based on Landweber algorithm 
typically can cause a semi-convergence phenomenon, which means the error 
initially decreases while after some iterations begin to increase. This behavior 
depends on different factors such as level of the noise, the relaxation 
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parameter and the starting point.  Under these crucial issues, the iterative 
algorithms may lead to fast or slow semi-convergence which indicates the key 
role of verification the semi-convergence.  Our experimental results show that 
the regularization parameter is important either in postponing the semi-
convergence or decreasing the divergence. If it is chosen too large, it gives an 
over-smoothed solution which may lacks the desired solution, otherwise it 
yields a solution that is unnecessarily, and possibly severely contaminated by 
propagated error. 

Conclusion 
Here, the numerical solution of semi-explicit Integro-differential algebraic 
equations, using a hybrid algorithm based on iterative regularization method 
is presented. The efficiency and accuracy of the algorithm are experimentally 
discussed. The main advantages of the proposed method are the low 
computational complexity and its convenient numerical implementation. The 
intrinsic property of the method is stipulated by its ability to efficiently control 
the number of iterations by varying the regularization parameter and 
subdivisions. 
 
 

How to cite: Farahani M. S., Hadizadeh, M., (2023). A Hybrid Algorithm based on Iterative Regularization Methods 
for semi-explicit Integro-Differential-Algebraic Equations, Mathematical Researches, 9 (2), 43 - 62.  
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   هاي كليدي:واژه
  ؛ضعومسايل بد

  زي؛سا منظمي شهارو
  ؛برولنداري تكرروش 

اري ناپايدو  ضعيوبدت شد
  دي؛عد
نسيل ايفرد-النتگرت الادمعا

 .جبري

اب تقريب جواي بر برولنداري تكرو روش گالركين زي گسسته سااز يتم تركيبي حاصل رلگواين مقاله يك در ا
-النتگرا تلادمعا از ايرده به هيژو توجه .دميگير ارقر دهستفاا ردمو و معرفي يجبر نسيلايفرد-النتگرت الادمعا

ك مشتررت به صوا لترع اول ولي نوانتگرو انسيلي ايفري، دجبر دقيو آن در كه ستا صريح نيمه يجبر نسيلايفرد
نها دي آعدزي سادهسهولت پياو يي اهمگر سرعتل كنتره يژوبه اري تكري هاب روشمطلوت خصوصيا .د داردجوو

رد موت لادمعاه يژو بهرگ و بزس مقياس در حل مسايل معكواي ها براز روشسته دين است كه ه اموجب شد
ي هاده از روش فاست، اصلياضعي مساله وبد دي و عدي گيرمشتقاري ليل ناپايددبه  .نظر قابل توجه باشند

 نياميز به ضعيوبد تشد وهعلا به. ستا نظر ردمو ينجاا در النتگرا يا نسيلايفرد يعملگرها تاثير ونبد م مستقي
 منظم عنو از تركيبي روش معرفي ضمن .ستا ناپذير بجتناا يمرا زيسا منظم يها روش از دهستفاا كه ستا

 چند از دهستفاا با آن محاسباتي ييرآكا و ديپيشنها يتمرلگوا يابيارز به آن يياهمگر تحليل و اريتكر زيسا
  .يمدازپر مي ديعد لمثا

  
  
  
  
  

 معادلات براي تكراري سازي منظم هاي روش بر مبتني تركيبي الگوريتم يك ). معرفي1402د؛ (محمودي، يز زاده ديها ي؛مهد، هانيافر : سقرجوقيستنادا
  .62 – 43)، 2( 9، هاي رياضيپژوهشصريح.  نيمه جبري ديفرانسيل-انتگرال

                    
  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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  مقدمه .1

  ديفرانسيل جبري زير را در نظر بگيريد:-انتگرالدستگاه معادله 

)1.1        (
0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , , ( )) ( ) : [0, ]

(0) ,

t

A t x t B t x t K t s x s ds g t t I T

x x


     


 

  

 

 يها ماتريس t(B( و A)t( م،معلو و پيوسته داريبر بعاتو dR → I : g و dR → dR × I × I : K آن در كه
  و دهبو دمنفر ماتريس يك ماًالزا A يكهرطو به ،ستا لمجهو داريبر تابع x و ) d ≤ ٢ ايبر( d × d ممعلو

0. = A(t) det I, ∈ ∀t  

ر فتارتحليل م و جسااسي خاصيت كشساني رمانند بردي برركاي يندهاآفراز ياضي برخي زي رسال مدت در لادمعارده از ين ا 
 برخي توسط تلادمعا عنو ينا ديعد تحليل خيرا يها لسا در ].25 ،24[ شوند مي ظاهر شيميايي يهاركتورا يناميكيد

  .ستا دهبو نظر ردمو نمحققا

 ،11 ،10[ در يلراو ضمني روش و گامي چند خطي يها روش از اي رده و  ]8[ در كوتا‐نگهرو ضمني پيوسته روش جمله از
‐النتگرا تلادمعا ديعد حل اًخيرا همچنين .ندا گرفته ارقر مطالعه ردمو يجبر نسيلايفرد‐النتگرا تلادمعا حل ايبر     ]12

 ترتيب به ناپيوسته و پيوسته اي تكه يها اي جمله چند يمبنا بر محلي هم روش از دهستفاا با صريح نيمه  يجبر نسيلايفرد
  .ستا گرفتهار قر سيربر ردمو ]16[ و ]7[ در

 صريح نيمه يجبر نسيلايفرد‐النتگرا تلادمعا  1,1

 :دشو مي نبيا يرز رتصو به )1.1( با متناظر يجبر نسيلايفرد-النتگرا تلادمعا خطي صريح نيمه شكل

)1,2   (
11 12 1 11 12

2 21 22

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ),

                       0                       ( ) ( )( ) ( )( ),

(0) ,

(0) ,

y t B t y t B t z t f t y t z t

f t y t z t

y y

z z

     
   



 

 

 
 

11   آن در كه 1211 12
1 2

21 22

1 0
( ) ,  ( ) ,  , ( , ) , 

0 0 0

   

0
TB B

A t B t K g f f
    

       
     

 

 
 همچنين و 

( , )Tx y z ليانتگرا عملگر كه ريطو به ستا نظر ردمو لمجهو تابع شود:تعريف مي چنين  
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0
( )( ) : ( , ) ( ) ,         , 1,2.

t

ij ijx t k t s x s ds i j  

 و دهبوقات پيوسته مشتداراي  كافي ازهندا به j i,( ijk = ١, ٢( و ١f , ٢f بعاتو كه كنيم مي ضفر وهعلا به
 .باشدار برقر  ٢f)٠( = ٠ طشر همچنين

 ايبر نديسا ممفهو ،)1.2( صريح نيمه لهدمعا هستگاد ديعد و ينظر تحليل و تجزيه در يكليد و مهم مفاهيم از يكي
 تلادمعا ايبر نديسا تحليل همانند مختلف يها ديكررو با ممفهو ينا .ستا يجبر نسيلايفرد-النتگرا تلادمعا هستگاد
 ،| )٢٢kdet),t t((| <0طشر با )1.2( صريح نيمه هستگاد نمونه انعنو به .باشد نظر ردمو نداتومي يجبر نسيلايفرد

 تلادمعا هستگاد يك به يگير مشتق ربا يك با ايرز د،شو مي هناميد نديس يكا با يجبر نسيلايفرد-النتگرا هستگاد يك
  .شد هداخو تبديل الترو عنو از معمولي نسيلايفرد-النتگرا

 و زنيا ردمو يفرتعا برخي به مهادا در كه ستا هشد حمطر ]7 ،6[ در تلادمعا از رده ينا ابجو يكتايي و دجوو يطاشر
  .ختداپر هيمخوامرتبط  يقضايا

 ههرگا د،شو مي هناميد يك پذير لكنتر نديسا داراي )1.2( يجبر نسيلايفرد-النتگرا صريح نيمه هستگاد .1.1 تعريف
  :اول عنوال نتگرا لهدمعا

22( )( ) ( ), ,w t f t t I   

  باشد. I(C ( دريكتا اب جوداراي  f )٠( = ٠ و  ١C ∈ f)I ( ايبر

 گرا ،ستا رگاساز )1.2( صريح نيمه هستگاد ايبر ٠x = )٠y, ٠z(T ليهاو يردمقا مجموعه .1.2 تعريف

                                                       21 0 22 0 2(0,0) (0,0) (0).k y k z f     

 ٢f و ١f بعاتو ايبر يرز يطاشر و I(nC ( به متعلق n ≤ ٠ ايبر ٢١B و ١١B بعاتو كه كنيد ضفر ]6[ .1.3 قضيه
  :باشدار برقر ijk هسته و

)1( )D(nC ∈ l١k ١, ٢ ايبر = l آن در كه } T ≤ t ≤ s ≤ ٠ : )s t,({ := D. 

.| det(k٢٢(t, t))| ≥ k > و٠ l = براي   ١,٢ k٢l ∈ Cn+١(D)  (2) 

.fو  ٠= (٠)٢  f ٢∈ Cn+١(I)  ،f ١∈ Cn(I)  (3) 

 داراي )1.2( يجبر نسيلايفرد-النتگرا لهدمعا هستگاد ،y}٠, ٠z{ ليهاو يردمقا از رگازسا مجموعه هر ايبر هنگاآ
 .x)٠( = )٠y, ٠z(T و nC ∈ y+١)I(nC ∈ z ,)I( يكهربطو ،باشد مي I روي x = ),T)z y ييكتا ابجو
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 به انتو مي يگير مشتق از دهستفاا با ي،جبر نسيلايفرد-النتگرا تلادمعا هستگاد حل ايبر گرچها كه ستا كرذ نشايا
 ردينجا موا دي درعد يمشتق گير اريناپايد ظلحا به ديكرروين ا ليكن ،سيدر الترو النتگرت الادمعا ازمنظمي  هستگاد

 يعملگرها از دهستفاا ونبد يعني مستقيم ديعد يها يتمرلگوا ئهارا لنباد به ين مقالها رو در ينازا .باشد نمي نظر
  .هستيم تلادمعا از رده ينا ايبر زيمنظم سا اريتكر يها روش بر مبتني و النتگرا و نسيلايفرد

 ضعوبد مسائل رده در نيز تلادمعا از ستهد يناول، ا عنو النتگرا تلادضعي معاوبد ماهيت به توجه كه با ستا بديهي
 ليكن نيست هولمدفر تلادمعا ضعيوبد تشد به الترو ليانتگرا تلادمعا ضعيوبد چه گرا د،جووين ا با .گيرند ميار قر
اب يك جوآوردن بدست اي برست كه ار اناپايدي به حدد ظاهر مي شوه ستگادر دكه  لياو عنو ايلترو لهدمعا ،عمل در

 اريتكر يندهارو سيربر به بعد بخش در .ستا ناپذير بجتناا يمرا زيمنظم ساي ند هاده از روستفاابه ز نيال، قابل قبو
  .ختداپر هيمي خواعملگر تلادمعا از رده ينا روي بر نهاآ يگيرركا به و زيسا منظم

 

 زيسا منظم اريتكر يشهارو و ضعيوبد 1,2

 ارتكر كه قسمي به هستند اريتكر يها روش يمبنا بر يعملگر تلادمعا حل ايبر هشد ئهارا زيسا منظم يها روش غلبا
 پيش از قتد به بهااجو كه قتيو تا اريتكر ندرو و هشد وعشر تمجهولا از ليهاو تخمين يك بامعمول  ربه طو نهاآ در ليهاو

 مي ضعوبد خطي لهدمعا ايبر ارپايد ابجو معرفي به ابتدا بخش ينا در .يابد مي مه، اداشوند اهمگر اي هشد تعيين
 .يمدازپر

 را b = Au كه ريطو به b ليهاو داده دنبو ممعلو ضفر به ،A عملگر تحت u ابجو تعيين ياضير مساله كلي حالت در
 Y خطي يفضا عناصر روي به دخو يها يژگيو به توجه با را X خطي يفضا عناصر كه ستا يعملگر A .بگيريد نظر در

 گرا صخصو به ،ستا بستهوا A عملگر يها يژگيو به كلي حالت در مساله ينا ابجو يكتايي و دجوو .كند مي تصوير
ش مساله خورت ين صوو در ا b1−A = u  :از تسترباع مساله پيوسته ابجو هنگاآ ،باشد پوشا و يك به يك A عملگر

حاليكه ، دريكتاستاب جوداراي مساله  bهر اي تضمين مي كند كه بردن خاصيت يك به يك بو  .دهد بواضع خوو
 هنگاآ ،باشد پيوسته A سگر معكوانهايت در  .تضمين مي كند را Y خطي يفضا از عضو هر ايبر u ابجو دجوو ،پوشايي

  .دبوهد اخو ضعوبد مساله رتصو ينا غير در و ستا بستهوا ليهاو يها داده به پيوسته رطو به مساله ابجو

 مي )ليهاو يها داده به مساله ابجو پيوسته بستگيوا معد( اريپايد معد دي،برركا مسائل حل در صليا مشكل عموماً
 به ستا دموجو δb يافته لختلاا ارمقد عمل در و دهنبو سسترد در قيقد رطو به b ليهاو داده اردمو غلبدرا ايرز ،باشد
  :كه ريطو

∥bδ − b∥ < δ. 
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 محاسباتي يخطاها ساير يا ليهاو يها داده يگير ازهندا نظير بجتناا غيرقابل يخطاها حالت ينا در كه ستا بديهي
 حل ايبر صخا رطو به عموضو ينا ينجاا در كه كند معني بي "كاملا را حاصل ابجو كه يابد يشافزري ابه قد ننداتو مي
 ختهداپر اريتكر زسا منظم يتمرلگوا يك از دهستفاا با آن تحليل و سيربر به و گرفتهار توجه قررد مو )1.2(ه ستگاد

  .دميشو

 ريطو به ستا زيسا گسسته از دهستفاا ،X خطي يفضا در b = Au ضعوبد مساله حل ايبر رفمتعا يهاديكررو از يكي
 رتعبا به .دشو مساله ضعيو شخو به منجر كه كنيم ودمحد ترتيبي به X ⊂ nX لبعدا متناهي يفضا در را A عملگر كه
 .دشو تبديل متناهي لمجهو داربر با متناظر تقريبي مساله يك به نامتناهي لمجهو داربر با ضعوبد مساله يك يگرد
 زيسا گسسته يها روش ”زيسا منظم-دخو” يژگيو انعنو به مساله ساختن منظم ايبر زيسا گسسته هيدا از دهستفاا

 لقبو قابل ابجو به نسيدر ايبر زيسا منظم-دخو ينا ياآ كه ستا آن نميا ينا در مهم مطلب .دشو مي شناخته
 ابجو به نسيدر ايبر يعني ،نيست كافي زيسا منظم ينا كه گفت بايد كلي حالت در ؟ستا كافي ضعوبد مساله يك
زي سا منظم يها روش از يكي زيسا دهپيا به زنيا هستند اههمر خطا با نهاآ در ها داده كه مسائلي ايبر مناسب ديعد
  .يمدار

 روش زيسا دهپيا ايبر ،گيرند ارقر دهستفاا ردمو زيسا منظم يها روش كه مانيز حتي كه كنيد توجه .1.4 ملاحظه
 توجه نيز مساله ابجو در زيسا گسسته عنو ينا تاثير به ستا زملا الذ .شتدا هيماخو مساله زيگسسته سا به زنيا ديعد
 ]1[بيشتر  تجزييااي بر .دشو مي ديا ”زيسا با گسسته اههمر زيمنظم سا”ان عنو با زيسا منظم گونه ينا از كه دشو
  .ببينيد را

 
  يجبر نسيلايفرد-النتگرا تلادمعا روي زيسا دهپيا و برولند اريتكر روش. 2

ي هاروش برخي ور ضع به مرومسائل بدي در رده نسيل جبرايفرد-النتگرت الادگرفتن معاار ين بخش با توجه به قرر اد
روش به ز نياس، مسائل معكوي هادبرركاش گسترن و مازبا گذشت  .يمدازنها مي پردي آعدي بهااتقريب جواي برد موجو

كلاسيك زي منظم ساي هاا روش بتدا الذو شد س حسااين گونه مسائل بيشتر ار احل پايداي تركيبي برو جديد ي ها
ده ستفارد اضع مووحل مسائل بداي بر ]31[و  ]30[، ]29[ ]28[اري تكرزي منظم ساي هاروش سپس و  ]27[، ]26[
رد لحاقي موامحاسبه عملگر س ساابر ف تيخونوروش كلاسيك مانند زي منظم ساي هاري از روش بسيا  .گرفتندار قر

از هايي ي از روش يگراع دنواليكن  .حفظ نمي كنندرا ليه اوله دصلي معار اها ساختااز روش سته دين ا الذده و توجه بو
گر ا .حفظ مي كنندرا له دمعااي لترر وند كه ساختاد دارجوونيز ا لترع ونوزي از منظم ساي هاروش به م وسومع، ين نوا

يط ابه تعيين شروط مشراب يا تعيين جوو نديس پايين اها به مسائل با از روش سته دين اي ابرد موجوي چه نتايج نظر
ده توجه بورد موي جنبه نظراز يت ها تنها ودين محداه شت كدالي بايد توجه د، ومي شوود محد Aعملگر روي بر ص خا
  .نمي باشندا جراضع قابل ومختلف مسائل بدي هاروي رده كلي ر ها به طوروش ين امعني نيست كه آن ين به و ا
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ي شهادر روماتريس مربوطه ر ساختاز و منظم ساي مترهارامناسب پاانتخاب ست كه معمولاً اين ايگر دنكته قابل توجه 
گر ه، ايدگادين ابا  .ستار اتاثيرگذل قابل قبواب ئه جوار و اراتكرت فعااد دكاهش تعدي در موثرر نظر به طورد مواري تكر

ي لي جبرانتگرت الادمعاه ستگادحل اي نها بردي آعدزي ساده پيااري و تكري هاروش چنين ر ست ساختااچه ممكن 
ين در ا .مي باشدز متر منظم ساراپاب نتخاه انحوو توقف ط ين شرصلي چگونگي تعياليكن مساله ، به نظر نرسده پيچيد

زي گسسته سااز حاصل ت لادمعاه ستگادي دحل عداي ند براست كه مي تواشهايي از روبر يكي ولنداري تكرن، روش ميا
  .ختداهيم پراخوي آن يژگي هاروش و وين اسي ربرور و مه به مردر اداكه ر رود به كاس مسائل معكو

  
 برولند اريتكر روش    2.1

از يكي ان به عنووزه مر، امعرفي شد 1951ل سار در لين بااي اوبركه برولنداري يتم تكررلگوايي ابتدرده ا
ض فر .دشناخته مي شورگ بزس مقياي هاه ستگاو دضع وحل مسائل بداي مهم براري تكري هاروش 
 :دمي شوح ير مطررت زبر به صوويتم لندرلگوايا اري تكر، روش باشد b = Au  حل مسالهف كنيد هد

 
 .0u ليهاو ارمقد بنتخاا  )1(

 تخفيف مترراپا γ آن در كه ،kAu − b( M TγA + ku = 1+ku( اريتكر ندرو از دهستفاا با ku+1 محاسبه )2(
 .سترن امتقا مثبت معينماتريس  يك M و

  .توقف يطاشر تحقق تا اريتكر ندرو مهادا )3(
 

حل مساله تعيين نقطه اي نها برد آبرربه كاان نمونه مي توان به عنواري تكري هااز روش سته دين اهميت ص اخصودر 
 كه دهبو مموسو  (CFP) بمحد شدني مساله به ،مساله ينا .دنمو رهشاا بسته بمحد مجموعه اديتعد اكشتراي در ا

 ،13[  شتهدا دبرركا ارغيرهمو بمحد بعاتو زيسا مينيمم و لسيگنا دازشپر ،مانيدر پرتو و پزشكي داريبر تصوير در
 ينا حل ايبر .شوند مي منتهي ،نيستند كامل تبهر داراي كه رگبز دبعاا با ضعوبد يها هستگاد به عموماً و ]15 ،14
ه توصيه شدي موثرر نيز به طومبتني بر تصوير متعامد ي ها يتمرلگوا قبيل از اريتكر يها روش از دهستفاا ،مسائل از عنو
 .ستا

 ”يياشبه همگر”ه با پديدرد برخوه نحو، برولنداري تكري هاي روش گيرربه كام هنگادر مهم ت نكااز يكي  .2.1 نكته
 لختلاا انميز به توجه با اري،تكر ندرو مهادا با ماا ،يافته كاهش ابتدا در تقريبي ابجو محاسبهي خطادر آن ست كه ا

 به نسيدر و هپديد ينا فعر و لكنتر ايبر .اردگذ مي يشافزا به رو رهيكبا به ،مساله ضعيوبد تشد و ها داده در دموجو
 از برخي كه هشد ئهارا محققين توسط تخفيف يمترهاراتعيين پا و يتمرلگوا توقف ايبر هايي هيدا ،مناسب تقريبي ابجو
 .ستا همدآ ]33 ،32[ در نهاآ
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 يكي كه ستا نظر ردمو فريدمن - برولند اريتكر روش ،برولند روش مختلف يها گونه نميا از مقاله ينا در صخا رطو به
 به آن گشتيزبا بطهرا و دهبو I = M ازاي به ضعوبد مسائل زيسا ارپايد در اريتكر زيسا منظم كلاسيك يشهارو از

 :ستا يرز رتصو

uk+ ١= (I − γAT A)uk + γAT b, k = ١ ,٠, ... 

مي روش، يي اهمگرن از طميناض ابه فرا لذ، نيستس ستردر دقيق اب دقعي جووامسائل ل در معمور نجا كه به طواز آ
 منظم يها روش در كه ستا هشد داده ننشا .دنمو لكنتر قبل مرحله ارتكر نتايج به توجه با حلهمر هر در را خطاان ميزان تو
 تعويق به ،يياهمگر سرعت يشافزا موجب و شتهدا اي هيژو هميتامناسب   تخفيف ضريب از دهستفاا اريتكر زيسا
  ).ببينيد را ]21( [ دشو مي هاارتكر ت درنوسانا ييامير همچنين و يياهمگر شبه هپديد دنفتاا

  
 يتمرلگوا زيسا دهپيا 2,2

ل پيوسته به يك مدل تبديل مدو يك مساله دي عداب يافتن جول نبادغلب به ، اعمليي هادبرركادر ست كه ابديهي 
  منجر به يك ماتريس پايين مثلثيا، لترولي انتگري اعملگرهادي عدزي گسسته سال معمو ربه طو .هستيمگسسته 

گسسته از له حاصل دمعاه ستگادنكه آبا توجه به  .ستده اساو تنك  رساختاداراي كه د مي شو )يا شبه پايين مثلثي(
، مي باشدد ياز بسامدي داراي نسبت به خطاها يژگي هايي نظير حساسيت، داراي وضعويك مساله پيوسته بدزي سا
 با يفضا در مساله تبديل يك زي ويند گسسته سااگرچه فرا .ستا طيب متناظر يك ماتريس بدشراضر ماتريسا لذ
 معمولا حاصل ماتريس شرطي دعد ليو ،كند مي كمك زيسا منظم به وديحد تا متناهي مساله يك به نامتناهي بعد
روش هم به نوعي ز هنول، تقريبي قابل قبوي هااب ستيابي به جواي دبرارد كثر مودر اكه ري بطو، سترگ ابزدي عد

  .ستز انيازي منظم سا

  :نويسي مي كنيمزير باده زفشرم به فرو آن را نظر گرفته را در  )1.2(خطي نيمه صريح ه ستگان دكنوا

Tx = g,                                                   (1.2) 

 :دشو مي تعريف يرز رتصو به L ماتريس و مركب ماتريسي عملگر يك L + B(t) + A(t) = T آن در كه

11 12

21 22

.L
  

    

 

 
 

  :دشو مي تبديل يرز خطي لهدمعا هستگاد به زيسا گسسته از پس )2.1( لهدمعا

Axδ = gδ,                                                  (2.2) 
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 ابجو داربر δx و دهبو δ لختلاا انميز با g هشد مختل داربر و T عملگر با متناظر ماتريس ترتيب به δg و A آن در كه
   .ستا تقريبي

 بعد با يفضا در صليا مساله نمايش ايبر گالركين روش از دهستفاا با مستقيم و دهسا گسسته مفر يك بخش ينا در
 ينا ايبر .شوند مي داده نمايش اي پايه تابع N از خطي تركيب رتصو به مساله تمجهولا كه ستانظر  ردمو متناهي
يعني   δx ابجو داربر يها مولفه و نظر گرفته در را )2.1( دهفشر مفر رمنظو

1 2 1 2. ,, ,. ., , ,...,( ) ( )T T
N Ny y y y z z z z   صورت به  گالركين روش از دهستفاا با را

1 1

,
N N

j j j j
j j

y y z z  
 

    1تقريب مي زنيم كه در آن توابع پايه اي,..., N   توابع تكه اي ثابت در نظر

با  )2.2( گسستهي نسيل جبرايفرد-النتگرا لهدمعادي حل عداز  δx = )T)δz ,δy ابجودار نهايتاً بر .نده اگرفته شد
  د:شو مي حاصل يرزيتم رلگوا ده ازستفاا

 نيمه يجبر نسيلايفرد‐النتگرا لهدمعا ايبر اريتكر زيسا منظم يها روش بر مبتني تركيبي يتمرلگوا .2.2 يتمرلگوا
 ):2.1( صريح

  :هيمدمي ار قرده و كرب نتخااه الخور دبه طورا  τ < 0 و 0x يردمقا :ليهاوهي اردمقد .1م گا
  k. =: 0 و δ =ل ختلاان اميز 
k:ه ماند داربر تعيين .2 مگا kAx g   .  

k :توقف طشر .3 مگا
  | ||   .6برو به گام  |

 :برولند اريتكر لفرمو از دهستفاا با kx+1 محاسبه .4 مگا

xk+ 1= xk + γAT M (gδ − Axk), 

  .دميشوب نتخاا رنمتقا معين مثبت ماتريس يك M و تخفيف مترراپا انعنو به γ آن در كه
  .2و برو به گام   k := k + 1 : هندرشما يشافزا .5 مگا
 .لهدمعا تقريبي ابجو انعنو به kx = δx ارمقد نندداگرزبا و توقف طشر نشد آوردهبر با يتمرلگوا توقف .6 مگا

  

 به حدوا ماتريس دادن ارقر و 0x = 0 لمثا انبعنو ،مناسب ليهاو سحد يك از وعشر با ،يتمرلگوا ايجرا ايبر عمل در
  .دنمو بنتخاا ثابتي ارمقد تجربي رطو به را γ تخفيف مترراپا انتو مي ،Mماتريس  يجا
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  تخفيف مترراپا تعيين يتژاسترا    2.3

 ينا در .ستا بحث قابل و مهم اردمو جمله از اريتكر زيسا منظم يها روش در بهينه تخفيف مترراپا بنتخاا هنحو
 ارمقد ،پسين توقف طشر با ]35[ و ]34[ روزفمو تمايز هقاعد سساا بر ابتدا مناسب γ تخفيف مترراپا بنتخاا ايبر مقاله

  :كنيم مير ختياا يرز رتصو به مناسبي ليهاو

γ = sup{γ > ٠: ∥Auγ − bδ∥ ≤ τδ}, 

 ناسبم ليهاو سحد از وعرش با و }n}nu∞=1  بعاوت نبالهد از دهستفاا با b = Au لهدمعا بييتقر ابجو آن در كه

0u رتصو به  γu 1 و هشد توليد > τ ردمو قتد انميز به توقف طشر دادن ارقر با سپس .باشد مي ثابت دعد يك 
 .كنيم مي امقدا تجربي رتصو به تخفيف مترراپا دنبهينه كر به نسبت اريتكر ندرو ايجرا و نظر

 )A TAγ − I( هنگاآ ،شوند رختياا γ  ∋ )A TA∥2 ,0∥−2 1( و I  =  M  رگا ،صاخ التح در كه كنيد توجه
 بيشتر تجزئيا ايبر( .شد هداخو مشخص تخفيف مترراپا تعيين ايبر كافي طشر ترتيب ينا به و ستا نقباضيا عملگر كي
  ).ببينيد را ]21 ،20[

 :هدد مي ننشا )1.2( يجبر نسيلايفرد-النتگرا تلادمعا حل ايبر را هشد ئهارا اريتكر يتمرلگوا يياهمگر ،يرز قضيه

در  T ,0[ := I [منه روي داپيوسته مشتق پذير  كافيازه ندابع به اتوو با هسته را  A ارنداكرو عملگر خطي  .2.3قضيه 
نسيل ايفرد-النتگراله دمعاه ستگااي دبراب يكتايي جود و جوويط اكنيد شرض فر .نظر بگيريددر    )2.2(گسسته م فر

از  تقريبي حاصل ابجوه نگاآ .ستا هشدب نتخاا مناسبيه شيو تخفيف به مترراپا وهبه علاده و بوار برقر )1.2(ي جبر
 ∗xگر ايعني  .مي كندآورده بررا يي اهمگرط شر،  ٠xليه اوتقريب وع از با شر )2.2(يتم رلگوه در ائه شداري اراتكر ندرو
 :هاي از مرتبه به اندازه كافي بزرگ به بعد داريم kاي بر، صلي مساله باشداب اجو

∥xk − x∗∥ → ٠ 

1 بطهرا .تثباا ( )T
k k kx x A M g Ax    كنيم نويسي ميزبا يرز رتصو به را: 

1 ( ) .T T
k kx I A MA x A Mg       

داخل دايره واحد قرار گرفته و لذا  A فرض كنيد مقدار كران طوري باشد كه تمام مقادير ويژه ،A ارينداكر به باتوجه
 تقريب يك از وعشر با اب،يكتايي جو و دجوو يطاشر اريبرقر به توجه با همچنين .به يك محدود باشد  A شعاع طيفي

 :يمدار اريتكر ندرو ايبر 0x ليهاو
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2 1
0( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ),( )

k

T k T T T k T

x

I A MA x I I A MA I A MA I A MA A Mg     



        

 يا

2 1( ( )) ( ) ( ) ... ( )

( ) .

( )T T T T k

T k

I I A MA I I A MA I A MA I A MA

I I A MA

   



         

 
  

 ضريب ستا زملا ،0x از وعشر با يكتا ابجو به اريتكر ندرو يياهمگر ايبر ،نيست بستهوا 0x به لهدمعا ابجو كه نجاييآ از
x ،  يعني( )T kI A MA گرا ينابنابر .دشو اهمگر صفر به ∞ → k، هنگاآ:  

( ) 0T kI A MA   

  و در نتيجه:

0( ) 0T kI A MA x   

  همچنين از روابط قبل داريم:

2 1( ) ( ) ... ( ) ( ( ))T T T k TI I A MA I A MA I A MA I I A MA               

  و در نهايت پس از جايگزيني نتيجه مي شود:

1( ) ( )T T
kx A MA A Mg    

  كه شرط لازم و كافي براي همگرايي است.

به گونه اي انتخاب مي شود كه   Mاز طرف ديگر با توجه به انتخاب مناسب پارامتر تخفيف و اينكه در اينجا ماتريس 
)عملگر  )TI A MA از مرتبه به اندازه كافي بزرگ به جواب دستگاه معادله ميل مي كند، يعني  

∥xk − x∗∥ → ٠ 

 قابل انكر يك شتندا ،ضعوبد مساله يك ايبر تقريبي ابجو يك آوردن ستد به ايبر كه ستا كرذ نشايا .2.4 تذكر
  .ستا وريضر ∥δ < ∥b − δb رتصو به ها داده در دموجول ختلاا ايبر لكنتر

 وريفنا زهحو سريع پيشرفت ليلد به خيرا يسالها در ديبرركا مسائل مينهز در زيسا منظم اريتكر يها روش چه گرا
 ستا كرذ به زملا لحا ينا با ،ندا شتهدا مناسبي دعملكر اردمو از ريبسيا در و دهكر جلب دخو به را دييازتوجه  محاسباتي

به  .هستند مدتررآكا ربسيا، ستا زنيا ردموود محد قتدبا  و تقريبير طو به نهااب آجو كه مسائلي حل در ها روش ينا كه
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نه چندان بزرگ به واسطه  Nچنين روش هايي به دليل انتخاب  ،باشداه همر دياز لختلاابا  ها دادهكه  قتيو صخصو
  موازنه ساير شاخص ها جهت كنترل خطاي جواب،  معمولاً نتايج بهتري را به دست مي دهند.

 

 ديعد نتايج    3

 مساله چند روي ديعد نتايج سيربر و هشد ئهارا يتمرلگوا از حاصل تقريبي ابجو يخطا تخمين بخش ينا در ما فهد
 .گيريم مي نظر در مختلف افهدا با را يجبر نسيلايفرد-النتگرا لهدمعا نمونه سه ينجاا در .باشد مي اردستاندا اي نمونه

هدف كنترل سه عامل انتخاب پارامتر تخفيف، تعداد افرازها و تعداد دفعات تكرار روش و تاثير  اين شاخص ها بر دقت 
مولفه هاي جبري و عادي جواب مساله است. در اينجا پارامتر تخفيف بهينه را با هدف برقراري تعادل بين تمام شاخص 

7ورت هاي ذكر شده و بر اساس نتايج تجربي حاصله به ص

4
  .بدست نتايج متما در هر سه مثال انتخاب مي كنيم 

 .ندا هشد ارشگز و محاسبه Mathematica® 12 ارفزا منر تحت كدنويسياز  دهستفاا با همدآ

 

  م:گيري مي نظر در يرز يردمقا با را )1.1( يجبر نسيلايفرد-النتگرا لهدمعا ]16[ .3.1 لمثا

2 2

2 2

1 0 1 1 1 2
( ) ,   ( ) ,   ( , ) ,

0 0 2 3 4 1

t s t s
A t B t K t s

t s t s

       
                

  

  :از تسترعبا لهدمعا قيقد ابجو كه دشو مي بنتخاا اي گونه به  g(t) آزاد جمله كه ريطو به

y(t) = sin(t),      z(t) = cos(t).  
   

لگوريتم اهمچنانكه اشاره شد پارامتر تخفيف و حداكثر تعداد تكرارها مي توانند به صورت سازگار و با شرط توقف و يا در كل 
 ثابت در نظر گرفته شوند.

و   m=50ابتدا براي تعداد تكرارهاي ثابت به ازاي    Nنتايج حاصل از اجراي الگوريتم پيشنهادي به ازاي مقادير مختلف  
 توقف طشر ازاي به و توقف هقاعد از دهستفاا با 2 ولجدگزارش شده است. در  1بدون در نظر گرفتن شرط توقف در جدول 

 كافيست هاارتكر توقف ايبر كه ستا هشد بنتخاا ريطو به τ ثابت ارمقد ،δ لختلاان اميز گرفتن نظر در با يعني 1/0
را به ازاي پارامتر    Nاين جدول تاثير همزمان تعداد تكرارها  و مقادير مختلف    د،شو اربرقر ∥δg − mAx∥ > 1/0 طشر

  تخفيف ثابت بر روي دقت مولفه هاي جبري و عادي جواب نشان مي دهد.
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نسبت به روش هم محلي با چندجمله اي هاي تكه  m=50  به ازاي تعداد تكرار 3.1: مقايسه خطاي روش تكراري لندوبر براي مثال  1جدول 
  ]16اي مرتبه دو [

چندجمله اي هاي تكه اي مرتبه دو  حاصل از اجراي روش هم محلي بر اساس تقريبهمچنين به جهت مقايسه، نتايج 
  .آمده است 1در جدول  ]16[ در

لازم به ذكر است كه هزينه محاسباتي، سرعت و زمان اجراي الگوريتم ارائه شده در اينجا براي رسيدن به دقت محدود و 
متناسب با انتظار كاربران از دقت جواب هاي تقريبي مساله نسبت به روش هم محلي براي چندجمله ايهاي تكه اي درجه 

جهت انجام مقايسه با شرايط يكسان،  اطلاعاتي از اين نوع در مورد   دو بسيار كمتر بوده كه در جدول آمده است. ليكن
مشاهده مي شود در روش پيشنهادي، ظريف تر شدن افراز  1در دست نيست.  به علاوه همانطور كه در شكل  ]16[روش 

ها الزاماً  موجب بهبود جواب هاي تقريبي نشده وليكن مي تواند وقوع پديده شبه همگرايي را به تعويق بيندازد كه اين 
ربوطه مشاخص، بسته به انتخاب نوع شرط توقف وانتخاب افراز مناسب، نقش مهمي در تعداد تكرارها و هزينه محاسباتي 

به لحاظ انجام مقايسه نسبت به ساير  1نه چندان بزرگ در جدول   Nخواهد داشت. با اين رويكرد، نقش انتخاب پارامتر  
روش هاي تصويري كه معمولاً بهبود خطاي آنها متناسب با  افزايش تعداد تقسيمات بازه و همچنين مرتبه چندجمله هاي 

  سباتي از اهميت ويژه اي برخورداراست.تقريب مي باشد در كاهش هزينه هاي محا

 داده ننشا هشد ئهارا اريتكر روش يخطا رفتار m = 150 و m = 50 ارتكر ادتعد كثراحد ايبر 1 شكل در همچنين
  .ستا هشد ارشگز ها ولجد در نيز N يردمقا متما ايبر روش ايجرا محاسباتين ماز .دشو مي
  
  
 

N ∥y − yδ∥ ∥z − zδ∥  خطاي محاسبه
y   16[در[ 

خطاي محاسبه 
z   16[در[ 

Time (sec) 

6  1/90 E‐01  1/35 E‐01  ‐ ‐ 0/015 

8  8/49 E‐02  4/75 E‐02  ‐  ‐  0/031 

10  1/97 E‐02  1/39 E‐02  ‐  ‐  0/046 

12  2/67 E‐02  4/37 E‐02  ‐ ‐ 0/062 

16  ‐  ‐  1/79 E‐04  2/01 E‐04  ‐ 

32  ‐  ‐  4/47 E‐05  4/70 E‐05  ‐ 
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N m ∥y − yδ∥ ∥z − zδ∥ Time (sec) 

6  27  9/90 E‐01  3/79 E‐02  0/015 

8  48  9/57 E‐02  4/04 E‐02  0/031 

10  74  9/79 E‐02  3/99 E‐02  0/062 

12  106  9/85 E‐02  3/99 E‐02  0/125 

  .به ازاي تعداد تكرارهاي مختلف 1/0با شرط توقف   3.1ثابت بودن ميزان خطاي روش تكراري لندوبر براي مثال  :2جدول 

  

 

N = 8  (ب)  N = 6  (آ) 

 

 N = 12 )د(                                                  N = 10 )ج(

  N مختلف يردمقا ازاي به 3.1 لمثا در ابجو داربر يها مولفه ايبر ايبر خطا رفتار نمايش :1 شكل
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 هك ريطو به دهبو دمنفر ماتريس يك نيز B(t) كنيد ضفر ،)1.1( يجبر نسيلايفرد-النتگرا لهدمعا در .3.2 لمثا

  
2 2

2

1 0 1 0
( ) ,   ( ) ,   ( , ) ,

0 0 0 0 1

t s t s
A t B t K t s

s t t s

     
               

  

  از: تسترعبا لهدمعا قيقد ابجو كه قسمي به

y(t) = t, z(t) = t +١. 

150mرفتار خطاي مولفه هاي بردار جواب را به ازاي   2شكل    7و پارامتر تخفيف

4
  به ازاي مقادير مختلفN  نمايش

  مي دهد.

 

  
N =   (ب) 8  N =  (آ)   6

 

 N = 12 )د(                                              N = 10 )ج(

 N مختلف يردمقا ازاي به 3.2 لمثا در ابجو داربر يها مولفه ايبر ايبر خطا رفتار نمايش :2 شكل
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.3,3 لمثا  
1 1 0 0 1 0

( ) ,   ( ) ,   ( , ) ,
0 0 1 2 0 1

A t B t K t s
     

       
     

 

  جواب دقيق عبارتست از:

( ) , ( ) 1.ty t e z t t    

7تخفيف   مترراپا و m = 50 هاارتكر ادتعد كثراحد نيز لمثا ينا در

4
  هدد مي ننشا ديعد نتايج .ستا هشد بنتخاا 

 قت مؤلفهد 3.1 و 3.3 يها لمثا در ،y مولفه تعييندر حاصله اري ناپايد اول و لهدمعادر نسيلي ايفردعامل  دجوو ليلد به كه
    .ستاتر س محسو  y از z يجبر

 هها مشاهددارنموح در ضوونيز به و كنترل تعداد افرازها به منظور پيش گيري از تعويق همگرايي يي اشبه همگره پديداد خدر
  د.مي شوه يددها ول جددر قالب نتايج ستون آخر ه و زمان محاسباتي لازم تكرار الگوريتم پيشنهادي شد

 

  

N = 8  (ب)   N = 6  (آ) 

 

 N = 12 )د(                                                 N = 10 )ج(

  N مختلف يردمقا ازاي به 3.3 لمثادر  ابجو داربر يها مولفه ايبر خطار فتار نمايش :3 شكل
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  يگير نتيجه

 گسسته از حاصل تركيبي يتمرلگوا يگيرركا به با صريح نيمه يجبر نسيلايفرد-النتگرا تلادمعا ديعد حل مقاله ينا در
ل مثااز چند نمونه روي يتم رلگواي اجراز امحاسباتي حاصل و نتايج تجربي  .ئه شدارابر ولنداري تكرروش  و گالركين زيسا
ي يااجمله مزاز  .شدن داده نشاي نسبت به نتايج نظرآن صحت و يي راكاو گرفته ار قر بحثرد موارش و گزع متنوي ها

 ستهد ينا ايبر يتصوير يها روش ساير به نسبت روش ايجرا يبالا سرعتو پيچيدگي محاسباتي كم دي پيشنهاروش 
 .دشو قعوا موثردي برركا يها لمد حل در نداتو مي هيژو به كه دبو هداخو مسايل از
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