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Introduction 

The category theory gives a common perspective on many notions 

(such as isomorphism) in different areas of Mathematics, and in some 

cases enables us to construct bridges between different branches such that 

tools can be taken from one area to the other. The notion of a functor plays 

this role. Specifically, if a functor is an equivalence of categories then its 

domain and codomain categories are essentially the same. However, 

finding such a functor is very difficult and usually impossible. There are 

still many functors which are not equivalences of categories but preserve 

the isomorphism classes, and are suitable for the purpose of classification 

of certain mathematical objects (such as separable C*-algebras). These 

were defined by G. A. Elliott in 2010 and are called classification functors. 

The main property of such functors is that two objects in the domain 

category are isomorphic if and only if their images are isomorphic in the 

codomain category. In particular, if the domain is a complicated category 

and the codomain is concrete, then such a functor is very useful. As an 

example, the functor K0 is a classification functor from the category of AF 

algebras to the category of dimension groups (by the Elliott classification 

theorem in 1976). 

In this paper, we construct various classification functors between the 

categories of Bratteli diagrams, dimension groups, AF algebras, and 

Cantor minimal systems. Some other functors were constructed by Amini, 

Elliott, and the author in two papers published in 2015 and 2021, and were 

used to solve an open problem in Dynamical Systems about the finiteness 

of the rank of factors of finite rank Cantor minimal systems. See the 

author’s joint work with M. Hosseini in 2021 for details.  
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Material and methods 

We use the notion of direct limit to construct a functor from the 

category of Bratteli diagrams to the category of dimension groups. In this 

way, we obtain an equivalence of categories. Then we use crossed product 

C*-algebras to obtain a functor from the category of Cantor minimal 

systems to that of AF algebras. Finally, notions of K0-groups of Cantor 

systems and their coboundries are applied to obtain functors into the 

category of dimension groups. 

Results and discussion 

We obtain a direct limit functor from the category of Bratteli diagrams 

to the category of dimension groups, which is an equivalence of categories 

and hence a classification functor. Suitable notions of morphisms between 

Cantor minimal systems are defined such that the isomorphism coincide 

with orbit and strong orbit equivalence. Then two classification functors 

are obtained from the category of Cantor minimal systems to the category 

of dimension groups. These classification functors are useful in the study 

of properties of objects and morphisms of the domain categories using 

those of the codomain categories. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 The categories of Bratteli diagrams and dimension groups are 

equivalent, and hence there is a classification functor between 

them. So, these categories are the same from the categorical point 

of view. 

 There is a suitable notion of morphism between Cantor minimal 

systems such that the resulting isomorphism is the same as orbit 

equivalence.  

 A functorial formulation of a result of Giordano, Putnam, and 

Skau concerning strong orbit equivalence of Cantor minimal 

systems is obtained using the idea of classification functors. 

 
How to cite: Golestani, N. (2023). Categorical Relation between Dimension Groups, C*-algebras, and Cantor 

Minimal Systems. Mathematical Researches, 9 (1), 164-188.  
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 کانتور مینیمال هایسیستم و جبرها-C* بعد، هایگروه بین ایرسته ارتباط

 1ناصر گلستانی

 

 n.golestani@modares.ac.ir ، ایران. رایانامه:تهراندانشکدۀ علوم ریاضی، دانشگاه تربیت مدرس،  ،محض ریاضی گروه ،مسئول نویسندۀ. 1

 

 چکیده                  اطلاعات مقاله

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 

 11/20/1022 :افتیدر خیتار

 02/20/1022: بازنگری خیتار

 02/20/1022: رشیپذ خیتار

 02/20/1020: انتشار خیتار

 

 

  های کلیدی:واژه

  ،دهکنن بندیطبقه تابعگون

  ،بعد گروه

  ،براتلی نمودار

C*-جبر، 

 ،کانتور مینیمال سیستم

 .مداری ارزیهم

 

 

 
 

سازیم می های بعدنمودارهای براتلی به رسته گروه ۀدر این مقاله یک تابعگون حد مستقیم از رست

بندی کننده را الیوت در سال هاست. مفهوم تابعگون طبقهارزی رستهدهیم که یک همو نشان می

 پذیر معرفی کرد که تابعگونی از یک رسته )معمولا جبرهای جدایی-*Cبندیبرای طبقه 0212

ه اول را ب ۀریختی دو شیء در رستملموس( است و بررسی یک پیچیده( به یک رسته دیگر )معمولا 

 کند. با استفاده از این مفهوم، چندین تابعگونبررسی یکریختی تصویرهای آنها در رسته دوم تحویل می

سازیم های مینیمال کانتور میجبرها و سیستم-*Cهای بعد، های گروهبندی کننده بین رستهطبقه

 آوریم.دست میه کاو بای و تعمیمی از قضایای جیوردانو، پاتنم و اسو در نتیجه بیانی رسته

 

 

 .160-111(، 1) 9، های ریاضیپژوهش. کانتور مینیمال هایسیستم و جبرها-*C بعد، هایگروه بین ایرسته ارتباط (.1020) ؛ناصر، گلستانی: استناد

 
  

 نویسندگان. ©                                                                                                                  خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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 و تعاریف اولیه مقدمه

های مختلف ریاضیات از آنجا که یک دیدگاه کلی نسبت به بسیاری از مفاهیم مشترک ها در شاخهرسته ۀاستفاده از نظری

د تا کنهایی بین شاخه مختلف برقرار میپل ،کند و اینکه در برخی مواردایجاد می )مانند یکریختی و حاصل ضرب فضاها(

ها را بازی در واقع نقش این پل 1مفهوم تابعگون ک شاخه برای شاخه دیگر استفاده کرد، بسیار اهمیت دارد.بتوان از ابزارهای ی

باشد که در اینصورت دو رسته به  2هاارزی رستهترین حالت وقتی است که یک تابعگون بین دو رسته، همکند. مطلوبمی

ا حفظ های یکریختی رلت دیگر این است که یک تابعگون، کلاسدهد. یک حااصطلاح یکی هستند، که البته به ندرت رخ می

پذیر مطرح شد جبرهای جدایی-*Cبندی با هدف طبقه 2212. این مفهوم که بطور رسمی توسط جورج الیوت در سال کند

 صورت زیر است:ه ب[ 9]

:𝐹یک تابعگون  .1 تعریف 𝐂 → 𝐃  رای هر دو شیء شود هرگاه بنامیده می 3بندی کنندهطبقه تابعگونیک𝑎  و𝑏  در رسته

𝐂 اگر ،𝐹(𝑎) ≅ 𝐹(𝑏)  در رسته𝐃  آنگاه𝑎 ≅ 𝑏  در رسته𝐂 .تابعگون 𝐹 شود هرگاه برای نامیده می قویبندی کننده طبقه

:𝑔هر یکریختی  𝐹(𝑎) → 𝐹(𝑏)  در𝐃  یک یکریختی𝑓: 𝑎 → 𝑏  در𝐂  موجود باشد که𝐹(𝑓) = 𝑔. 

𝑎با بکارگیری تعریف تابعگون( همواره برقرار است، یعنی اگر توجه کنید که عکس تعریف فوق ) ≅ 𝑏 گاه آن𝐹(𝑎) ≅ 𝐹(𝑏) .

𝑎داریم  𝐂در رسته  𝑏و  𝑎بندی کننده باشد آنگاه برای هر دو شیء یک تابعگون طبقه 𝐹بنابراین اگر  ≅ 𝑏  اگر و تنها اگر

𝐹(𝑎) ≅ 𝐹(𝑏)رسی یکریختی دو شیء در رسته دامنه را به بررسی بندی کننده، بر. به بیان دیگر، یک تابعگون طبقه

کند. این ویژگی، به خصوص وقتی که رسته دامنه یک رسته پیچیده و کمتر یکریختی تصویر آنها در رسته برد تحویل می

ن وت بیابندی الیطبقه ۀبه عنوان مثال، قضی شناخته شده باشد و رسته برد یک رسته ملموس باشد، کاربرد بیشتری دارد.

. همچنین [2،2]بندی کننده قوی استجبرها به رسته گروههای بعد، یک تابعگون طبقه AFاز رسته  𝐾0کند که تابعگون می

:ℬبندی کننده قوی یک تابعگون طبقه 𝐀𝐅 → 𝐁𝐃  از رستهAF پیدا  .[2] جبرها به رسته نمودارهای براتلی وجود دارد

را تواند بسیار مفید باشد زیهای مختلف ریاضیات میهای مختلف در شاخهستهبندی کننده بین رهای طبقهکردن تابعگون

گیرد، زیرا یک تابعگون علاوه ها را نیز در نظر میرسته 4کند، ریختارهایکه به بررسی مسئله یکریختی کمک میعلاوه بر این

نوان . به عرای حل مسائلی کاربرد داشته باشدتواند بو می کندکند، روی ریختارها نیز عمل میبر اینکه روی اشیاء عمل می

:𝑃با بکارگیری تابعگون  [13]در مرجع  مثال، 𝐒𝐃𝐒 → 𝐎𝐁𝐃  ساخته شده است، یک مسئله باز در مورد فاکتورهای  [3]که در

                                                           
1 functor 
2 equivalence of categories 
3 classification functor 
4 morphism 
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پولوژیک تودینامیک شاخه های مینیمال کانتور با رتبه متناهی حل شده است که مدتها با استفاده از ابزارهای درونی سیستم

 حل نشده بود.

:𝒟ابتدا تابعگون حد مستقیم  سازیم.)قوی( می ۀبندی کننددر این مقاله، چندین تابعگون طبقه 𝐁𝐃 → 𝐃𝐆  از رسته

 𝐁𝐃ارزی رسته هاست و در نتیجه دو رسته دهیم که یک همسازیم و نشان میرا مینمودارهای براتلی به رسته گروههای بعد 

ه ب [2] نیز در قبلاًارز هستند، هم ۀرسند(. اینکه این دو رستکی هستند )هرچند در ظاهر متفاوت به نظر میدر واقع ی 𝐃𝐆و 

بود. در  دست نیامدهه کند بارزی را برقرار میولی ضابطه صریحی برای تابعگونی که این هم بودطور غیرمستقیم ثابت شده 

 ۀرست ۀوسیله ها بکه در مطالعه اشیاء و ریختارهای هر یک از این رسته آوریمدست میه جا یک ضابطه برای این تابعگون باین

:𝐴تابعگون  سپس دیگر مفید خواهد بود. 𝐃𝐒 → 𝐀𝐅  های دینامیکی مینیمال کانتور به رسته از رسته سیستمراAF  جبرها

باشد. این تابعگون در نده نمیبندی کنپر است که وفادار و طبقه 5یدهیم که یک تابعگون پادورداکنیم و نشان میتعریف می

ها، به تنهایی دهد برخی خواص شناخته شده نظریه رستهکند که نشان میواقع یک مثال نقض در این حوزه فراهم می

  دهند.را نتیجه نمی بندیخاصیت طبقه

𝐾Infدر بخش آخر این مقاله نیز، دو تابعگون 
0 : 𝐃𝐒orb → 𝐃𝐆1  و𝐾0: 𝐃𝐒sorb → 𝐃𝐆1 ارزی را که به ترتیب مرتبط با هم

ندی بکنیم که هر دو طبقهسازیم و ثابت میهای دینامیکی مینیمال کانتور هستند، میارزی مداری قوی سیستممداری و هم

ه ارزی مداری قوی منسوب بارزی مداری و همسازی همقضایای مشخصای از باشند. به این تربیت بیانی رستهکننده می

که علاوه بر حالت طوریهدهیم بآوریم و به یک معنا آنها را تعمیم میدست میه ( ب21و  15جیوردانو، پاتنم و اسکاو )قضایای 

 یکریختی، ریختارها نیز لحاظ شوند. 

 . [2] کنیمرا به اختصار یادآوری می 𝐁𝐃 تعریف رستهنیاز، پیشبه عنوان 

𝐵مانند زوج مرتبی  6نمودار براتلییک . 1 تعریف = (𝑉, 𝐸)  است که𝑉 = (𝑉𝑛)𝑛=1
𝐸و  ∞ = (𝐸𝑛)𝑛=1

هایی از دنباله ∞

 کنند:ماتریسها هستند که در شرایط زیر صدق می

𝑘𝑛یک ماتریس ستونی  𝑉𝑛هر  -1 × 𝑘𝑛های صحیح و مثبت است که با درایه 1 ≥  ؛1

𝑘𝑛+1است، یعنی یک ماتریس  𝑉𝑛+1ه ب 𝑉𝑛یک ماتریس نشاننده از  𝐸𝑛هر  -2 × 𝑘𝑛 های صحیح و نامنفی با درایه

𝐸𝑛𝑉𝑛است که ستونهای آن ناصفرند و  ≤ 𝑉𝑛+1  ای(.لفهمؤ)با ترتیب 

                                                           
5 contravariant functor 
6 Bratteli diagram 
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 AFی . به عنوان مثال، برا[5] جبرها معرفی کرد AFبندی برای مطالعه و طبقه 1992نمودارهای براتلی را براتلی در سال 

𝑀جبر 
2∞

𝐵شود، نمودار براتلی آن برابر است با ها تعریف می𝑀2𝑛صورت یک حد مستقیم ه که ب  = (𝑉, 𝐸)  که برای هر

𝑛 ،𝑉𝑛 = (2𝑛)  و𝐸𝑛 = 1های )ماتریس (2) × 1.) 

 جهتدار نامتناهی وجود داردهای کنیم که روش معادل دیگری برای تعریف نمودارهای براتلی بر حسب گرافمی یادآوری

جا، نشود. در ایهای دینامیکی مینیمال کانتور استفاده میکه بیشتر در کاربردهای این نمودارها در مطالعه سیستم[ 14،3]

 تر است.ها است با اهداف جبر عملگرها مناسبتعریف فوق که به زبان ماتریس

و  9ریختار، که در واقع یک رسته است. در ادامه تعریف مفاهیم پیشدهیمنمایش می 𝐁𝐃مجموعه نمودارهای براتلی را با 

های صحیح و نامنفی باشند که ماتریسهایی ستونی با درایه 𝑊 و 𝑉کنیم که اگر یادآوری می کنیم.می نقل [3]ریختار را از 

𝑚 یک ماتریس 𝑊 به 𝑉از  𝐹 ماتریس چندگانگیسطر دارند، منظور از یک  𝑚 و 𝑛به ترتیب  × 𝑛  است که𝐹𝑉 ≤ 𝑊. 

𝐵فرض کنید . 3تعریف  = (𝑉, 𝐸)  و𝐶 = (𝑊, 𝑆)  ریختارپیشدو نمودار براتلی باشند. یک 𝑓: 𝐵 → 𝐶  زوج مرتبی مانند

((𝐹𝑛)𝑛=1
∞

, (𝑓𝑛)𝑛=1
∞

𝑛=1(𝐹𝑛)است که در آن  (
𝑛=1(𝑓𝑛)هاست و ای از ماتریسدنباله ∞

بیکران از اعداد طبیعی ای دنباله ∞

𝑓1است که  ≤ 𝑓2 ≤  و شرایط زیر برقرارند:  ⋯

𝑊𝑓𝑛به  𝑉𝑛یک ماتریس چندگانگی از  𝐹𝑛هر  -1
 است؛ 

𝑛عدد طبیعی  جایی است، یعنی برای هرهجابباشد که بصورت زیر می 𝑓نمودار  -2 ≥ 1 ،𝐹𝑛+1𝐸𝑛 = 𝑆𝑓𝑛,𝑓𝑛+1
𝐹𝑛  که

𝑆𝑘,𝑙در آن  = 𝑆𝑙−1𝑆𝑙 ⋯ 𝑆𝑘+1𝑆𝑘  برای هر دو عدد طبیعی𝑘, 𝑙 که 𝑘 < 𝑙. 

 

:𝑓 اگر 𝐵 → 𝐶 و 𝑔: 𝐶 → 𝐷 ریختار باشند که پیش𝑓 = ((𝐹𝑛)𝑛=1
∞

, (𝑓𝑛)𝑛=1
∞

𝑔و  ( = ((𝐺𝑛)𝑛=1
∞

, (𝑔𝑛)𝑛=1
∞

گاه آن (

𝑔𝑓صورت ه ترکیب آنها ب = ((𝐻𝑛)𝑛=1
∞

, (ℎ𝑛)𝑛=1
∞

ℎ𝑛شود که تعریف می ( = 𝑔𝑓𝑛
𝐻𝑛و   = 𝐺𝑓𝑛

𝐹𝑛 برای هر ،𝑛 ≥ 1. 

به  های خاصیباشد )زیرا تابعگونبندی، مناسب نمیریختارها یک رسته است ولی با اهداف طبقهبه همراه پیش 𝐁𝐃مجموعه 

:ℬشوند، مانند تعریف نمیخوش 𝐁𝐃توی  𝐀𝐅 → 𝐁𝐃 [2] مفهوم مناسب ریختار در رسته .)𝐁𝐃 ۀبا استفاده از یک رابط 

های . مجموعه کلاس[3] آیددست میه شود بتعریف می 𝐶به  𝐵ریختارهای از یک نمودار براتلیارزی که روی مجموعه پیشهم

                                                           
7 premorphism 
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:𝑓که  [𝑓]ارزی به شکل هم 𝐵 → 𝐶 ریختار است، ریختارهای از پیش𝐵  به𝐶 دهند. مجموعه را تشکیل می𝐁𝐃  به همراه

 شود.نامیده می رسته نمودارهای براتلیاین ریختارها، 

 اند مگر کلماتی که در این مرجع یافت نشدند.انتخاب شده [1] معادل فارسی اکثر کلمات انگلیسی با استفاده از مرجع

 تابعگون حد مستقیم

:𝒟در این بخش تابعگون حد مستقیم  𝐁𝐃 → 𝐃𝐆  دار( تعریف بعد )مقیاس هایگروهرا از رسته نمودارهای براتلی به رسته

. قسمت [2،14] نظیر کرد، شناخته شده است 𝒟(𝐵)توان یک گروه بعد مانند می 𝐵که به هر نمودار براتلی کنیم. اینمی

اصلی این  ۀورد نظر را دارا باشد. قضیکه خواص مطوریه تعریف آن روی ریختارهاست ب ،𝒟غیربدیهی در ساختن تابعگون 

یکی  𝐃𝐆و  𝐁𝐃های ها، رستهست، یعنی از دیدگاه نظریه رستها هاهارزی رستدر واقع یک هم 𝒟کند که بخش بیان می

 هستند. 

بندی طبقه برای 1996ها را الیوت در سال این گروه .[9] پردازیمبه بیان تعاریف مورد نیاز در مورد گروههای بعد می ابتدا

AF [2] جبرها معرفی کرد. 

,𝐺)زوج مرتب  .0تعریف  𝐺+)  گوییم هرگاه  2گروه مرتبرا یک𝐺  یک گروه آبلی باشد و𝐺+  یک مخروط )مثبت( برای آن

+𝐺باشد، یعنی  + 𝐺+ ⊆ 𝐺+ ،𝐺+ − 𝐺+ = 𝐺  و𝐺+ ∩ (−𝐺+) =  𝐺روی  ≥زئی یک رابطه ترتیب ج +𝐺. در اینصورت {0}

𝑥کند که بصورت القا می ≤ 𝑦  هر گاه𝑦 − 𝑥 ∈ 𝐺+برای  9یکه ترتیبیشود. منظور از یک ، تعریف می(𝐺, 𝐺+)  عنصری

𝑢مانند  ∈ 𝐺+  است که برای هر𝑔 ∈ 𝐺+  عدد طبیعی𝑛  موجود است که𝑛𝑢 ≥ 𝑔 برای هر عدد طبیعی .𝑚 مخروط ،

 رت زیر است:بصو ℤ𝑚استاندارد گروه جمعی 

(ℤ𝑚)+ = {(𝑛1, … , 𝑛𝑚) ∣ 𝑛𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}. 

,1,1)همچنین عنصر  … یک گروه مرتب شماراست که یکریخت  12گروه بعدیک یکه ترتیبی برای این گروه است. یک  (1,

ت به های مثبو همریختی ای از گروههای آبلی آزاد متناهیاً تولید شده با مخروطهای استانداردترتیبی با حد مستقیم دنباله

یک گروه بعد است هرگاه یکریخت ترتیبی با گروهی به شکل  𝐺، به عبارت دیگر، [2]عنوان نگاشتهای بین آنهاست 

lim
𝑛→∞

(𝐺𝑛 , 𝜑𝑛)  باشد که هر𝐺𝑛 های مرتب صورت مجموع مستقیم تعداد متناهی تا از گروهه بℤ𝑚 هاست و نگاشت 

                                                           
8 ordered group 
9 order unit 
10 dimension group 
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𝜑𝑛: 𝐺𝑛 → 𝐺𝑛+1  یک همریختی گروهی است که𝜑𝑛(𝐺𝑛
+) ⊆ 𝐺𝑛+1

,𝐺)برای گروه مرتب  11مقیاس. یک + 𝐺+) 

,𝐺)تایی صورت سه. در این[6] مولد، موروثی و جهتدار باشداست که  +𝐺از  Γای مانند زیرمجموعه 𝐺+, Γ)  را یک گروه بعد

 گوییم.می 12دارمقیاس

,ℤ)یک مقیاس برای گروه بعد  𝑚، مجموعه اعداد صحیح از صفر تا 𝑚ل، برای هر عدد طبیعی به عنوان مثا ℤ+)  .از است

  کنیم.های حافظ مقیاس استفاده میدار به همراه همریختیبرای رسته گروههای بعد مقیاس 𝐃𝐆نماد 

:𝒟برای تعریف تابعگون  𝐁𝐃 → 𝐃𝐆 کنیم.تلی یک گروه بعد نظیر میابتدا در تعریف زیر به هر نمودار برا 

𝐵کنید  فرض .5تعریف  = (𝑉, 𝐸) دار یک نمودار براتلی باشد. گروه بعد مقیاس𝒟(𝐵) = (𝐺, 𝐺+, Γ) صورت زیر ه را ب

𝑉کنیم. فرض کنید تعریف می = (𝑉𝑛)𝑛=1
∞ ،𝐸 = (𝐸𝑛)𝑛=1

𝑉𝑛و  ∞
𝑇 = (𝑚𝑛,1 𝑚𝑛,2  ⋯ 𝑚𝑛,𝑘𝑛

شکل سطری ماتریس  (

𝐺𝑛دهیم قرار می باشد. 𝑉𝑛ستونی  = ℤ𝑘𝑛  و𝐺𝑛
 دهیمگیریم. قرار میمی ℤ𝑘𝑛را مخروط استاندارد  +

Γ𝑛 = {(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘𝑛
) ∈ 𝐺𝑛 ∣ 0 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 𝑚𝑛,𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘𝑛}. 

,𝐺𝑛)سه تایی  𝐺𝑛
+, Γ𝑛) دار است. همریختی گروه بعد مقیاس یک𝜑𝑛: 𝐺𝑛 → 𝐺𝑛+1  را نگاشت ضرب در𝐸𝑛 کنیم، تعریف می

𝜑𝑛(𝑥)یعنی  = 𝐸𝑛𝑥  که در آن هر عضو𝑥   از𝐺𝑛 های نگاشت کنیم.صورت یک ماتریس ستونی در نظر میه را ب𝜑𝑛  را

𝑛، 𝜑𝑛(Γ𝑛)برای هر عدد طبیعی  که نامیم. توجه کنیدمی 13های ارتباطینگاشت ⊆ Γ𝑛+1  زیرا𝐸𝑛𝑉𝑛 ≤ 𝑉𝑛+1.  قرار حال

𝒟(𝐵)دهیم می = lim
𝑛→∞

(𝐺𝑛, 𝜑𝑛). 

 دهیمکنیم زیرا در ادامه به آن نیاز داریم. ابتدا قرار میحد مستقیم فوق را با جزییات توصیف می

𝐺∞ = {(𝑎𝑛) ∈ ∏ 𝐺𝑛

∞

𝑛=1

∣ ∃𝑚 ≥ 1, 𝑎𝑛+1 = 𝜑𝑛(𝑎𝑛) (𝑛 ≥ 𝑚)}. 

𝐺دهیم گیریم و قرار میهایی که از جایی به بعد صفر هستند میمتشکل از دنباله ∞𝐺را زیرگروه  𝐺0سپس  = 𝐺∞/𝐺0 .

:𝜋فرض کنید  𝐺∞ → 𝐺  دهیم نگاشت خارج قسمتی باشد. قرار می 

𝐺+ = 𝜋(𝐺∞ ∩ ∏ 𝐺𝑛
+

∞

𝑛=1

), Γ = 𝜋(𝐺∞ ∩ ∏ Γ𝑛

∞

𝑛=1

). 

𝒟(𝐵) صورتدر این = (𝐺, 𝐺+, Γ) . 

                                                           
11 scale 
12 scaled dimension group 
13 connecting maps 
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:𝒟برای تکمیل تعریف تابعگون  𝐁𝐃 → 𝐃𝐆رسته  ، آن را روی ریختارهای𝐁𝐃 فرض کنید  کنیم.نیز تعریف می𝐵, 𝐶 

:ℎنمودارهای براتلی باشند و  𝐵 → 𝐶  یک ریختار در رسته𝐁𝐃  باشد. ریختار𝒟(ℎ): 𝒟(𝐵) → 𝒟(𝐶)  در رسته𝐃𝐆 ه را ب

:𝑓کنیم. فرض کنید صورت زیر تعریف می 𝐵 → 𝐶 ریختار باشد که یک پیشℎ = [𝑓] فرض کنید .𝐵 = (𝑉, 𝐸) ،𝐶 =

(𝑊, 𝑆) و 𝑓 = ((𝐹𝑛)𝑛=1
∞

, (𝑓𝑛)𝑛=1
∞

𝒟(𝐵)دار های بعد مقیاس. گروه( = (𝐺, 𝐺+, Γ)  و𝒟(𝐶) = (𝐻, 𝐻+, Λ)  به همراه

𝑛=1(𝜑𝑛)های ارتباطی شتنگا
𝑛=1(𝜓𝑛)و  ∞

:𝜂𝑛فرض کنید گیریم. را مانند تعریف قبل در نظر می ∞ 𝐺𝑛 → 𝐻𝑓𝑛
نگاشت  

𝑛 جابجایی است، برای هر 𝑓باشد. چون نمودار  𝐹𝑛ضرب در  ≥ 1، 

𝜂𝑛+1 ∘ 𝜑𝑛 = 𝜓𝑓𝑛,𝑓𝑛+1
∘ 𝜂𝑛, 

,𝑘رای هر دو عدد طبیعی که در آن ب 𝑛  که𝑛 < 𝑘 منظور از ،𝜓𝑛,𝑘  همریختی𝜓𝑘−1𝜓𝑘−2 ⋯ 𝜓𝑛  از𝐻𝑛  به𝐻𝑘  است و

𝜓𝑛,𝑛 = id𝐻𝑛
 جایی زیر را داریم:هپس نمودار جاب. 

 

:𝜂𝑛های همریختی 𝐺𝑛 → 𝐻𝑓𝑛
:𝜂یک همریختی طبیعی   𝐺 → 𝐻 که  کندالقا می𝜂(𝐺+) ⊆ 𝐻+  و𝜂(Γ) ⊆ Λطور ه. ب

𝑛=1(𝑎𝑛)تر، برای هر دقیق
𝜂((𝑎𝑛)𝑛=1، عنصر ∞𝐺در  ∞

∞ + 𝐺0) = ((𝑏𝑛)𝑛=1
∞ + 𝐻0)  در𝐻∞/𝐻0 صورت زیر تعریف هرا ب

𝑛چنان باشد که برای هر  𝑚کنیم. فرض کنید عدد طبیعی می ≥ 𝑚  ،𝑎𝑛+1 = 𝜑𝑛(𝑎𝑛) برای هر .𝑛 ≥ 𝑚  و هر

𝑓𝑛 < 𝑘 < 𝑓𝑛+1 دهیمقرار می 

𝑏1 = 𝑏2 = ⋯ = 𝑏𝑓𝑚−1 = 0, 𝑏𝑓𝑛
= 𝜂𝑛(𝑎𝑛), 𝑏𝑘 = 𝜑𝑓𝑛,𝑘(𝑏𝑓𝑛

). 

(. [2]مرجع 1112 ۀاستفاده از گزار نیز نیست )با ℎاز کلاس  𝑓خواص مورد نظر را دارد و وابسته به نماینده  𝜂صورت در این

𝒟(ℎ)دهیم قرار می = 𝜂  که یک ریختار از𝒟(𝐵)  به𝒟(𝐶)  .است 

:𝒟که بررسی این 𝐁𝐃 → 𝐃𝐆 باشد. برای درک بهتر تعریف این تابعگون روی اشیاء و ریختارها، یک تابعگون است سرراست می

 آوریم.یک مثال می
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:𝑓یختار رو پیش 𝐶و  𝐵نمودارهای  .6مثال  𝐵 → 𝐶  فرض کنید صورت زیر در نظر بگیرید.  هبرا𝐵 = (𝑉, 𝐸)  و𝐶 = (𝑊, 𝑆) .

𝑛برای هر  ≥   دهیمقرار می 1

𝑉𝑛 = (2𝑛−1), 𝐸𝑛 = (2), 𝑊𝑛 = (6𝑛−1), 𝑆𝑛 = (6). 

𝑓ریختار پیش = ((𝐹𝑛)𝑛=1
∞

, (𝑛)𝑛=1
∞

𝐹𝑛صورت ه نیز ب ( = (3𝑛−1) توان دیدراحتی میه ب صورتشود. در اینیف میتعر 

𝒟(𝐵) = lim
𝑛→∞

(ℤ, 𝜑𝑛)  که𝜑𝑛(𝑥) = 2𝑥  و𝒟(𝐶) = lim
𝑛→∞

(ℤ, 𝜓𝑛)  که𝜓𝑛(𝑥) = 6𝑥 پس . 

𝒟(𝐵) ≅ ℤ[
1

2
] = {

𝑘

2𝑛
∣ 𝑘 ∈ ℤ, 𝑛 ∈ ℕ}, 𝒟(𝐶) ≅ ℤ[

1

6
] = {

𝑘

6𝑛
∣ 𝑘 ∈ ℤ, 𝑛 ∈ ℕ} 

,ℚ)هایی از به عنوان زیرگروه ]ℤو بعلاوه  (+
1

2
]+ = ℚ+ ∩ ℤ[

1

2
]ℤو  [

1

6
]+ = ℚ+ ∩ ℤ[

1

6
نیز  𝒟(𝐶)و  𝒟(𝐵)های . مقیاس[

[2,1]به ترتیب برابرند با  ∩ ℤ[
1

2
[2,1]و  [ ∩ ℤ[

1

6
:𝜃𝑛های در واقع با در نظر گرفتن همریختی .[ 𝐺𝑛 = ℤ → ℚ  و

𝛿𝑛: 𝐻𝑛 = ℤ → ℚ  که𝜃𝑛(𝑥) =
𝑥

2𝑛−1  و𝛿𝑛(𝑥) =
𝑥

6𝑛−1 های استفاده از خاصیت جهانی حد مستقیم، نشاننده و

𝜃: lim
𝑛→∞

(𝐺𝑛 , 𝜑𝑛) → ℚ  و𝛿: lim
𝑛→∞

(𝐻𝑛 , 𝜓𝑛) → ℚ  با بردهای به ترتیب𝐺 = ℤ[
1

2
𝐻و  [ = ℤ[

1

6
آیند و خواص دست میه ب [

:𝒟([𝑓])مریختی ه دست آوردنه برای ب شوند.فوق براحتی بررسی می 𝒟(𝐵) → 𝒟(𝐶) که نمودار زیربا توجه به این نیز ،

𝑛برای هر  ≥  جایی است:هجاب ،1

 

𝒟([𝑓]) بنابراین = 𝑗 نگاشت شمول از نیز ℤ[
1

2
]ℤ به [

1

6
 .است [

ز ا را ، مفاهیمیهقبل از بیان این قضی ها یکی هستند.از دیدگاه نظریه رسته 𝐃𝐆و  𝐁𝐃های کند که رستهزیر بیان می ۀقضی

:𝐹تابعگون یک شوند هرگاه ارز نامیده میهم 𝐃و  𝐂. دو رسته [12،16] کنیمها یادآوری مینظریه رسته 𝐂 → 𝐃  وجود

:𝐺هاست، یعنی یک تابعگون دیگر ارزی رستهداشته باشد که هم 𝐃 → 𝐂  وجود داشته باشد که𝐹𝐺 ≅ id𝐃  و𝐺𝐹 ≅ id𝐂 ،

:𝐹کند که یک تابعگون بیان می [16] مرجع 11414است. قضیه  14ه معنی یکریختی طبیعیجا بدر این ≅که نماد  𝐂 → 𝐃 

:𝐹کنیم که تابعگون هاست اگر و تنها اگر یک تابعگون پر، وفادار و اساساً پوشا باشد. یادآوری میارزی رستهیک هم 𝐂 → 𝐃 

                                                           
14 natural isomorphism 
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,𝑎شود هرگاه برای هر دو شیء نامیده می 15پر 𝑏  در𝐂 تار و هر ریخℎ: 𝐹(𝑎) → 𝐹(𝑏)  یک ریختار𝑓: 𝑎 → 𝑏  در𝐂  موجود

𝐹(𝑓)باشد که  = ℎ . تابعگون𝐹 گاه برای هر دو شیء شود هرنامیده می 16وفادار𝑎, 𝑏  و هر دو ریختار𝑓, 𝑔: 𝑎 → 𝑏  در𝐂 ،

𝐹(𝑓)اگر  = 𝐹(𝑔)  آنگاه𝑓 = 𝑔 . همچنین تابعگون𝐹  شود هرگاه برای هر شیءنامیده می 19اساساً پوشا 𝑑  در𝐃  یک

𝑑موجود باشد که  𝐂در  𝑎شیء  ≅ 𝐹(𝑎) . 

:𝒟تابعگون  .7 ۀقضی 𝐁𝐃 → 𝐃𝐆 ست.ا هاارزی رستهیک هم 

وفادار  𝒟دهیم پر، وفادار و اساساً پوشاست. ابتدا نشان می 𝒟 دهیمنشان می صورت است کهروند اثبات به این برهان.

,𝐵کنید  است. فرض 𝐶 و  دو نمودار براتلی باشندℎ, 𝑘: 𝐵 → 𝐶  دو ریختار باشند که𝒟(ℎ) = 𝒟(ℎ′) فرض کنید .

𝑓 = ((𝐹𝑛)𝑛=1
∞

, (𝑓𝑛)𝑛=1
∞

𝑔و  ( = ((𝐾𝑛)𝑛=1
∞

, (𝑔𝑛)𝑛=1
∞

ℎباشند که  𝐶به  𝐵ریختارهایی از پیش ( = [𝑓]  وℎ′ = [𝑔]. 

ℎارزند )و در نتیجه هم 𝑔و  𝑓دهیم نشان می = ℎ′ .)کنیم.را بررسی می [2]مرجع  912ارزی، تعریف ثبات این همبرای ا 

𝐵فرض کنید  = (𝑉, 𝐸)  و𝐶 = (𝑊, 𝑆)دار های بعد مقیاس. گروه𝒟(𝐵) = (𝐺, 𝐺+, Γ)  و𝒟(𝐶) = (𝐻, 𝐻+, Λ)  به

𝑛=1(𝜑𝑛)های ارتباطی همراه نگاشت
𝑛=1(𝜓𝑛)و  ∞

را ثابت در نظر  𝑛عدد طبیعی گیریم. در نظر می 5را مانند تعریف  ∞

𝐺𝑛گیریم که را طوری می 𝑚گیریم و می = ℤ𝑚 بعلاوه .{𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚} را پایه استاندارد 𝐺𝑛  به عنوان(ℤ– در )مدول

,𝑥1گیریم. حال نظر می 𝑥2, … , 𝑥𝑚  در𝐺∞ نویسیم کنیم. میصورت زیر تعریف میه را ب𝑥𝑖 = (𝑥𝑖,𝑘)𝑘=1
 که در آن  ∞

𝑥𝑖,1 = 𝑥𝑖,2 = ⋯ = 𝑥𝑖,(𝑛−1) = 0, 𝑥𝑖,𝑛 = 𝑒𝑖, 𝑥𝑖,𝑘 = 𝜑𝑛,𝑘(𝑒𝑖) (𝑘 > 𝑛). 

𝜑𝑛,𝑘بالا، همریختی  ۀدر رابط 𝜑𝑛,𝑘توجه کنید که منظور از  = 𝜑𝑘−1𝜑𝑘−2 ⋯ 𝜑𝑛  از𝐺𝑛  به𝐺𝑘 رض کنید است. ف

𝜂𝑛: 𝐺𝑛 → 𝐻𝑓𝑛
:𝜃𝑛و   𝐺𝑛 → 𝐻𝑔𝑛

برای  از آنجا که. باشند 𝑔 و 𝑓برای  5 کارگیری تعریفه دست آمده از به های بنگاشت 

1هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 ،𝒟(ℎ)(𝑥𝑖 + 𝐺0) = 𝒟(𝑘)(𝑥𝑖 + 𝐺0) ،طبیعی عدد گیریم کهنتیجه می 𝑙 ≥ 𝑓𝑛, 𝑔𝑛  ه باست موجود

𝜓𝑓𝑛,𝑙که طوری ∘ 𝜂𝑛(𝑒𝑖) = 𝜓𝑔𝑛,𝑙 ∘ 𝜃𝑛(𝑒𝑖) پس .𝜓𝑓𝑛,𝑙 ∘ 𝜂𝑛 = 𝜓𝑔𝑛,𝑙 ∘ 𝜃𝑛  و در نتیجه𝑆𝑓𝑛𝑙𝐹𝑛 = 𝑆𝑔𝑛𝑙𝐾𝑛 حال با .

 وفادار است. 𝒟ند. بنابراین ارزهم 𝑔و  𝑓گیریم که نتیجه می [2]مرجع  1112از گزاره  استفاده

:𝜑و یک تابعگون پر است. فرض کنید  𝒟دهیم حال نشان می 𝒟(𝐵) → 𝒟(𝐶)  ریختاری در رسته𝐃𝐆  باشد. باید یک

:ℎریختار  𝐵 → 𝐶  در رسته𝐁𝐃  پیدا کنیم که𝒟 (ℎ) = 𝜑فرض کنیمجا نیز استفاده میقبل را در این بنداری . نمادگذ .

:𝑛 ،𝜑𝑛کنید برای هر  𝐺𝑛 → 𝐺  و𝜓𝑛: 𝐻𝑛 → 𝐻 ه ب 5های کانونیک باشند که در ساختن حد مستقیم در تعریف همریختی

                                                           
15 full 
16 faithful 
17 essentially surjective 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
4-

28
 ]

 

                            11 / 25

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3196-en.html


 
 …و جبرها-*C بعد، هایگروه بین ایرسته ارتباط         

 
175 

Γآیند. بنابراین دست می = ⋃ 𝜑𝑛(Γ𝑛)
∞

𝑛=1
Λو   = ⋃ 𝜓𝑛(Λ𝑛)

∞

𝑛=1
یک گروه با تولید متناهی است، یک  𝐺𝑛. چون هر 

𝑛=1(𝑓𝑛)دنباله صعودی اکید
∞

𝑛 ،𝜑(𝜑𝑛(Γ𝑛))از اعداد طبیعی وجود دارد که برای هر    ⊆ 𝜓𝑓𝑛(Λ𝑓𝑛
. پس همریختی )نه (

:𝜃𝑛لزوماً یکتای(  𝐺𝑛 → 𝐻𝑓𝑛
𝜑𝜑𝑛وجود دارد که حافظ مقیاس و ترتیب است و    = 𝜓𝑓𝑛𝜃𝑛 )نمودار )نه لزوماً جابجایی .

 در نظر بگیرید: زیر را

          

جایی است. بنابراین هرا حذف کنیم، مستطیل باقیمانده نیز جاب 𝜃𝑛+1مربع سمت راست جابجایی است. همچنین اگر 

𝜓𝑓𝑛+1𝜃𝑛+1𝜑𝑛 = 𝜓𝑓𝑛+1𝜓𝑓𝑛,𝑓𝑛+1
𝜃𝑛 از آنجا که .𝐺𝑛 دد یک گروه با تولید متناهی است، ع𝑚𝑛 ≥ 𝑓𝑛+1  موجود است که 

𝜓𝑓𝑛+1,𝑚𝑛
𝜃𝑛+1𝜑𝑛 = 𝜓𝑓𝑛+1,𝑚𝑛

𝜓𝑓𝑛,𝑓𝑛+1
𝜃𝑛 = 𝜓𝑓𝑛,𝑚𝑛

𝜃𝑛 

𝐻𝑓𝑛به  𝐺𝑛هایی از به  عنوان نگاشت
𝑛=1(𝑓𝑛)توان دنباله دهد که می. این نشان می

𝑛=1(𝑓𝑛)دیگری )که با همان  ۀا با دنبالر ∞
∞ 

جابجایی باشد. پس دنباله صعودی اکید  𝑛دهیم( جایگزین کرد بطوریکه مربع سمت چپ در نمودار بالا، برای هر نمایش می

(𝑓𝑛)𝑛=1
:𝜂𝑛های حافظ ترتیب و مقیاس از اعداد طبیعی و همریختی ∞ 𝐺𝑛 → 𝐻𝑓𝑛

 ،𝑛 ≥ که طوریه بآوریم ، را بدست می1

𝜑𝜑𝑛 = 𝜓𝑓𝑛𝜂𝑛  و𝜂𝑛+1𝜑𝑛 = 𝜓𝑓𝑛,𝑓𝑛+1
𝜂𝑛 برای هر .𝑛 ≥  دهای صحیح و نامنفی وجود داربا درایه 𝐹𝑛، ماتریس یکتای 1

𝑓دهیم است. قرار می 𝐹𝑛همان نگاشت ضرب در  𝜂𝑛 ۀکه ضابط = ((𝐹𝑛)𝑛=1
∞

, (𝑓𝑛)𝑛=1
∞

توان صورت براحتی می. در این(

𝒟([𝑓])ریختار است و یک پیش 𝑓دید که  = 𝜑ین ا. بنابر𝒟 .یک تابعگون پر است 

(، [9] مرجع 212 ۀشن )قضی-هندلمن-بر قضیه افراس است. بنا 𝒟تنها چیزی که باقیمانده است، بررسی اساساً پوشا بودن 

های آبلی آزاد متناهیاً تولید شده در نظر گرفت توان یکریخت ترتیبی با حد مستقیمی از گروهرا می 𝐺دار مقیاس هر گروه بعد

در نظر گرفت. بنابراین  𝒟(𝐵)، یکریخت با 𝐵با استفاده از یک نمودار براتلی مناسب توان های اخیر را نیز میو هر یک از گروه

𝒟(𝐵) ≅ 𝐺 بنابراین تابعگون .𝒟  ًوشاست. حال بنابر مطالب بیان شده در بند قبل از این قضیه، پاساسا𝒟 ارزی یک هم

 ▪                                                                                                                           هاست.          رسته

 

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
4-

28
 ]

 

                            12 / 25

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3196-en.html


 
 1041اول، ، شماره نهم دوره ،های ریاضیوهشپژ         

 
 

176 

:𝒟تابعگون  .8 ۀنتیج 𝐁𝐃 → 𝐃𝐆 بندی کننده قوی است.طبقه یک تابعگون 

باشد. از طرفی، هر تابعگون پر و وفادار یک تابعگون یک تابعگون پر و وفادار می 𝒟)یا برهان آن(،  6 ۀبر قضی بنا برهان.

                                                                            ▪                             شود.               (. بنابراین حکم نتیجه می[2] مرجع 1215قوی است )بنابر لم  ۀبندی کنندطبقه

 

:𝑨تابعگون  𝐃𝐒 → 𝐀𝐅 

:𝐴در این بخش تابعگون  𝐃𝐒 → 𝐀𝐅 ۀهای دینامیکی مینیمال کانتور به رستاز رسته سیستم AF  جبرها را تعریف

باشد. این قضیه دارای دو بندی کننده نمیکه وفادار و طبقهپر است ی پادوردا دهیم که یک تابعگونکنیم و نشان میمی

بندی کننده بودن( ای آن را )مانند وفادار و طبقهکه، صرفِ پر بودن یک تابعگون، خواص دیگر رستهنتیجه است. اول این

یلی قوی است که است، یک مفهوم خ 12که در واقع همان تزویج 𝐃𝐒که، مفهوم یکریختی در رسته _دوم این دهد.نتیجه نمی

ارزی مداری( را تر از تزویج )مانند همشده است. مفاهیم ضعیف 𝐴بندی کننده نبودن تابعگون منجر به وفادار نبودن و طبقه

 در بخش بعد بررسی خواهیم کرد.

,𝑋)های متشکل از سه تایی 𝐃𝐒 ۀرست .9تعریف  𝜑, 𝑥)  است که(𝑋, 𝜑) ی یک سیستم مینیمال کانتور است )یعن𝑋  یک

:𝜑فضای متریک همسانریخت با مجموعه کانتور و  𝑋 → 𝑋  یک همسانریختی است( و𝑥   نیز عنصری از𝑋  است. یک ریختار

,𝑋)از یک شیء  𝐃𝐒 ۀدر رست 𝜑, 𝑥) به (𝑌, 𝜓, 𝑦)  یک نگاشت پیوسته𝛼: 𝑋 → 𝑌  است که𝛼𝜑 = 𝜓𝛼  و𝛼(𝑥) = 𝑦. 

یکی . است 𝐃𝐒تعریف شده است که معادل یکریختی دو شیء در رسته  19وارتزویج توپولوژیکی نقطه مفهوم [14]در مرجع 

و خواص  [14]کرد  نظیرتوان به هریک از آنها یک نمودار براتلی مرتب ها این است که میاز دلایل اهمیت این سیستم

 دینامیکی را روی این نمودار مشاهده و بررسی کرد.

,𝑋)به هر سیستم دینامیکی مینیمال کانتور  𝜑) توان یک میC*-22جبر حاصلضرب صلیبی 𝐶(𝑋) ⋊𝜑 ℤ مراجع نظیر کرد( 

:𝜑. در واقع، همسانریختی را ببینید( [19،19] 𝑋 → 𝑋 خودریختی ،𝐶(𝑋) → 𝐶(𝑋)  که را𝑓 را به𝑓 ∘ 𝜑−1  کندتصویر می ،

,𝑌)آید. اگر میکند و حاصلضرب صلیبی بدست عمل می 𝐶(𝑋)روی  ℤکند و در نتیجه گروه القا می 𝜓)  یک سیستم

:𝛼نگاشت پیوسته دینامیکی مینیمال کانتور دیگر باشد، هر  𝑋 → 𝑌  که𝛼𝜑 = 𝜓𝛼 * همریختی -نیز بطور طبیعی یک

𝐶(𝑌)یکدار از  ⋊𝜓 ℤ  به𝐶(𝑋) ⋊𝜑 ℤ کند که تحدید آن به القا می𝐶(𝑌) ۀبا ضابط 𝑔 ↦ 𝑔 ∘ 𝛼 بنابراین  کند.عمل می

                                                           
18 conjugacy 
19 pointed topological conjugacy 
20 crossed product C*-algebra 
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,𝑋)نگاشتی که هر  𝜑) را به 𝐶(𝑋) ⋊𝜑 ℤ های مینیمال کانتور به رستهسیستم ۀبرد یک تابعگون پادوردا از رستمی C*- جبرها

جا ینتوان تعریف کرد ولی در اها لزوماً مینیمال کانتور هم نیستند میکه سیستم تردر حالت کلی را باشد. )این تابعگونمی

 به آن نیازی نداریم.(

 کنیم.را تعریف می 𝐴ون در ادامه، تابعگ

,𝑋)فرض کنید  .14تعریف  𝜑, 𝑥)  یک شیء در رسته𝐃𝐒  .در اینصورت باشدC*-هایزیرمجموعه زیرجبر تولید شده توسط 

𝐶(𝑋)  و𝑢 ⋅ 𝐶0(𝑋 ∖ {𝑥}) از حاصلضرب صلیبی 𝐶(𝑋) ⋊𝜑 ℤ  را )که𝑢  عنصر یکانی متناظر با همسانریختی𝜑  در

𝐶0(𝑋 حاصلضرب صلیبی است و ∖ {𝑥})  نیز توابعی در𝐶(𝑋)  هستند که در𝑥 شوند( باصفر می 𝐴(𝑋, 𝜑, 𝑥) دهیم.نشان می 

,𝐴(𝑋، [18]مرجع  313 ۀبر قضی بنا 𝜑, 𝑥)  یکAF  جبر است. برای هر ریختار𝛼: (𝑋, 𝜑, 𝑥) → (𝑌, 𝜓, 𝑦)  در𝐃𝐒  نیز

𝐴(𝛼)  همریختی القا شده توسط -*را تحدید𝛼  از(𝐶(𝑌) ⋊𝜓 ℤ  به𝐶(𝑋) ⋊𝜑 ℤ به )𝐴(𝑌, 𝜓, 𝑦) رسته  گیریم.میAF 

 دهیم.نشان می 𝐀𝐅ها را با همریختی-*جبرها به همراه 

:𝐴تابعگون  .11 ۀقضی 𝐃𝐒 → 𝐀𝐅 باشد.بندی کننده مییک تابعگون پادوردای وفادار است که نه پر و نه طبقه 

𝒳1کنیم، یعنی اگر میرا بررسی  𝐴تعریفی تابعگون . ابتدا خوشبرهان = (𝑋, 𝜑, 𝑥)  و𝒳2 = (𝑌, 𝜓, 𝑦)  عناصری از𝐃𝐒 

:𝛼باشند و  𝒳1 → 𝒳2 همریختی القا شده توسط -*گاه یک ریختار باشد آن𝛼 زیرجبر ،𝐴(𝒳2)  را به𝐴(𝒳1) برد )و در می

در  𝜓)عنصر یکانی متناظر با  𝑢2شود و تصویر می 𝐶(𝑋)به توی  𝐶(𝑌)در واقع، چون  توان آن را تحدید کرد(.نتیجه می

𝐶(𝑌) ⋊𝜓 ℤ نیز به )𝑢1 شود، کافیست بررسی کنیم که تصویر می𝐶0(𝑌 ∖ {𝑦})  نیز به توی𝐶0(𝑋 ∖ {𝑥}) شود. تصویر می

𝑓برای هر  ∈ 𝐶0(𝑌 ∖ {𝑦}) داریم  

𝐴(𝛼)(𝑓)(𝑥) = (𝑓 ∘ 𝛼)(𝑥) = 𝑓(𝛼(𝑥)) = 𝑓(𝑦) = 0. 

𝐶0(𝑋در  𝑓پس تصویر  ∖ {𝑥})  است و در نتیجه𝐴: 𝐃𝐒 → 𝐀𝐅 تعریف است.خوش 

,𝛼وفادار است. فرض کنید  𝐴دهیم حال نشان می 𝛽: 𝒳1 → 𝒳2  ریختارهایی در𝐃𝐒  باشند که𝐴(𝛼) = 𝐴(𝛽) پس .

، هاکه این همریختی ال با استفاده از این نکتهبرابرند. ح 𝐶(𝑋)به  𝐶(𝑌)از  𝐴(𝛽) و 𝐴(𝛼)های یکدار همریختی-تحدیدهای *

همسانریخت  𝑌)که با  𝐶(𝑌)همسانریخت است( به فضای کاراکترهای  𝑋)که با  𝐶(𝑋)دو تابع پیوسته از فضای کاراکترهای 

𝛼در نتیجه  .و توضیحات قبل از آن را ببینید( [4] مرجع 112 ۀ)قضی هستند 𝛽و  𝛼د که همان نکناست( القا می = 𝛽  و𝐴 

 وفادار است.
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,𝑋)بندی نیست، فرض کنید یک تابعگون طبقه 𝐴که نشان دهیم برای این 𝜑)  و(𝑌, 𝜓)  دو سیستم مینیمال کانتور باشند

چنین  [12]بر  را ببینید( ولی مزدوج نیستند. بنا 21 ۀبرای تعریف، مطالب قبل از قضیارز مداری قوی هستند )که هم

𝑥وجود دارند. عناصر  هاییسیستم ∈ 𝑋  و𝑦 ∈ 𝑌 21کنیم. بنابر قضیه را به دلخواه انتخاب می ،AF  جبرهای𝐴(𝑋, 𝜑, 𝑥) 

,𝐴(𝑌و  𝜓, 𝑦)  یکریخت هستند. پس این دوAF  جبر در رسته𝐀𝐅 های ختند ولی سیستمییکر(𝑋, 𝜑, 𝑥)  و(𝑌, 𝜓, 𝑦)  در

,𝑋) هایمزدوج بودن سیستمته، یستند، زیرا یکریختی در این رسیکریخت ن 𝐃𝐒رسته  𝜑)  و(𝑌, 𝜓) دهدرا نتیجه می .

 بندی کننده نیست.طبقه 𝐴بنابراین 

ولی  استوفادار  𝐴جا که بندی کننده قوی است. از آن، هر تابعگون وفادار و پر، یک تابعگون طبقه[2]مرجع  1215بنابر لم 

 ▪                                                                              . باشدپر نمی 𝐴گیریم که کننده نیست، نتیجه میطبقه

 هم ارزی مداری

ارزی مداری قوی منسوب به جیوردانو، پاتنم ارزی مداری و همسازی هممشخص قضایایای از یک بیان رسته در این بخش

که علاوه بر حالت یکریختی، ریختارها نیز طوریه دهیم بمی آوریم و آنها را تعمیمدست میه ب (21و  15 قضایایو اسکاو )

 . (24و  22های )قضیه لحاظ شوند

 کنیم. برای هر سیستم مینیمال کانتورشوند یادآوری میهای مینیمال کانتور نظیر میهای بعدی که به سیستمابتدا گروه

(𝑋, 𝜑)  گروه جمعی توابع پیوسته از𝑋  بهℤ  را با𝐶(𝑋, ℤ)  دهیم که یک گروه مرتب است با مخروطمینمایش 

𝐶(𝑋, ℤ)+ = { 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋, ℤ) ∣∣ 𝑓 ≥ 0 }. 

,𝐶(𝑋دهیم که در واقع یک یکه ترتیبی برای نشان می 1را با نماد  1تابع ثابت  ℤ)  است. همسانریختی𝜑  یک خودریختی

𝜑∗  روی𝐶(𝑋, ℤ) هر تابع کند که القا می𝑓  را به𝑓 ∘ 𝜑−1 نگاشت  برد.میid − 𝜑∗  نیز یک همریختی روی𝐶(𝑋, ℤ) 

 شود. بنابرایننامیده می 𝜑 21مرز-دهیم که دوگاننمایش می 𝐵𝜑است. برد این همریختی را با 

𝐵𝜑 = { 𝑓 − 𝑓 ∘ 𝜑−1 ∣∣ 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋, ℤ) }. 

 گروه خارج قسمتی زیر را در نظر بگیرید

𝐾0(𝑋, 𝜑) =
𝐶(𝑋, ℤ)

𝐵𝜑
. 

                                                           
21 coboundry 
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,𝐾0(𝑋اگر  𝜑)+  را تصویر𝐶(𝑋, ℤ)+  تحت نگاشت خارج قسمتی𝐶(𝑋, ℤ) → 𝐾0(𝑋, 𝜑) زوج مرتب گاه بگیریم، آن

(𝐾0(𝑋, 𝜑), 𝐾0(𝑋, 𝜑)+)  نمایش داده  1تحت نگاشت خارج قسمتی )که با همان  1یک گروه بعد است و تصویر تابع ثابت

 .[14] شود( یک یکه ترتیبی برای آن استمی

,𝐺)های برای رسته سه تایی 𝐃𝐆1از نماد  نمادگذاری. 𝐺+, 𝑢) کنیم که استفاده می(𝐺, 𝐺+)  یک گروه بعد است و𝑢  یک

 نند.کمخروط و یکه ترتیبی را حفظ می که های گروهی هستندباشد. ریختارهای این رسته، همریختییکه ترتیبی برای آن می

,𝐺)یک گروه بعد  .11تعریف  𝐺+) جا منظور از یک آل غیربدیهی نداشته باشد که در اینگوییم هرگاه هیچ ایده ساده را

𝐽که بطوریاست  𝐺زیرگروهی از  𝐺از  𝐽آل ایده = 𝐽+ − 𝐽+ در آن )که 𝐽+ = 𝐽 ∩ 𝐺+ ) و برای هر𝑎 ∈ 𝐺  و هر𝑏 ∈ 𝐽 اگر ،

2 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏  آنگاه𝑎 ∈ 𝐽.  اگر𝐺  یک گروه ساده باشد و𝑢 تیبی باشد، عنصر یک یکه تر𝑎 ∈ 𝐺  گوییم  22بینهایت کوچکرا

𝜀𝑢−، داشته باشیم 𝜀هرگاه برای هر عدد گویای مثبت  ≤ 𝑎 ≤ 𝜀𝑢 جا اگر که در این𝜀 = 𝑝/𝑞 نامساوی گاه منظور ازآن 

𝑎 ≤ 𝜀𝑢  رابطه𝑞𝑎 ≤ 𝑝𝑢  است. مجموعه همه عناصر بینهایت کوچک را باInf(𝐺) دهیم که زیرگروهی از نشان می𝐺  است

 .[6] باشدمی 𝑢و مستقل از انتخاب عنصر یکه ترتیبی 

,𝑋)اگر  .13 مثال 𝜑)  یک سیستم مینیمال کانتور باشد آنگاه(𝐾0(𝑋, 𝜑), 𝐾0(𝑋, 𝜑)+) و نامتناهی یک گروه بعد ساده 

,𝐾0(𝑋)علاوه هر گروه بعد ساده غیر دوری نیز با یک ه ب و باشداست که دوری نمی 𝜑), 𝐾0(𝑋, 𝜑)+) یکریخت است 

,𝐾0(𝑋زیرگروه بینهایت کوچک  ،[12]مرجع  1311 ۀبنابر قضی همچنین .را ببینید( [12،14،12] )مراجع 𝜑)  برابر است با

Inf(𝐾0(𝑋, 𝜑)) = 𝑍𝜑/𝐵𝜑  که در آن 

𝑍𝜑 = {𝑓 ∈ 𝐶(𝑋, ℤ) ∣  ∀𝜇 ∈ 𝑃𝜑(𝑋) ∫ 𝑓𝑑𝜇
𝑋

= 0}. 

,𝑋)ای مینیمال کانتور هسیستم .01تعریف  𝜑)  و(𝑌, 𝜓)  گویند هرگاه یک همسانریختی  23ارز مداریهمرا𝛼: 𝑋 → 𝑌 

𝛼(orbit𝜑(𝑥))وجود داشته باشد که مدارها را حفظ کند، یعنی  = orbit𝜓𝛼(𝑥) برای هر ،𝑥 ∈ 𝑋مدار  ، که در آن

𝑥  تحت𝜑 برابر است با 

orbit𝜑(𝑥) = { 𝜑𝑛(𝑥) ∣∣ 𝑛 ∈ ℤ }. 

 دهد.ارزی مداری را نتیجه میوجه کنید که تزویج، همت

 است. [15]مرجع  214 ۀو قضی [12]مرجع  212 ۀقضیه مهم زیر، ترکیب قضی

                                                           
22 infinitesimal 
23 orbit equivalent 
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,𝑋)فرض کنید  .15 ۀقضی 𝜑)  و(𝑌, 𝜓) های زیر معادلند:دو سیستم مینیمال کانتور باشند. گزاره 

,𝑋)های سیستم -1 𝜑)  و(𝑌, 𝜓) ارز مداری هستند؛هم 

,𝐾0(𝑋های بعد گروه -2 𝜑)/Inf(𝐾0(𝑋, 𝜑))  و𝐾0(𝑌, 𝜓)/Inf(𝐾0(𝑌, 𝜓)) اند با نگاشتی که بییکریخت ترتی

 کند؛را حفظ مییکه ترتیبی 

:𝛼همسانریختی یک  -3 𝑋 → 𝑌 احتمال  بورل هایوجود دارد که اندازه𝜑–احتمال  بورل هایپایا را به اندازه𝜓– پایا

 برد؛می

4- C*- جبرهای 𝐶(𝑋) ⋊𝜑 ℤ  و𝐶(𝑌) ⋊𝜓 ℤ هستند. 24ارز اثریهم 

برای هر سیستم مینیمال کانتور  دهیم.فوق، ابتدا تعریف زیر را ارائه می ۀاز قضیای دست آوردن یک بیان رستهه برای ب

(𝑋, 𝜑)ۀ، مجموع 𝑃𝜑(𝑋) های بورل احتمال متشکل از همه اندازه𝜑– پایا𝜇  روی𝑋 ت، یعنی اس𝜇(𝜑(𝐸)) = 𝜇(𝐸) برای ،

 .𝑋از  𝐸هر زیرمجموعه بورل 

های مینیمال کانتور هستند. یک ریختار کنیم. اشیاء این رسته، سیستمرا بصورت زیر تعریف می 𝐃𝐒orbرسته  .16تعریف 

𝛼: (𝑋, 𝜑) → (𝑌, 𝜓)  در رسته𝐃𝐒orb یک نگاشت پیوسته ،𝛼: 𝑋 → 𝑌  است که𝑃𝜑(𝑋)𝛼−1 ⊆ 𝑃𝜓(𝑌) یعنی ،𝛼 های اندازه

 ود.شصورت ترکیب توابع تعریف میه برد. ترکیب دو ریختار نیز بپایا می–𝜓های بورل احتمال پایا را به اندازه–𝜑بورل احتمال 

𝐾Infتابعگون پادوردای 
0 : 𝐃𝐒orb → 𝐃𝐆1 تور برای هر سیستم مینیمال کان کنیم.صورت زیر تعریف میه را ب(𝑋, 𝜑)  قرار

 دهیممی

𝐾Inf
0 (𝑋, 𝜑) = 𝐾0(𝑋, 𝜑)/Inf(𝐾0(𝑋, 𝜑)) 

,𝐶(𝑋، این گروه با 13. با استفاده از مثال که یک گروه بعد ساده است ℤ)/𝑍𝜑  بطور طبیعی یکریخت است و بنابراین بعضی

𝐾Infگیریم. گروه بعد جاها آنها را یکی در نظر می
0 (𝑋, 𝜑) که به ترتیب تصویر  1مراه مخروط آن و یکه ترتیبی به ه𝐶(𝑋, ℤ)+ 

,𝐶(𝑋تجت نگاشت خارج قسمتی  1و تابع ثابت  ℤ) → 𝐶(𝑋, ℤ)/𝑍𝜑  هستند، یک شیء در رسته𝐃𝐆1  است. اثر𝐾Inf
روی  0

:𝛼شود، یعنی اگر طور طبیعی تعریف میه ریختارها نیز ب (𝑋, 𝜑) → (𝑌, 𝜓)  یک ریختار در𝐃𝐒orb گاه باشد آن

𝐾Inf
0 (𝛼): 𝐾Inf

0 (𝑌, 𝜓) → 𝐾Inf
0 (𝑋, 𝜑) کنیمصورت زیر تعریف می هرا ب 

𝐾Inf
0 (𝛼)(𝑓 + 𝑍𝜓) = 𝑓 ∘ 𝛼 + 𝑍𝜑, 𝑓 ∈ 𝐶(𝑌, ℤ). 

                                                           
24 tracially equivalent 
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𝑓تعریف است زیرا اگر تعریف فوق خوش ∈ 𝑍𝜓 گاه برای هر آن𝜇 ∈ 𝑃𝜑(𝑋)چون ، 𝜇𝛼−1 ∈ 𝑃𝜓(𝑌) ریمدا 

∫ 𝑓 ∘ 𝛼
𝑋

𝑑𝜇 = ∫𝑓
𝑌

𝑑(𝜇𝛼−1) = 0. 

𝑓پس  ∘ 𝛼 ∈ 𝑍𝜑 بنابراین .𝐾Inf
0 : 𝐃𝐒orb → 𝐃𝐆1 .یک تابعگون پادوردا است 

,𝑋)، دو سیستم مینیمال کانتور 15 ۀتوجه کنید که بنابر قضی 𝜑)  و(𝑌, 𝜓) ۀدر رست 𝐃𝐒orb ریختند اگر و تنها اگر یک

 شند.ارز مداری باهم

 شود نیاز داریم.نقل می [11]در ادامه به تعریف زیر که از 

,𝑋)فرض کنید  .71تعریف  𝜑)  .این سیستم که با  25گروه پریک سیستم مینیمال کانتور باشدFG(𝑋, 𝜑)  نشان داده

:𝑇های شود، مجموعه همه همسانریختیمی 𝑋 → 𝑋  است که یک تابع𝑛: 𝑋 → ℤ  با خاصیت𝑇(𝑥) = 𝜑𝑛(𝑥)(𝑥) ،𝑥 ∈ 𝑋 ،

,𝑋)موجود است. از مینیمال بودن  𝜑) شود که تابع نتیجه می𝑛: 𝑋 → ℤ  .را تابع  این تابعبا این خاصیت منحصر بفرد است

 نامند.یم 26تغییر زمان

,𝑋)فرض کنید  .18گزاره  𝜑)  و(𝑌, 𝜓)  دو سیستم مینیمال کانتور باشند و𝛼: 𝑋 → 𝑌 های نگاشتی پیوسته باشد. گزاره

 را در نظر بگیرید: زیر

 برد؛پایا می–𝜓های بورل احتمال پایا را به اندازه–𝜑های بورل احتمال اندازه 𝛼نگاشت  -1

𝑥برای هر  -2 ∈ 𝑋 ،𝛼(orbit𝜑(𝑥)) ⊇ orbit𝜓𝛼(𝑥). 

𝑇عنصر  -3 ∈ FG(𝑋, 𝜑) موجود است که 𝜓 ∘ 𝛼 = 𝛼 ∘ 𝑇. 

 دهد.یجه می( را نت2( و )1های )(، گزاره3صورت گزاره )در این

𝑘کنیم. برای هر ( را ثابت می2( برقرار باشد. ابتدا )3فرض کنید ) برهان. ∈ ℤ  داریم𝛼 ∘ 𝑇𝑘 = 𝜓𝑘 ∘ 𝛼 فرض کنید .

𝑥 ∈ 𝑋 هر عنصر .orbit𝜓𝛼(𝑥)  به شکل𝜓𝑘(𝛼(𝑥)) برای یک ،𝑘 ∈ ℤ.چون  ، است𝜓𝑘(𝛼(𝑥)) = 𝛼(𝑇𝑘(𝑥))  و

𝑇𝑘(𝑥) ∈ orbit𝜑(𝑥) پس ،𝜓𝑘(𝛼(𝑥)) ∈ 𝛼(orbit𝜑(𝑥)). 

 

                                                           
25 full group 
26 time change 
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:𝑛کنیم. فرض کنید ( را ثابت می1حال ) 𝑋 → ℤ  تابع تغییر زمان برای𝑇  باشد. برای هر𝑘 ∈ ℤ دهیمقرار می 

𝐴𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∣ 𝑛(𝑥) = 𝑘}. 

𝑋پیوسته است( و  𝑇𝑘است )چون  𝑋بسته از  ۀیک زیرمجموع 𝐴𝑘صورت در این = ⋃ 𝐴𝑘𝑘∈ℤ
= ⋃ 𝜑𝑘(𝐴𝑘)

𝑘∈ℤ
که این  

𝜈 دو مجزایند. حال فرض کنیده ب نیز دو ها𝜑𝑘(𝐴𝑘)دو مجزایند و ه ب ها دو𝐴𝑘ها مجزا هستند، یعنی اجتماع ∈ 𝑃𝜑(𝑋) .

𝜇را بصورت  𝑌روی  𝜇بورل  ۀانداز = 𝜈𝛼−1 دهیم کنیم. نشان میتعریف می𝜇 ∈ 𝑃𝜓(𝑌)د . فرض کنی𝐸  یک زیرمجموعه

𝑘باشد.  برای هر  𝑌بورل از  ∈ ℤ  داریم𝛼−1(𝜓−1(𝐸)) ∩ 𝐴𝑘 = 𝜑−𝑘(𝛼−1(𝐸)) ∩ 𝐴𝑘بنابراین . 

𝜇(𝜓−1(𝐸)) = 𝜈(𝛼−1(𝜓−1(𝐸)))                 

= ∑ 𝜈(𝛼−1(𝜓−1(𝐸)) ∩ 𝐴𝑘)

𝑘∈ℤ

= ∑ 𝜈(𝜑−𝑘(𝛼−1(𝐸)) ∩ 𝐴𝑘)

𝑘∈ℤ

= ∑ 𝜈(𝛼−1(𝐸) ∩ 𝜑𝑘(𝐴𝑘))   

𝑘∈ℤ

= 𝜈(𝜓−1(𝐸)) = 𝜇(𝐸).             

 

 ▪                                                                   ( برقرار است.1پایاست و در نتیجه )–𝜓یک اندازه احتمال  𝜇پس 

پوشاست )با استفاده از این نکته که مینیمال بودن معادل چگال  𝛼دهد که زاره فوق نتیجه می( در گ2توجه کنید که شرط )

( 2( از )1توانیم نتیجه شدن )بودن مدارهاست(. ممکن است هر سه شرط در گزاره فوق معادل باشند ولی در اینجا تنها می

 ینید.روی مدارها ثابت کنیم. لم زیر را بب 𝛼را با فرض یک به یک بودن 

,𝑋)فرض کنید  .19لم  𝜑)  و(𝑌, 𝜓)  دو سیستم مینیمال کانتور باشند و𝛼: 𝑋 → 𝑌 که برای طوریه نگاشتی پیوسته باشد ب

𝑥هر  ∈ 𝑋 ،𝛼(orbit𝜑(𝑥)) ⊇ orbit𝜓𝛼(𝑥) برای .𝑘 ∈ ℤ دهیمهر قرار می 

𝐴𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∣ 𝜓 ∘ 𝛼(𝑥) = 𝛼 ∘ 𝜑𝑘(𝑥)}, 

𝐵𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∣ 𝜓−1 ∘ 𝛼(𝑥) = 𝛼 ∘ 𝜑𝑘(𝑥)}. 

𝑃𝜑(𝑋)𝛼−1دو مجزا باشند. در اینصورت ه ب ها نیز دو𝐵𝑘ها دوبدو مجزا باشند و 𝐴𝑘فرض کنید  ⊆ 𝑃𝜓(𝑌) به خصوص اگر .

𝛼: 𝑋 → 𝑌  نگاشتی پیوسته باشد که روی هر مدار یک به یک است )یعنی برای هر𝑥 ∈ 𝑋  و هر𝑘, 𝑚 ∈ ℤ اگر ،

𝛼(𝜑𝑘(𝑥)) = 𝛼(𝜑𝑚(𝑥)) آنگاه 𝜑𝑘(𝑥) = 𝜑𝑚(𝑥)دهد.( را نتیجه می1( شرط )2گاه در گزاره قبل، شرط )( آن 
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بتدا می برهان. با 𝐵𝑘راحتی بررسی کرد که ه توان  = 𝜑−𝑘(𝐴−𝑘) ،𝑘 ∈ ℤ از طرف دیگر، چون برای هر .

𝑥 ∈ 𝑋،𝛼(orbit𝜑(𝑥)) ⊇ orbit𝜓𝛼(𝑥) ،  بنابراین𝑋 = ⋃ 𝐴𝑘𝑘∈ℤ
= ⋃ 𝐵𝑘𝑘∈ℤ

𝑋. پس  = ⋃ 𝐴𝑘𝑘∈ℤ
= ⋃ 𝜑𝑘(𝐴𝑘)

𝑘∈ℤ
 

گیریم ها مجزا هستند. حال با استدلالی مشابه استدلال ارائه شده در برهان گزاره قبل، نتیجه میکه این اجتماع

𝑃𝜑(𝑋)𝛼−1 ⊆ 𝑃𝜓(𝑌)ک بودن . برای قسمت دوم این لم، توجه کنید که یک به ی𝛼 دهد که روی هر مدار نتیجه می𝐴𝑘 ها

 ▪                      شود.قسمت دوم از قسمت اول نتیجه می دو مجزا هستند. بنابراین،ه ب ها نیز دو𝐵𝑘دو مجزاند و ه ب دو
𝐾Infتابعگون  .14 ۀقضی

0 : 𝐃𝐒orb → 𝐃𝐆1 اشد.باین تابعگون وفادار نمیعلاوه، ه بندی کننده و پر است. بیک تابعگون طبقه 

𝐾Infبندی کننده بودن طبقه برهان.
و این نکته که دو سیستم مینیمال کانتور  15 ۀ( در قضی2( و )1از معادل بودن موارد ) 0

𝐾Infدهیم حال نشان می شود.ارز مداری باشند، نتیجه مییکریخت هستند اگر و تنها اگر هم 𝐃𝐒orbدر رسته 
پر است. فرض  0

,𝑋)کنید  𝜑)  و(𝑌, 𝜓)  دو سیستم مینیمال کانتور باشند وℎ: 𝐾Inf
0 (𝑌, 𝜓) → 𝐾Inf

0 (𝑋, 𝜑)  ریختاری در رسته𝐃𝐆1  .باشد

:𝛼، یک تابع پیوسته [11]مرجع  912 ۀبنابر گزار 𝑋 → 𝑌  و یک عنصر𝑇 ∈ FG(𝑋, 𝜑)  وجود دارند که𝛼 ∘ 𝑇 = 𝜓 ∘ 𝛼  و

𝐾Infکند، یعنی را روی گروههای بعد خارج قسمتی القا می ℎهمریختی  𝛼اینکه 
0 (𝛼) = ℎ .12 ۀگزار با استفاده از ،

𝛼(orbit𝜑(𝑥)) ⊇ orbit𝜓𝛼(𝑥) 19. در نتیجه طبق تعریف ،𝛼  ریختاری در رسته𝐃𝐒orb  است. بنابراین𝐾Inf
یک  0

 تابعگون پر است.

𝐾Inf تابعگون دهیمحال نشان می
:𝛽فرض کنید  وفادار نیست. 0 (𝑋, 𝜑) → (𝑌, 𝜓)  یک ریختار در𝐃𝐒orb  باشد. برای هر

𝑇 ∈ FG(𝑋, 𝜑)  و هر𝑆 ∈ FG(𝑌, 𝜓) کنیمادعا می 

𝐾Inf
0 (𝑆 ∘ 𝛽 ∘ 𝑇) = 𝐾Inf

0 (𝛽). 

𝛼دهیم برای اثبات این ادعا قرار می = 𝑆 ∘ 𝛽 ∘ 𝑇 دهیم برای هر، برای اثبات تساوی فوق باید نشان 19. طبق تعریف 𝑓 ∈ 𝐶(𝑌, ℤ)، 

𝑓 داریم ∘ 𝛼 − 𝑓 ∘ 𝛽 ∈ 𝑍𝜑.  فرض کنید𝜇 ∈ 𝑃𝜑(𝑋) چون .𝜇 ای اندازه𝜑– ،پایا است𝑇–توان باشد زیرا میپایا نیز می

𝜓را به ازای  12 ۀگزار = 𝑇  و𝛼 = id𝑋  بکار برد و نتیجه گرفت که𝜇 ای اندازه𝑇– پایاست )توجه کنید که مینیمال بودن

𝜓  نیازی نیست(. همچنین چون  12در اثبات گزاره𝛽  ریختاری در رسته𝐃𝐒orb  است، پس𝜇𝛽−1 ای اندازه𝜓– پایاست و

 باشد. با استفاده از این مطالب داریم:پایا نیز می–𝑆در نتیجه 

∫ 𝑓 ∘ 𝛼
𝑋

𝑑𝜇 = ∫ 𝑓 ∘ 𝑆 ∘ 𝛽 ∘ 𝑇
𝑋

𝑑𝜇                              

= ∫ 𝑓 ∘ 𝑆 ∘ 𝛽
𝑋

𝑑𝜇 = ∫𝑓 ∘ 𝑆
𝑌

𝑑(𝜇𝛽−1)

= ∫𝑓
𝑌

𝑑(𝜇𝛽−1) = ∫ 𝑓 ∘ 𝛽
𝑋

𝑑𝜇.            
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𝑓پس  ∘ 𝛼 − 𝑓 ∘ 𝛽 ∈ 𝑍𝜑 دهد که این ادعا نشان می فوق برقرار است. ینتیجه ادعا. در𝐾Inf
وفادار نیست زیرا به فرض  0

𝐾Infخلف، فرض کنید 
,𝑋) وفادار باشد. همچنین فرض کنید 0 𝜑) دهیم یک سیستم مینیمال کانتور دلخواه باشد. قرار می

𝑌 = 𝑋 ،𝜓 = 𝜑 ،𝛽 = id𝑋  و𝑆 = 𝑇 = 𝜑 حال با استفاده از ادعای فوق و فرض وفاداری .𝐾Inf
𝑆داریم  0 ∘ 𝛽 ∘ 𝑇 = 𝛽 ،

𝜑2یعنی  = id𝑋  که با مینیمال بودن سیستم(𝑋, 𝜑) هر صورت مدار در تناقض است )زیرا در این𝑥 ∈ 𝑋  برابر است با

{𝑥, 𝜑(𝑥)}  که در𝑋 .)پس چگال نیست 𝐾Inf
                                                                                                                                                                  ▪                                                                          وفادار نیست. 0

:𝐾0در ادامه این بخش، تابعگون  𝐃𝐒sorb → 𝐃𝐆1 دست ه ای و تعمیمی از قضیه بعد بسازیم و یک بیان رستهرا می

 مینیمال کانتور سیستمدو  (.[12]مرجع 311کنیم )تعریف ارزی مداری قوی را یادآوری میابتدا مفهوم هم آوریم.می

(𝑋, 𝜑)  و(𝑌, 𝜓)  گویند هرگاه یک همسانریختی  29ارز مداری قویهمرا𝛼: 𝑋 → 𝑌  موجود باشد که مدارها را حفظ

𝑥کند )یعنی برای هر  ∈ 𝑋 ،𝛼(orbit𝜑(𝑥)) = orbit𝜓𝛼(𝑥)22دور-( و هر کدام از توابع دوگان 𝑚, 𝑛: 𝑋 → ℤ که با 

𝛼روابط  استفاده از ∘ 𝜑(𝑥) = 𝜓𝑛(𝑥) ∘ 𝛼(𝑥)  و𝛼 ∘ 𝜑𝑚(𝑥)(𝑥) = 𝜓 ∘ 𝛼(𝑥) ،𝑥 ∈ 𝑋شوند حداکثر یک ، تعریف می

 .([12]پیوسته باشد آنگاه این دو سیستم مزدوج خواهند شد 𝑚یا  𝑛نقطه ناپیوستگی داشته باشند. )توجه کنید که اگر 

 کنیم.نقل می [12]و  [14]مهم زیر را از  ۀقضی

,𝑋)فرض کنید  .11 ۀقضی 𝜑)  و(𝑌, 𝜓) های زیر معادلند:دو سیستم مینیمال کانتور باشند. گزاره 

,𝑋)های سیستم -1 𝜑)  و(𝑌, 𝜓) ارز مداری قوی هستند؛هم 

,𝐾0(𝑋گروههای مرتب  -2 𝜑)  و𝐾0(𝑌, 𝜓) کند؛اند با نگاشتی که یکه ترتیبی  را حفظ مییکریخت ترتیبی 

3- C*-جبرهای 𝐶(𝑋) ⋊𝜑 ℤ و 𝐶(𝑌) ⋊𝜓 ℤ یکریخت هستند؛ 

4- AF  جبرهای𝐴(𝑋, 𝜑, 𝑥)  و𝐴(𝑌, 𝜓, 𝑥)  )یکریخت هستند، به ازای یک )هر𝑥 ∈ 𝑋  و𝑦 ∈ 𝑌. 

های مینیمال کانتور بطوریکه یکریختی حاصل از آن، معادل دست آوردن تعریف مناسبی از ریختار بین سیستمه برای ب

 ز داریم.مداری قوی باشد، به لم زیر نیا ارزیهم

,𝑋)فرض کنید . 11لم  𝜑)  و(𝑌, 𝜓)  دو سیستم مینیمال کانتور باشند و𝛼: 𝑋 → 𝑌  نگاشتی پیوسته باشد که در مفروضات

:𝑚دور -کند. تابع دوگانصدق می 19لم  𝑋 → ℤ  را با رابطه𝜓−1 ∘ 𝛼(𝑥) = 𝛼 ∘ 𝜑𝑚(𝑥)(𝑥) ،𝑥 ∈ 𝑋کنیم. ، تعریف می

                                                           
27 strong orbit equivalent 
28 cocycle maps 
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𝐵𝜓صورت پیوستگی داشته باشد. در اینحداکثر یک نقطه نا 𝑚فرض کنید  ∘ 𝛼 ⊆ 𝐵𝜑 یعنی برای هر ،𝑔 ∈ 𝐵𝜓 داریم 

𝑔 ∘ 𝛼 ∈ 𝐵𝜑. 

,𝐶(𝑌جا که از آن برهان. ℤ)  با ترکیب خطی )با ضرایب صحیح( توابع مشخصه𝜒𝐸  که𝐸 ⊆ 𝑌  ،هم باز و هم بسته است

𝜒𝐸)ست نشان دهیم باشد، برای اثبات حکم کافیبرابر می − 𝜒𝐸 ∘ 𝜓−1) ∘ 𝛼 ∈ 𝐵𝜑 برای هر زیرمجموعه باز و بسته ،𝐸  از

𝑌 ابتدا توجه کنید که . 

(𝜒𝐸 − 𝜒𝐸 ∘ 𝜓−1) ∘ 𝛼 = 𝜒𝛼−1(𝐸) − 𝜒𝛼−1(𝜓(𝐸)). 

:𝑚دور -فرض کنید تابع دوگان 𝑋 → ℤ  در همه نقاط بجز احتمالاً در𝑥0 ∈ 𝑋  پیوسته باشد. برای هر𝑘 ∈ ℤ دهیمرار میق 

𝐵𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∣ 𝜓−1 ∘ 𝛼(𝑥) = 𝛼 ∘ 𝜑𝑘(𝑥)}. 

𝑋داریم  19لم بنابر قسمت اول برهان  = ⋃ 𝜑𝑘(𝐵𝑘)
𝑘∈ℤ

 𝑌باز و بسته از  ۀیک زیرمجموع 𝐸)اجتماع مجزا(. فرض کنید  

 دو حالت داریم. باشد.

𝑥0 حالت اول: ∉ 𝛼−1(𝜓(𝐸))در اینصورت . 

𝐾 : = {𝑘 ∈ ℤ ∣ 𝛼−1(𝐸) ∩ 𝜑𝑘(𝐵𝑘) ≠ ∅}     

= {𝑘 ∈ ℤ ∣ 𝜑−𝑘(𝛼−1(𝐸)) ∩ 𝐵𝑘 ≠ ∅}

= {𝑘 ∈ ℤ ∣ 𝛼−1(𝜓(𝐸)) ∩ 𝐵𝑘 ≠ ∅}.   

 

 𝛼−1(𝜓(𝐸))یک مجموعه متناهی است. بعلاوه چون  𝐾پیوسته است،  𝛼−1(𝜓(𝐸))روی مجموعه فشرده  𝑚چون تابع 

𝛼−1(𝜓(𝐸))باز است، مجموعه  ∩ 𝐵𝑘  نیز برای هر𝑘 ∈ ℤ .از طرف دیگر هر  باز است𝐵𝑘 باشد. بنابراین برای نیز بسته می

𝑘هر  ∈ ℤ مجموعه ،𝛼−1(𝐸) ∩ 𝜑𝑘(𝐵𝑘) باز و بسته است. داریم 

𝜒𝛼−1(𝐸) − 𝜒𝛼−1(𝜓(𝐸)) = 𝜒𝛼−1(𝐸) − ∑ 𝜒𝛼−1(𝜓(𝐸))∩𝐵𝑘

𝑘∈𝐾

                                

= 𝜒𝛼−1(𝐸) − ∑ 𝜒𝜑−𝑘(𝛼−1(𝐸)∩𝜑𝑘(𝐵𝑘))

𝑘∈𝐾

                     

= ∑ 𝜒𝛼−1(𝐸)∩𝜑𝑘(𝐵𝑘)

𝑘∈𝐾

− ∑ 𝜒𝜑−𝑘(𝛼−1(𝐸)∩𝜑𝑘(𝐵𝑘))

𝑘∈𝐾

= ∑(𝜒𝛼−1(𝐸)∩𝜑𝑘(𝐵𝑘) − 𝜒𝜑−𝑘(𝛼−1(𝐸)∩𝜑𝑘(𝐵𝑘)))

𝑘∈𝐾

.    

 

𝑘و هر  𝑋از  𝐴توجه کنید که برای هر زیرمجموعه باز و بسته  ∈ ℤ تابع ،𝜒𝐴 − 𝜒𝜑−𝑘(𝐴)  در𝐵𝜑 های بالا است. حال تساوی

𝜒𝛼−1(𝐸)دهد که نشان می − 𝜒𝛼−1(𝜓(𝐸)) ∈ 𝐵𝜑. 
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𝑥0 دوم:حالت  ∈ 𝛼−1(𝜓(𝐸))صورت به ازای. در این 𝐹 = 𝑋 ∖ 𝐸  داریم𝑥0 ∉ 𝛼−1(𝜓(𝐹)) .حالت اول بنابراین از 

𝜒𝛼−1(𝐹)گیریم که نتیجه می − 𝜒𝛼−1(𝜓(𝐹)) ∈ 𝐵𝜑 از طرف دیگر، داریم . 

𝜒𝛼−1(𝐸) − 𝜒𝛼−1(𝜓(𝐸)) = −(𝜒𝛼−1(𝐹) − 𝜒𝛼−1(𝜓(𝐹))). 

𝜒𝛼−1(𝐸)بنابراین  − 𝜒𝛼−1(𝜓(𝐸)) ∈ 𝐵𝜑 .و اثبات کامل است                                                                    ▪ 

تند. کانتور هسمینیمال  دینامیکی هایسیستم ۀکنیم. اشیاء این رسترا بصورت زیر تعریف می 𝐃𝐒sorb ۀرست .13تعریف 

:𝛼 یک ریختار (𝑋, 𝜑) → (𝑌, 𝜓)  پیوسته  تابعدر این رسته یک𝛼: 𝑋 → 𝑌  است که𝐵𝜓 ∘ 𝛼 ⊆ 𝐵𝜑 یعنی برای هر ،

𝑔 ∈ 𝐵𝜓 ،𝑔 ∘ 𝛼 ∈ 𝐵𝜑 تابعگون .𝐾0: 𝐃𝐒sorb → 𝐃𝐆1 کنیم. برای هر سیستم مینیمال کانتور را بصورت زیر تعریف می

(𝑋, 𝜑)دهیمبتدای این بخش قرار می، همانند ا 𝐾0(𝑋, 𝜑) = 𝐶(𝑋, ℤ)/𝐵𝜑 ،بنابر مطالب ابتدای این بخش .

(𝐾0(𝑋, 𝜑), 𝐾0(𝑋, 𝜑)+, :𝛼است. اگر  𝐃𝐆1عضوی از رسته  (𝟏 (𝑋, 𝜑) → (𝑌, 𝜓)  ریختاری در رسته𝐃𝐒sorb  ،باشد

:𝐾0(𝛼)همریختی  𝐾0(𝑌, 𝜓) → 𝐾0(𝑋, 𝜑) کنیمصورت زیر تعریف میه ا بر 

𝐾0(𝛼)(𝑔 + 𝐵𝜓) = 𝑔 ∘ 𝛼 + 𝐵𝜑, 𝑔 ∈ 𝐶(𝑌, ℤ). 

𝐵𝜓توجه کنید که چون  ∘ 𝛼 ⊆ 𝐵𝜑تعریف است، یعنی وابسته به نماینده ، همریختی فوق خوش𝑔  .نیست 

:𝐾0. تابعگوی پادوردای 10 ۀقضی 𝐃𝐒sorb → 𝐃𝐆1 است.بندی کننده یک تابعگون طبقه 

,𝑋)فرض کنید  برهان. 𝜑)  و(𝑌, 𝜓)  دو سیستم مینیمال کانتور باشند که𝐾0(𝑋, 𝜑) ≅ 𝐾0(𝑌, 𝜓) ۀدر رست 𝐃𝐆1 باید .

:𝛼نشان دهیم یک یکریختی  (𝑋, 𝜑) → (𝑌, 𝜓)  در رسته𝐃𝐒sorb  وجود دارد، یعنی یک همسانریختی𝛼: 𝑋 → 𝑌  که

𝐵𝜓 ∘ 𝛼 = 𝐵𝜑های ، سیستم21قضیه بر  . ابتدا بنا(𝑋, 𝜑)  و(𝑌, 𝜓) ارز مداری قوی هستند. پس یک همسانریختی هم

𝛼: 𝑋 → 𝑌 دور آن )یعنی -کند و هر کدام از توابع دوگانوجود دارد که مدارها را حفظ می𝑚, 𝑛: 𝑋 → ℤ حداکثر یک )

𝑥جا که برای هر از آن ناپیوستگی دارد. ۀنقط ∈ 𝑋  داریم𝜓 ∘ 𝛼(𝑥) = 𝛼 ∘ 𝜑𝑚(𝑥)(𝑥) گیریم نتیجه می 22، از لم

𝐵𝜓−1 ∘ 𝛼 ⊆ 𝐵𝜑 چون .𝐵𝜓−1 = 𝐵𝜓 پس ،𝐵𝜓 ∘ 𝛼 ⊆ 𝐵𝜑 .برای هر علاوهه ب ،𝑥 ∈ 𝑋 ،𝛼 ∘ 𝜑(𝑥) = 𝜓𝑛(𝑥) ∘ 𝛼(𝑥) .

𝑦بنابراین برای هر  ∈ 𝑌 داریم 

𝜑 ∘ 𝛼−1(𝑦) = 𝛼−1 ∘ 𝜓𝑛(𝛼−1(𝑦))(𝑦). 

𝑚توجه کنید که تابع  ∘ 𝛼−1: 𝑌 → ℤ  گیریم نتیجه می 22نیز حداکثر یک نقطه ناپیوستگی دارد. با استفاده مجدد از لم

𝐵𝜑−1 ∘ 𝛼−1 ⊆ 𝐵𝜓 بنابراین .𝐵𝜑 ∘ 𝛼−1 ⊆ 𝐵𝜓  زیرا(𝐵𝜑−1 = 𝐵𝜑 .)پس 𝐵𝜓 ∘ 𝛼 = 𝐵𝜑  است.  اثبات کاملو      ▪                                              

:𝐾0خواص دیگر تابعگون  𝐃𝐒sorb → 𝐃𝐆1 .مانند پر یا وفادار بودن، ناشناخته هستند 
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