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Introduction 
An important topic in options is its valuation. There are various 
mathematical models for option pricing, the most common and famous of 
which is the classical Black-Scholes model. But this model fails to show 
some market phenomena such as heavy tails, leptokurtic, volatility 
clustering, volatility skew, volatility smile and long memory. For this 
reason, in this work we intend to use the CEV model, which is used to show 
the implied volatility smile phenomenon in the market. Empirical evidence 
shows that in the market, as the volatility of the stock price increases, the 
stock price decreases. In 1975, Cox first introduced the following CEV 
model to show this inverse relationship between stock price and volatility 
 
 
 
Using Ito's lemma, the following partial differential equation results from 
the stochastic differential equation (1): 
 
 
 
 
Equation (2) cannot show the memory effect in financial markets and can 
only show the inverse relationship between the stock price and its 

volatility. Therefore, we replace the time derivative 
డ௏

డ௧
 with the fractional 

derivative 
డഀ௏

డ௧ഀ
 in equation (2) under the assumption that the change in the 

option value follows a fractal transmission system. So that both the effect 
of the memory process and the inverse relationship between the stock price 
and its volatility, which are two important phenomena in financial markets, 
are considered simultaneously. Finally, the following fractional differential 
equation is obtained: 
 
 
 
 
Equation (5) does not have a closed form solution. Therefore, we seek to 
determine the option price using a numerical method. In this paper, we 
intend to use a numerical method based on MLPG to solve the time-
fractional Black-Scholes equation (5). 
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Material and methods 
In this paper, we first use the MLPG method to discretize space. Then, we 
use implicit finite difference method to discretize time. In the following, 
we analyze the stability of the implicit finite difference method and 
MLPG2 using the matrix method. 

Results and discussion 
We present various numerical results to evaluate the proposed MLPG 
approach. Then we compare the proposed method with other methods such 
as finite differences, binomial, and closed form solution for European 
options. The reported results demonstrate that there is a good agreement 
between approximate solution and exact solution. 

Conclusion 
In this paper, we numerically valued a European option whose stock price 
dynamics follows the CEV model and the change in option value follows 
a fractal transmission system. To numerically solve the time-fractional 
Black-Scholes equation, we used the MLPG2 and implicit finite 
differences methods to discretize the option value and the time variable, 
respectively. The shape functions in the MLPG2 method are selected based 
on the moving kriging interpolation approach, which have the Kronecker 
delta property, and the Kronecker delta function is the test function. Also, 
we checked the stability of the proposed method using the matrix method 
and the stability analysis provides the relationship between the largest 
eigenvalue of the matrix and different parameters. The method proposed in 
the article can be used to value other options, including American and 
barrier options with time-dependent parameters which, for their numerical 
solution, it is enough to implement the theory proposed in the spatial 
discretization and time discretization section on equation (9). The only 
difference in the valuation of different options is in the boundary 
conditions (3) that each option has its own boundary conditions. 
 

How to cite: Rezaei, M., Yazdanian, A. (2023). The Meshless Local Petrov-Galerkin Method with Moving Kriging 
Interpolation for Pricing European Options under Time-Fractional Black-Scholes Equation. 
Mathematical Researches, 9 (2), 220 - 242.  

 
                               © The Author(s)                                                                        Publisher: Kharazmi University 



 

 براي متحرك كريگينگ درونيابي با بنديكهبش بدون موضعي گالركين-پترو روش

  كسري-زمان شولز-بلك معادله تحت اروپايي اختيار گذاريارزش 

  2يزدانيان رضا احمد، 1رضايي مريم

   rezaei.mirar@yahoo.com :پست الكترونيكي .ايران ،تهران ،خوارزمي دانشگاه ،مالي علوم دانشكده ،مالي رياضيات گروه .1
  yazdanian@khu.ac.ir :پست الكترونيكي .ايران ،تهران ،خوارزمي دانشگاه ،مالي علوم دانشكده ،مالي رياضيات گروه مسئول، ويسندةن .2

  
 چكيده       اطلاعات مقاله

 
  مقاله پژوهشينوع مقاله: 

  
  
 06/06/1400 :افتيدر خيتار

  18/10/1401: بازنگري خيتار
  26/01/1402: رشيپذ خيتار
  31/06/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
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   ،كسري-زمان شولز-بلك معادله
 بدون موضعي گالركين-پترو روش
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  .متحرك كريگينگ درونيابي

 ،(CEV) 1يابد. مدل الاستيسيته ثابت واريانسدر بازارهاي مالي با افزايش قيمت سهام، نوسانات آن كاهش مي
است.  هاي مالييك مدل مناسب براي نشان دادن اين رابطه معكوس بين قيمت سهام و نوسانات آن در بازار

تواند اثر كند. اما اين مدل نميتبعيت مي CEV كنيم كه ديناميك قيمت سهام از مدلدر اين مقاله فرض مي
، ابزارهاي مناسبي براي توصيف با توجه به اينكه مشتقات كسريد. را در بازارهاي مالي نشان ده 2روند حافظه

توانند به خوبي تفسير و بيان كنند. معامله را مي هاي وراثتي موجود در اختيارهاي، ويژگياثر حافظه هستند
پيروي كند،  3، تحت اين فرض كه تغيير در ارزش اختيار معامله از يك دستگاه انتقال فركتالبنابراين
-شولز زمان-هدف اصلي اين مقاله، حل عددي معادله بلكم. كنيگذاري اختيار اروپايي را بررسي ميارزش

متناهي غيرصريح،  تتفاضلا و (MLPG) 4يبندگالركين موضعي بدون شبكه-پتروهاي كسري مبتني بر روش
 (MLPG2) نوع دو MLPG سازي ارزش اختيار و متغير زمان است. در اين مطالعه،ترتيب، براي گسستهبه

براي ساخت توابع شكل كه داراي خاصيت دلتاي كرونكر هستند،  5براساس روش درونيابي كريگينگ متحرك
همچنين، پايداري روش پيشنهاد شده را با استفاده از  افته است و دلتاي كرونكر، تابع آزمون است.توسعه ي

  دهند.هاي عددي، دقت و كارايي روش را نشان ميكنيم. مثالروش ماتريسي بررسي مي

 
 گذاريارزش براي متحرك كريگينگ درونيابي با بنديكهبش بدون موضعي گالركين-پترو روش). 1402(يزدانيان، احمدرضا؛  ؛مريم ،رضايي: استناد

  .242 – 220)، 2( 9، هاي رياضيپژوهش. كسري-زمان شولز-بلك معادله تحت اروپايي اختيار
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 مقدمه

ترين مشتقات در بازار مالي هست و به خاطر خاصيت اهرمي كه دارد هم در بازار صعودي و اختيار معامله يكي از گسترده
ختيار ا توان اختيار اروپايي،شود. از جمله اين اختيارهاي معامله ميهم در بازار نزولي براي كاهش ريسك پرتفو استفاده مي

گذاري را نام برد. يك مبحث مهم در اختيار معامله، بحث ارزش 7نگرو اختيار گذشته ،6مانع اختيارآمريكايي، اختيار آسيايي، 
ترين آنها، مدل ترين و معروفگذاري اختيار معامله وجود دارد كه متداولهاي رياضي مختلفي براي ارزش. مدلاستآن 
، ]8[ 8هاي سنگينهاي بازار مانند خصوصيات دماز پديدهشولز كلاسيك هست. اما اين مدل در نشان دادن برخي -بلك

و حافظه ] 7[  12پذيريلبخند نوسان ،]10[ 11پذيريانحراف نوسان، ]4[ 10پذيرياي بودن نوسانخوشه، ]23[ 9لپتوكورتيك
استفاده كنيم كه براي نشان دادن پديده  CEV ، در اين كار قصد داريم از مدلجهت از اين. ناتوان است ]6[ 13طولاني

قيمت  پذيريدهد كه در بازار با افزايش نوسانشود. شواهد تجربي نشان ميپذيري ضمني در بازار استفاده ميلبخند نوسان
را معرفي كرد تا اين رابطه معكوس  CEV براي اولين بار مدل 14، كاكس1975يابد. در سال سهام، قيمت سهام كاهش مي

  ]7[ پذيري آن نشان دهدبين قيمت سهام و نوسان را
  

 

  
در سرتاسر  ௧ܵ تغيير در قيمت سهام ௧ܵ݀ حركت براوني استاندارد است. ሻݐሺܹ نرخ بهره بدون ريسك و ݎ جايي كه

ሺܵ௧ሻߪ. است ݐ݀ نموهاي كوچك زمان ൌ ௧ܵߜ
ఉ  پارامتر  ߜ پذيري والاستيسيته نوسان ߚ، 15يپذيري محلنوسانتابع

ݐ در زمان 16ايلحظه مقياس ثابت نوسان اوليه ൌ ሺ0ሻߪሺ دهدرا نشان مي 0 ൌ ሺܵሺ0ሻሻߪ ൌ پارامتر مهم . ఉሺ0ሻሻܵߜ
كه در  كند. توجه كنيدپذيري و قيمت سهام را كنترل ميپذيري است كه رابطه بين نوسانمدل فوق، الاستيسيته نوسان

ߚت حال ൐ ܵ پذيري محلي زماني كهتابع نوسان، 0 → ൅∞ ،ߚ، ماند. بنابراينكراندار باقي نمي ൏ گيريم در نظر مي 0
طور يابد. مدل فوق بهكاهش مي ሺܵሻߪ كند،ماند و هنگامي كه قيمت سهام افزايش پيدا ميكراندار باقي مي ሺܵሻߪ كه

اختيارهاي ، ]28[، ]12[ ها استفاده شده است از جمله: تعيين ارزش اختيارهاي آمريكاييگسترده در بسياري از زمينه
يافته تعميم يك مدل] 26[ علاوه بر اين، در .]5[رنگو اختيارهاي گذشته ،]2[، ]24[ اختيارهاي مانع، ]13[، ]19[ آسيايي
CEV در اين مقاله، ديناميك ارزش دارايي پايه به ه استتعيين ارزش اختيار مانع دوگانه اروپايي به كار گرفته شد براي .

                                                            
6 Barrier option 
7 Lookback option 
8 Heavy tails 
9 Leptokurtic 
10 Volatility clustering 
11 Volatility skew 
12 Volatility smile 
13 Long memory 
14 Cox 
15 Local volatility function 
16 Scale parameter fixing the initial instantaneous volatility 

)1(  ݀ܵ௧ ൌ ݐ௧݀ܵݎ ൅ ௧ܵߜ
ఉାଵܹ݀ሺݐሻ,  
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ߚ شود. در حالت خاص، وقتي كهنظر گرفته ميدر  )1(ل كمك مد ൌ ሺܵሻߪ پذيريتابع نوسانباشد  0 ൌ ثابت  ఉܵߜ
منتج به معادله  17وهندسي خواهد بود كه به كمك لم ايتهمان مدل حركت براوني  )1( است و معادله ديفرانسيل تصادفي

  آيد:دست ميمعادله ديفرانسيل جزئي زير به ،در غير اين صورت شودشولز استاندارد مي-ديفرانسيل بلك
  
 

  
,ሺܸܵ جايي كه است. شرايط نهايي و مرزي براي اختيار  ݐ در لحظه ܵ ارزش اختيار اروپايي با قيمت دارايي پايهبيانگر  ሻݐ

  اند از:ترتيب، عبارتخريد و فروش اروپايي، به
  
 

  و
  
  
 
و فقط  تواند اثر حافظه را در بازارهاي مالي نشان دهدنمي )2( ياست. معادله 18در روابط فوق بيانگر قيمت توافقي ܭ
است كه  19. اثر حافظه شامل اختلال و روند حافظهآن را نشان دهد معكوس بين قيمت سهام و نوساناتتواند رابطه مي

تواند براي مطالعه روند حافظه كند و نمياختلال حافظه را توصيف مي، 20معادله ديفرانسيل تصادفي با حركت براوني كسري
استفاده از مشتق كسري توصيف خواهيم كرد كه از ديگر قيمت سهام استفاده شود. بنابراين، فرآيند روند حافظه را با 

డ௏ن مشتق زما، )2( ي، در معادله. بنابراين]25[ ،]27[ ابزارهاي مؤثر براي توصيف اثر حافظه است

డ௧
డഀ௏ي مشتق كسربا  

డ௧ഀ
، 

را ] 14[( كنيمجايگزين مياين فرض كه تغيير در ارزش اختيار معامله از يك دستگاه انتقال فركتال پيروي كند، تحت 
كه دو پديده مهم در بازارهاي مالي  معكوس بين قيمت سهام و نوسانات آن، تا هم اثر روند حافظه و هم رابطه ببينيد)

  شود:معادله ديفرانسيل كسري زير حاصل مي هايت،. درندر نظر گرفته شوند هستند، همزمان با هم

 

 

డഀ௏ جايي كه

డ௧ഀ
  شود:است و به صورت زير تعريف مي 21ليوويل اصلاح شده-مشتق ريمان، 

  
                                                            
17 Itoො Lemma 
18 Strike price 
19 Noise and trend memory 
20 Fractional Brownian motion 
21 Modified Riemann-Liouville derivative 
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ݐ به كمك تغيير متغير ൌ ܶ െ ترتيب براي اختيار خريد و فروش به )4( و )3( با شرايط نهايي و مرزي )5( يمعادله، ߬
كارگيري تغيير با به )5( يدر معادله شود. هر يك از مشتقات جزئي ظاهر شدهتبديل مي 22، به مسأله مقدار اوليهاروپايي
ݔ	 متغير ൌ lnሺܵሻ و ܸሺܵ, ሻݐ ൌ ܷሺݔ, ߬ሻ :به صورت زير تغيير خواهد كرد  

  
  
  
 

  
  
 

  
  

ఛఈ଴ܦ
஼ ܷሺݔ, ߬ሻ تابع 23كاپوتوي مشتق كسري ܷሺݔ, ߬ሻ 5( يرا در معادله )8(و ) 7(، )6( است. اكنون مشتقات جزئي( 
  كنيم و داريم:جايگذاري مي

  
  
  

  ترتيب براي اختيار خريد و فروش اروپاييبا شرايط اوليه و مرزي زير، به
  
  
 

  و

                                                            
22 Initial value problem 
23 Caputo fractional derivative 
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ܷሺݔ୫୧୬, ߬ሻ ൌ 0, lim
ௌ→௫ౣ౗౮

ܷሺݔ୫ୟ୶, ߬ሻ ൌ ݁௫ െ ,௥ఛି݁ܭ 0 ൏ ߬ ൏ ܶ, 

൝
ܷሺݔ, 0ሻ ൌ maxሺܭ െ ݁௫, 0ሻ , ୫୧୬ݔ ൏ ݔ ൏ ,୫ୟ୶ݔ

ܷሺݔ୫୧୬, ߬ሻ ൌ ,௥ఛି݁ܭ lim
ௌ→௫ౣ౗౮

ܷሺݔ୫ୟ୶, ߬ሻ ൌ 0, 0 ൏ ߬ ൏ ܶ. 
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୫୧୬ݔ ൌ െ lnሺ4ܭሻ ݔ و୫ୟ୶ ൌ lnሺ4ܭሻ با استفاده بنابراينجواب به فرم بسته ندارد.  )9( يگيريم. معادلهدر نظر مي ،
گذاري اختيار مانع دوگانه براي ارزش )9( يروش عددي به دنبال تعيين ارزش اختيار معامله هستيم. پيشتر معادلهاز يك 

ه زمان صورت وابسته بشود و پارامترها بهاروپايي به كمك طرح تفاضلي غيرصريح در حالتي كه سود تقسيمي پرداخته مي
-براي حل معادله بلك MLPG قصد داريم از يك روش عددي مبتني بردر اين مقاله، ]. 24[ه است هستند، بكار برده شد

پذيري آنها در حل مسائل بندي، به دليل انعطافهاي اخير، روش بدون شبكهاستفاده كنيم. در دهه )9( كسري-شولز زمان
الايي تواند دقت بمي بندي ندارد واين روش نيازي به شبكه. علوم كاربردي و مهندسي، مورد توجه بسياري قرار گرفته است

توانند اضافه شوند. علاوه بر اين، روش راحتي ميها بههايي كه اصلاح بيشتري لازم است، گرهايجاد كند، زيرا در ناحيه
سته هاي بدون شبكه در سه دتواند توابع شكل مرتبه بالا را بسازد. براساس فرم دستگاه معادله، روشبندي ميبدون شبكه

بندي مبتني بر فرم قوي دستگاه معادلات است كه در آنها هاي بدون شبكهشوند. دسته اول شامل روشبندي ميطبقه
روش ، ]15[ متناهي كلي تشود، مانند روش تفاضلاسازي مستقيماً از معادلات ديفرانسيل حاكم انجام ميگسسته

بندي هاي بدون شبكهدسته دوم شامل روش بندي.محلي بدون شبكههاي همو ساير روش ]17[ هيدروديناميكي ذرات روان
 ايروش درونيابي نقطه، ]1[ MLPG روش]، 3[ مبتني بر فرم ضعيف دستگاه معادلات مانند روش گالركين بدون عنصر

هاي ضعيف و قوي است، مانند بندي مبتني بر تركيب فرمهاي بدون شبكهو غيره است. دسته سوم مربوط به روش ]16[
 بندي در انتخاب تكنيك درونيابي است.هاي بدون شبكهبندي. تفاوت عمده در اين روشقوي بدون شبكه-ضعيفروش فرم 

بندي و براساس اين روش، يك روش بدون شبكه. ]1[ ه استكشف شد 24براي اولين بار توسط آتلوري و زو MLPG روش
 است. روش (MLS) 25كين مربعات متحردامنه موضعي و تقريب كمتر-فرم ضعيف محاسبه شده در سرتاسر يك زير

MLPG ش هايي است كه در آن از روترين روشيكي از مناسبMLS شود. اگرچه براي ساخت توابع شكل استفاده مي
براي بسياري از مسائل به كار رفته است، اما يك ضعف در هنگام استفاده از اين روش به دليل اشكال در  MLPG روش

فاقد خاصيت دلتاي كرونكر هستند. بنابراين براي غلبه بر  MLS وجود دارد زيرا توابع شكلاجراي شرايط مرزي ضروري 
اي در دامنه پشتيباني اين رويكرد از مقادير گره. ]32[ رويكرد درونيابي كريگينگ متحرك پيشنهاد شده است، اين مشكل

ائل نين، رويكرد درونيابي كريگينگ براي مسكند. همچمحلي براي ساخت توابع شكل با خاصيت دلتاي كرونكر استفاده مي
مبني بر درونيابي كريگينگ متحرك  MLPG كند. برخي مطالعات انجام شده به كمك روشكاربردي به خوبي كار مي

  .بينيدمي ]22[ و ]21[ براي تعيين ارزش اختيار معامله در
پردازيم. هاي آن ميريگينگ متحرك و خاصيت، به تشريح توابع شكل ك2دهي مقاله بدين شرح است: در بخش سازمان

، 5انجام خواهيم داد. در بخش  ݐ و ܵ ترتيب، نسبت به متغير، به4و  3هاي سازي معادله حاكم را در بخشسپس، گسسته
سرانجام، دهيم. كارگيري روش را ارائه ميه ، نتايج عددي حاصل از ب6پايداري روش را بررسي خواهيم كرد. در بخش 

  د.گيري و پيشنهادهايي براي تحقيقات آتي ارائه خواهد شنتيجه

                                                            
24 Atluri and Zhu 
25 Moving least squares 
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  توابع شكل كريگينگ متحرك
 درونيابي كريگينگ متحرك

 28و استخراج معدن 27شناسيشناخته شده براي درونيابي فضائي در زمين 26درونيابي كريگينگ، يك تكنيك زمين آماري
Ω௫ دامنه-تواند براي هر زيرمتحرك ميرويكرد كريگينگ ، MLS مشابه با. ]28[ است ⊆ Ω توسعه داده شود. تحت 

صورت زير  دامنه، تقريب موضعي به-تقريب زده شود. براي هر زير ሻݔ௛ሺݑ تواند بامي Ωه در دامنه مسأل ሻݔሺݑ تابع، ]9[
   تواند تعريف شود:مي
  
 يا

  
  
෡ܷ كه ൌ ሾݑොሺݔଵሻ, ,ଶሻݔොሺݑ … , 1 يك بردار ሻݔΦሺ است. Ω يك مقدار برداري از تابع در دامنه ேሻሿ்ݔොሺݑ ൈ از  ܰ

  شود:صورت زير تعريف مياست كه به 29توابع شكل كريگينگ متحرك
  
  
  

  شود:هاي زير تعيين ميصورتبه ܤ و ܣ هايماتريس
  
  
  
ܰ ماتريس واحد ܫ كه ൈ بيانگر تعداد  ݉( اي داده شده زير استتابع پايه ݉ اي بايك بردار چندجمله ሻݔሺ݌ است و ܰ

  اي است):توابع پايه
  
  

  صورت زير است.گيرند بهاي كه مورد استفاده قرار ميتوابع پايه
  بعدي:پايه خطي در فضاي يك

 

                                                            
26 Geostatic technique 
27 Geology 
28 Mining 
29 Moving Kriging shape function 

)10( ሻݔ௛ሺݑ  ൌ ሾ்݌ሺݔሻܣ ൅ ሿܤሻݔሺ்ݎ ෡ܷ, ݔ∀ ∈ Ω௫, 

ሻݔ௛ሺݑ ൌ෍߶௝ሺݔሻݑො௝

ே

௝ୀଵ

ൌ Φሺݔሻ ෡ܷ, ݔ∀ ∈ Ω௫, 

)11(  ߶௝ሺݔሻ ൌ෍݌௟ሺݔሻܣ௟௝

௠

௟ୀଵ

൅ ෍ ௪௝ܤሻݔ௪ሺݎ

ே

௪ୀଵ

. 

ܣ ൌ ሺ்ܴܲିଵܲሻିଵ்ܴܲିଵ, ܤ ൌ ܴିଵሺܫ െ )ሻ )12ܣܲ  

)13( ሻݔሺ݌  ൌ ሾ݌ଵሺݔሻ, …,ሻݔଶሺ݌ ,  .ሻሿ்ݔ௠ሺ݌

ሻݔሺ்݌ ൌ ሼ1, ,ሽݔ ݉ ൌ 2, 
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  پايه خطي در فضاي دوبعدي:
 

  بعدي:اي درجه دوم در فضاي يكپايه چندجمله
  

 اي درجه دوم در فضاي دوبعدي:چندجملهپايه 

 

  بعدي:اي مكعبي در فضاي يكپايه چندجمله
  

  اي مكعبي در فضاي دوبعدي:پايه چندجمله
  
  
  

ܰ، ܲس ماتريبعد  ൈ݉ اياي چندجملهآوري شده توابع پايهاست و مقادير جمع ሺ13ሻ دهد:صورت زير نشان ميرا به 

 

  
 

  فرم زير را دارد: )10(ي در معادله ሻݔሺݎ
  
,௜ݔ൫ߛ كه   تعلق دارد، يعني، ሻݔሺݑ مقدار تابع 31ساست و به كواريان ௝ݔ و ௜ݔ بين هر جفت از نقاط 30همبستگيتابع  ௝൯ݔ
  
  
  

,௜ݔ൫ߛൣܴ همچنين، ماتريس همبستگي   در فرم صريح زير داده شده است: ௝൯൧ேൈேݔ
  
 

  

                                                            
30 Correlation function 
31 Covariance 

ሻݔሺ்݌ ൌ ሼ1, ,ݔ ,ሽݕ ݉ ൌ 3, 

)14( ሻݔሺ்݌  ൌ ሼ1, ,ݔ ,ଶሽݔ ݉ ൌ 3, 

ሻݔሺ்݌ ൌ ሼ1, ,ݔ ,ݕ ,ଶݔ ,ݕݔ ,ଶሽݕ ݉ ൌ 6, 

ሻݔሺ்݌ ൌ ሼ1, ,ݔ ,ଶݔ ,ଷሽݔ ݉ ൌ 4, 

ሻݔሺ்݌ ൌ ሼ1, ,ݔ ,ݕ ,ଶݔ ,ݕݔ ,ଶݕ ,ଷݔ ,ݕଶݔ ,ଶݕݔ ,ଷሽݕ ݉ ൌ 10. 

ܲ ൌ ൥
ଵሻݔଵሺ݌ ⋯ ଵሻݔ௠ሺ݌
⋮ ⋱ ⋮

ேሻݔଵሺ݌ ⋯ ேሻݔ௠ሺ݌
൩. )15(  

ሻݔሺݎ ൌ ሾߛሺݔ, ,ଵሻݔ ,ݔሺߛ ,ଶሻݔ … , ,ݔሺߛ  ,ேሻሿ்ݔ

,௜ݔ൫ߛ ௝൯ݔ ൌ covൣݑሺݔ௜ሻ, ,௝൯൧ݔ൫ݑ ,ݔ൫ߛ ௝൯ݔ ൌ covൣݑሺݔሻ,  .௝൯൧ݔ൫ݑ

ܴ ൌ ൥
,ଵݔሺߛ ଵሻݔ ⋯ ,ଵݔሺߛ ேሻݔ

⋮ ⋱ ⋮
,ேݔሺߛ ଵሻݔ ⋯ ,ேݔሺߛ ேሻݔ

൩. 
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طور اغلب و به ߠ 33با پارامتر همبستگي 32ياستفاده شود اما تابع گاوس ܴ تواند برايتوابع همبستگي مختلف زيادي مي
  ترين مدل است زيرا اين مدل داراي پيوستگي بالاست،گسترده مناسب

  
௜௝ݎ جايي كه ൌ ฮݔ௜ െ ߠ و ௝ฮݔ ൐ هستند و با دقت ) 34ترتيب تابع همبستگي و پارامتر همبستگي (پارامتر شكلبه 0

دهد كه پارامتر همبستگي، شود. همچنان كه مطالعه روي كارهاي گذشته نشان ميبراي مناسب كردن مدل انتخاب مي
براي همه محاسبات  )14( يه درجه دومرا ببينيد). در اين كار، توابع پا ]29[ -]13[، ]12[( تأثير مهمي روي جواب دارد

بعدي، مشتق مرتبه اول و دوم آن، و تابع شكل بعلاوه، تابع شكل كريگينگ متحرك در يك. عددي استفاده شده است
  .نشان داده شدند 1 كريگينگ متحرك براي پارامترهاي همبستگي مختلف، در شكل

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                                            
32 Gaussian function 
33 Correlation parameter 
34 Shape parameter 

,௜ݔ൫ߛ ௝൯ݔ ൌ ݁ିఏ௥೔ೕ
మ
, )16(  

ܰ تابع شكل كريگينگ متحرك براي(الف)  ൌ ߠو   6 ൌ ܰ مشتق مرتبه اول تابع شكل كريگينگ متحرك براي(ب)  .50 ൌ

ߠو 6 ൌ 50. 

ࡹ( بعدي و مشتقات آن به كمك توابع پايه درجه دومتابع شكل كريگينگ متحرك يك. 1شكل  ൌ ૜.( 

ܰ مشتق مرتبه دوم تابع شكل كريگينگ متحرك براي(ج)  ൌ 6 

ߠو ൌ 50.

پارامترهاي همبستگي تابع شكل كريگينگ متحرك براي (د) 

ܰا مختلف ب ൌ 5. 
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,ݔሺߛ باشد. اگر Ω پذير رويطور پيوسته مشتقبه ام-ଵ݇ع فضاي تواب ௞భሺΩሻܥ قرار دهيد ௜ሻݔ ൌ ሻݔ௝ሺ݌ و ௞భሺΩሻܥ ∈

݅ كه ௞మሺΩሻܥ ൌ 1,2, … ݆ و ܰ, ൌ 1,2, … ሻݔ௜ሺ߶ آنگاه،  ݉, ∈ ݇ا ب ௞ሺΩሻܥ ൌ minሺ݇ଵ, ݇ଶሻ . مشتقات
  آيند:دست ميه صورت زير ببه ௜ݔ نسبت به ሻݔΦሺ جزئي تابع شكل

  
  
زير  صورتجزئي تابع شكل را بهترتيب، نشان دهنده مشتق مرتبه اول و دوم مكان هستند. مشتقات به، ሻ,௜௜	ሺ و ሻ,௜	ሺ كه

  توان نوشت:نيز مي
  
  

  پارامترهاي همبستگي
شود مقدار شدت نسبت به پارامتر همبستگي حساس است كه مشخص مي به )16(ي تابع همبستگي گاوسي در معادله

آوردن مقادير بهينه پارامتر همبستگي براي همه مسائل دستآن با هيچ جنبه فيزيكي مسأله ارتباط ندارد. در عمل، به
 قيقي براي بدستبسيار دشوار است. اين مقدار از يك مسأله به مسأله ديگر متفاوت است و از نظر تئوري هيچ قانون د

اي ، ارزيابي جايگزين پارامتر همبستگي به گونهاين جهتآوردن يك مقدار بهينه منفرد براي همه مسائل وجود ندارد. از 
 در كيفيت نتايج وجود داشته باشد.جالب توجه است كه بايد دامنه قابل قبولي از نظر اندازه براي اطمينان از سازگاري 

  
  خاصيت دلتاي كرونكر

شود. يافت نمي MLS هاي كليويژگي ذاتي توابع شكل كريگينگ متحرك است كه در تقريب 35يت دلتاي كرونكرخاص
ሺ݅ را دوباره به شكل ديگري در گره مورد نظر با )11(ي بگذاريد معادله ൌ 1,2, … ,ܰሻ ݔ ൌ  بنويسيم: ௜ݔ

 

 

  يا
  
  دهد:نتيجه مي )17(ي در معادله )12(ي هاند. با اضافه كردن معادلدر بالا تعريف شده ܴ و ܲ، ܤ، ܣ كه
  
  

  شود:منجر به دلتاي كرونكر شناخته شده مي )18(ي در نتيجه، معادله
  

                                                            
35 Kronecker delta property 

Φ,௜ሺݔሻ ൌ ௜,݌
்ሺݔሻܣ ൅ ௜,ݎ

்ሺݔሻܤ, 

Φ,௜௜ሺݔሻ ൌ ௜௜,݌
் ሺݔሻܣ ൅ ௜௜,ݎ

் ሺݔሻܤ, 

߶௝,௜ሺݔሻ ൌ෍݌௟,௜ሺݔሻܣ௟௝

௠

௟ୀଵ

൅ ෍ ௪௝ܤሻݔ௪,௜ሺݎ

ே

௪ୀଵ

, 

߶௝ሺݔ௜ሻ ൌ෍݌௟ሺݔ௜ሻܣ௟௝

௠

௟ୀଵ

൅ ෍ ௪௝ܤ௜ሻݔ௪ሺݎ

ே

௪ୀଵ

, 

ൣ߶௝ሺݔ௜ሻ൧ ൌ ܣܲ ൅ )17( ,ܤܴ  

ൣ߶௝ሺݔ௜ሻ൧ ൌ ܣܲ ൅ ܴܴିଵሺܫ െ ሻܣܲ ൌ )18( .ܫ  
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  خاصيت سازگاري
تواند هر تابعي را بر اساس توابع پايه دقيقاً توليد كند. اگر اين روش سازگاري درونيابي كريگينگ متحرك اين است كه مي

است. براي  ام-݇ مرتبهشود كه اين روش داراي سازگاري را توليد كند، گفته مي ام-݇ ها تا مرتبهايبتواند چندجمله
 اي درجه كمتر يا برابر ازاز چندجمله ො௝ݑ طور خلاصه در اينجا نقل شده است. اگراطمينان از كامل بودن، اين ويژگي به

 منتج شده باشد، يعني ݉

 

آيد دست ميه در زير بكه  ݑ ضرايب دلخواه هستند، تقريب دقيق است. تقريب ߙ داده شده است و )15( در ܲ جايي كه
  را ببينيد)، داريم: ]9[ عنوان مثال، براي جزئيات(به
  
شود، به مياي خطي كلي دقيقاً توليد طور خاص، اگر پايه شامل تمام جملات ثابت و خطي باشد، دوباره چندجمله به

  عنوان مثال
  
  

  
  سازي مكانيگسسته

دامنه فرم موضعي ضعيف را در سرتاسر زيركنيم. سازي مكان استفاده ميبراي گسسته MLPG در اين بخش از روش
-است. معادله بلك 37هاي كوچك در نظر گرفته شده براي هر گره در دامنه سراسريكنيم كه ناحيهايجاد مي 36موضعي

௜ݔ يدر هر نقطه )9(ي را در نظر بگيريد. فرم موضعي ضعيف براي معادله )9( كسري-شولز زمان ∈ Ω௫௜ 38نبا تابع آزمو 
 دستي زير بهدامنه موضعي انتگرال گرفته شود. بنابراين، معادله-دار شود و در سرتاسر يك زيرتواند وزنمي ሻݔ௜ሺߥ

 آيد:مي

 

 

  داريم: )19( ييك تابع آزمون است كه براي هر گره، قابل توجه است. با بازنويسي معادله ሻݔ௜ሺߥ كه در آن
  
  

                                                            
36 Local sub-domain 
37 Global domain 
38 Test function 

ݑ ൌ  ,ߙܲ

ሻݔ௛ሺݑ ൌ ߙሻݔሺ்݌ ൌ  .ሻݔሺݑ

෍߶௝ሺݔሻ ൌ 1

ே

௝ୀଵ

, ෍߶௝ሺݔሻݔ௝

ே

௝ୀଵ

ൌ ,ݔ ෍߶௝ሺݔሻݕ௝

ே

௝ୀଵ

ൌ  .ݕ

)91(  න ቆെ ఛఈ଴ܦ
஼ ܷ ൅

ଶߜ

2
݁ଶఉ௫

߲ଶܷ
ଶݔ߲

൅ ቆݎ െ
ଶߜ

2
݁ଶఉ௫ቇ

߲ܷ
ݔ߲

െ ቇܷݎ ሻ݀Ωݔ௜ሺߥ
	

ஐೣ
೔

ൌ 0, 

െන ఛఈ଴ܦ
஼ ܷሺݔ, ߬ሻߥ௜ሺݔሻ݀Ω

	

ஐೣ
೔

൅ න
ଶߜ

2
݁ଶఉ௫ ,ܷ௫௫ሺݔ, ߬ሻߥ௜ሺݔሻ݀Ω

ஐೣ
೔

 

߶௝ሺݔ௜ሻ ൌ ௝௜ߜ ൌ ൜
1, ݆ ൌ ݅
0, ݆ ് ݅ , ݆, ݅ ൌ 1,2,… ,ܰ. 
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௫௫ܷ, جايي كه ൌ
డమ௎

డ௫మ
௫ܷ, و  ൌ

డ௎

డ௫
,ݔ௛ሺܷ 39با جايگذاري تابع آزمايش . ߬ሻ ൌ ∑ ߶௝ሺݔሻݑො௝ሺ߬ሻ

ே
௝ୀଵ در  ܷ به جاي

  ي فوق داريم:معادله

  
 

  
  
  
  

,ݔሺܷ است كه روي ݔ هاي اطراف نقطهتعداد گره ܰ جايي كه ߬ሻ ݑ تأثير دارد وො௝ሺ߬ሻ است.  ߬ مقدار اختيار در زمان
شود كه داراي خاصيت دلتاي كرونكر است، در نتيجه باعث درونيابي كريگينگ متحرك ساخته ميبا ، ሻݔ௝ሺ߶ تابع شكل

  آيد:دست ميه معادله زير ب )20( يشود. با بازنويسي معادلهافزايش دقت ساخت شكل گره مي
  
  
  
  
  

  شود:استفاده شد، پس تابع آزمون توسط تابع دلتاي كرونكر انتخاب مي MLPG2 جايي كه در اين كار ازاز آن
  

) 21( يرا در معادله ሻݔ௜ሺߥ كند. در اين حالت، تابع آزموندامنه تعريف مي-تابع آزمون، اهميت را براي هر گره در زير
  دهد:گيريم، نتيجه زير را ميانتگرال مي Ω௫௜ دامنه-كنيم و سپس در سرتاسر زيرجايگزين مي

  
  
  
  

                                                            
39 Trial function 

൅න ቆݎ െ
ଶߜ

2
݁ଶఉ௫ቇ ,ܷ௫ሺݔ, ߬ሻߥ௜ሺݔሻ݀Ω

	

ஐೣ
೔

െ න ,ݔሺܷݎ ߬ሻߥ௜ሺݔሻ݀Ω
ஐೣ
೔

ൌ 0, 

)20(  

െන ሻݔሻ෍߶௝ሺݔ௜ሺߥ ఛఈ଴ܦ
஼ ො௝ሺ߬ሻݑ

ே

௝ୀଵ

݀Ω
	

ஐೣ
೔

൅
ଶߜ

2
න ݁ଶఉ௫ߥ௜ሺݔሻ෍߶௝,௫௫ሺݔሻݑො௝ሺ߬ሻ

ே

௝ୀଵ

݀Ω
ஐೣ
೔

 

൅න ቆݎ െ
ଶߜ

2
݁ଶఉ௫ቇ ො௝ሺ߬ሻݑሻݔሻ෍߶௝,௫ሺݔ௜ሺߥ

ே

௝ୀଵ

݀Ω
	

ஐೣ
೔

െ නݎ ො௝ሺ߬ሻݑሻݔሻ෍߶௝ሺݔ௜ሺߥ
ே

௝ୀଵ

݀Ω
ஐೣ
೔

ൌ 0, 

)21(  

െ෍න ߶௝ሺݔሻ ఛఈ଴ܦ
஼ ሻ݀Ωݔ௜ሺߥො௝ሺ߬ሻݑ

	

ஐೣ
೔

ே

௝ୀଵ

൅
ଶߜ

2
෍න ݁ଶఉ௫߶௝,ݔݔሺݔሻݑො௝ሺ߬ሻߥ௜ሺݔሻ݀Ω

ஐೣ
೔

ே

௝ୀଵ

 

൅෍න ቆݎ െ
ଶߜ

2
݁ଶఉ௫ቇ߶௝,௫ሺݔሻݑො௝ሺ߬ሻߥ௜ሺݔሻ݀Ω

	

ஐೣ
೔

ே

௝ୀଵ

െ ෍නݎ ߶௝ሺݔሻݑො௝ሺ߬ሻߥ௜ሺݔሻ݀Ω
ஐೣ
೔

ே

௝ୀଵ

ൌ 0. 

ሻݔ௜ሺߥ ൌ ൜
1, ݔ ൌ ௜ݔ
0, ݔ ് ௜ݔ

, ݅ ൌ 1,2, … ,ܰ. 

)22(  
൅෍ቈ

ଶߜ

2
݁ଶఉ௫೔߶௝,௫௫ሺݔ௜ሻ ൅ ቆݎ െ

ଶߜ

2
݁ଶఉ௫೔ቇ߶௝,௫ሺݔ௜ሻ

ே

௝ୀଵ

቉

െ෍߶௝ሺݔ௜ሻ ఛఈ଴ܦ
஼ ො௝ሺ߬ሻݑ

ே

௝ୀଵ
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  تواند نوشته شود:صورت فرم ماتريسي زير ميبه )22( يمعادله
  
  
  

ܣ جايي كه ൌ ܤ، ௜௝൧ேൈேܣൣ ൌ ௜௝൧ேൈே ،෡ܷܤൣ ൌ ሾݑොଵ, ,ොଶݑ … ,   ،ොேሿ்ݑ

  
 و

  
  

كند، شود، خاصيت دلتاي كرونكر را برآورده ميجا كه تابع شكلي كه توسط درونيابي كريگينگ متحرك ساخته مياز آن
  صورت زير نوشت:توان بهرا مي )23( يمعادلهماتريس هماني است. بنابراين،  ܣس پ

  
  
  

  سازي زمانيگسسته
كنيم. به جاي مشتق زمان كسري در متناهي غيرصريح استفاده مي تبراي حل عددي اختيار اروپايي از روش تفاضلا

 ):]20[( دهيمتقريب تفاضلي زير را قرار مي، )24( يمعادله

 

 

  با
  
  
  

  كنيم:مي جايگذاري )24( يرا در معادله )25( اكنون تقريب تفاضلي
  
  

݊ را براي )27( يمعادله ൌ ݊ و 1 ൒   كنيم و داريم:مجدداً بازنويسي مي 2
  
  

)23(  െܣ ఛఈ଴ܦ
஼ ෡ܷ ൅ ܤ ෡ܷ ൌ 0, 

௜௝ܣ ൌ ߶௝ሺݔ௜ሻ ൌ ൜
1, ݅ ൌ ݆,
0, ݅ ് ݆, 

௜௝ܤ ൌ
ଶߜ

2
݁ଶఉ௫೔߶௝,௫௫ሺݔ௜ሻ ൅ ቆݎ െ

ଶߜ

2
݁ଶఉ௫೔ቇ߶௝,௫ሺݔ௜ሻ െ  .௜ሻݔ௝ሺ߶ݎ

)24(  െ ఛఈ଴ܦ
஼ ෡ܷ ൅ ܤ ෡ܷ ൌ 0. 

)25( ఛఈ଴ܦ 
஼ ෡ܷሺ߬௡ሻ ൌ ߮ఈ,୼ఛ ෍߰௞

ሺఈሻ൫ ෡ܷ௡ି௞ାଵ െ ෡ܷ௡ି௞൯

௡

௞ୀଵ

൅ ܱሺሺΔ߬ሻଶିఈሻ, 

)26(  

߮ఈ,୼ఛ ൌ
1

Γሺ2 െ ሻሺΔ߬ሻఈߙ
, 

߰௞
ሺఈሻ ൌ ݇ଵିఈ െ ሺ݇ െ 1ሻଵିఈ, ݇ ൌ 1,2,… , ݊. 

)27(  െ߮ఈ,୼ఛ ෍߰௞
ሺఈሻ൫ ෡ܷ௡ି௞ାଵ െ ෡ܷ௡ି௞൯

௡

௞ୀଵ

൅ ܤ ෡ܷ௡ ൌ 0. 

൞
ቀܤ െ ߮ఈ,୼ఛ߰ଵ

ሺఈሻܫቁ ෡ܷଵ ൌ െ߮ఈ,୼ఛ߰ଵ
ሺఈሻ ෡ܷ଴, ݊ ൌ 1, 																										

ቀܤ െ ߮ఈ,୼ఛ ଵ߰
ሺఈሻܫቁ ෡ܷ௡ ൌ ߮ఈ,୼ఛ෍ ቀ߰௞ାଵ

ሺఈሻ െ ߰௞
ሺఈሻቁ ෡ܷ௡ି௞

௡ିଵ

௞ୀଵ
െ ߮ఈ,୼ఛ߰௡

ሺఈሻ ෡ܷ଴, ݊ ൒ 2.
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  آيد.دست ميه زماني ب ردر هر سط )5( يبا استفاده از فرم ماتريسي فوق، جواب تقريبي معادله
  

  آناليز پايداري
را  MLPG2 متناهي غيرصريح و تروش تفاضلاتجزيه و تحليل پايداري  40در اين بخش، با استفاده از روش ماتريسي

௡݁ام، -݊ زماني ركنيم. يك تغيير كوچك در سطبررسي مي ൌ ܷ௡ െ ෩ܷ௡ است، جايي كه ܷ௡ جواب دقيق و ෩ܷ௡ 
  صورت زير نوشت:توان بهي خطا را ميهستند. معادله )9( يجواب عددي معادله

  
  
  

௡߰ ضرايب .1لم 
ሺఈሻ  كنندزير صدق مي خواصدر  

ሺܫሻ  ߰௡
ሺఈሻ ൐ 0, ݊ ൌ 1,2,….  

ሺܫܫሻ  1 ൌ ߰ଵ
ሺఈሻ ൐ ߰ଶ

ሺఈሻ ൐ ⋯ ൐ ߰௡
ሺఈሻ, ߰௡

ሺఈሻ → 0, ݊		ݏܽ → ൅∞.  
ሺܫܫܫሻ  ∑ ቀ߰௞

ሺఈሻ െ ߰௞ାଵ
ሺఈሻ ቁ௡ିଵ

௞ୀଵ ൅ ߰௡
ሺఈሻ ൌ 1.  

 

  داريم: ሻܫܫܫሺ برقرار هستند. اما براي اثبات ሻܫܫሺ و ሻܫሺح وضوبه )26( با توجه به اثبات.
  
  

 شد.اثبات كامل 

݊ در حالت ൌ ሺ߮ఈ,୼ఛ߰ଵ در )28( ي خطايبا ضرب دو طرف معادله، 1
ሺఈሻܫ െ   داريم: ሻିଵܤ

 

ܩ جايي كه ൌ െ߮ఈ,୼ఛ ଵ߰
ሺఈሻሺ߮ఈ,୼ఛ ଵ߰

ሺఈሻܫ െ  ܩ توان مشاهده كرد كه اگر تمام مقادير ويژه ماتريسمي. ሻିଵܤ
  شود:ميشرط زير را برآورده كند، پايداري روش اطمينان حاصل 

  
 

ሻܩሺߩ است. اگر ܤ ماتريس 41مقدار ويژه ߣ جايي كه ൏ ሻ୫ୟ୶ߣReሺ و 1 ൏ ଵ݁ درنتيجه، 0 ൏ ݁଴ .ߩሺܩሻ ، شعاع
 دهد. را نشان مي ܩ ماتريس 42طيفي

݊ براي حالت ൒   كنيم كهبه كمك استقراء رياضي فرض مي، 2

                                                            
40 Matrix method 
41 Eigenvalue 
42 Spectral radius 

)28(  ቐ
൫߮ఈ,୼ఛ ଵ߰

ሺఈሻܫ െ ൯݁ଵܤ ൌ െ߮ఈ,୼ఛ ଵ߰
ሺఈሻ݁଴, ݊ ൌ 1, 								

൫߮ఈ,୼ఛ ଵ߰
ሺఈሻܫ െ ൯݁௡ܤ ൌ ߮ఈ,୼ఛ߰௡

ሺఈሻ݁଴ െ ߮ఈ,୼ఛ෍ ൫߰௞ାଵ
ሺఈሻ െ ߰௞

ሺఈሻ൯݁௡ି௞
௡ିଵ

௞ୀଵ
, ݊ ൒ 2.

 

݁ଵ ൌ  ,଴݁ܩ

อ
െ߮ఈ,୼ఛ߰ଵ

ሺఈሻ

߮ఈ,୼ఛ߰ଵ
ሺఈሻ െ ߣ

อ ൑ 1, 

෍൫߰௞
ሺఈሻ െ ߰௞ାଵ

ሺఈሻ ൯

௡ିଵ

௞ୀଵ

൅ ߰௡
ሺఈሻ ൌ ൣ൫1 െ ߰ଶ

ሺఈሻ൯ ൅ ൫߰ଶ
ሺఈሻ െ ߰ଷ

ሺఈሻ൯ ൅⋯൅ ൫߰௡ିଵ
ሺఈሻ െ ߰௡

ሺఈሻ൯൧ ൅ ߰௡
ሺఈሻ ൌ 1. 
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௡݁ كنيمو ثابت مي ൏ ݁଴ .داريم: )28( يو رابطه 1 با استفاده از لم  
  
  
  
  
  
  

ሺ߮ఈ,୼ఛ߰ଵ ي فوق بربا تقسيم طرفين رابطه
ሺఈሻܫ െ   آوريم:دست ميبه ሻିଵܤ

 

  
  اي

  
ሻܩሺߩ اگر ൏ ሻ୫ୟ୶ߣReሺ و 1 ൏ ௡݁ درنتيجه، 0 ൏ ݁଴ ،است. و روش عددي پايدار  

حداقل فاصله بين هر دو نقطه در دامنه  ݄؛ ݄( گذاري شبكهو پارامتر فاصله ߠبه پارامتر شكل  ܤ مقادير ويژه ماتريس
ها و تعداد گره ߠ پارامتر شكل، ܤس بستگي دارد. از آنجا كه يافتن يك رابطه صريح بين مقدار ويژه ماتري شود)تعريف مي

  آورده شده است. 3 و 2 هايصورت عددي بررسي كرديم، همانطور كه در شكلرا به پذير نيست، اين وابستگيامكان
  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

  

݁௞ ൑ ݁଴, ݇ ൌ 1,2, … , ݊ െ 1, 

ቀ߮ఈ,୼ఛ ଵ߰
ሺఈሻܫ െ ቁܤ ݁௡ ൌ ߮ఈ,୼ఛ߰௡

ሺఈሻ݁଴ െ ߮ఈ,୼ఛ ෍ ቀ߰௞ାଵ
ሺఈሻ െ ߰௞

ሺఈሻቁ ݁௡ି௞
௡ିଵ

௞ୀଵ

 

൑ ߮ఈ,୼ఛ߰௡
ሺఈሻ݁଴ െ ߮ఈ,୼ఛ ෍ ቀ߰௞ାଵ

ሺఈሻ െ ߰௞
ሺఈሻቁ ݁଴

௡ିଵ

௞ୀଵ

ൌ ߮ఈ,୼ఛ ൭߰௡
ሺఈሻ െ෍ ቀ߰௞ାଵ

ሺఈሻ െ ߰௞
ሺఈሻቁ

௡ିଵ

௞ୀଵ

൱ ݁଴ 

ൌ ߮ఈ,୼ఛ ൭߰௡
ሺఈሻ ൅෍ ቀ߰௞

ሺఈሻ െ ߰௞ାଵ
ሺఈሻ ቁ

௡ିଵ

௞ୀଵ

൱ ݁଴ ൌ ߮ఈ,୼ఛ߰ଵ
ሺఈሻ݁଴. 

݁௡ ൑ ߮ఈ,୼ఛ ଵ߰
ሺఈሻ ቀ߮ఈ,୼ఛ ଵ߰

ሺఈሻܫ െ ቁܤ
ିଵ
݁଴, 

݁௡ ൑  .଴݁ܩ

 (ب)(الف)

.૙ و پارامتر شكل در دو حالت ܠ܉ܕሻࣅሺ܍܀ رابطه بين. 2شكل  ૙૙૚ ൑ ࣂ ൑ ૛૙  و૚૙ ൑ ࣂ ൑ ૚૙૙૙ ࣌ براي૙ ൌ ૙. ૝  ،
࢘ ൌ ૙. ૚،ࢼ ൌ െ૙. ૛ࢎو ൌ ૙. ૚. 
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بندي و طول شبكه ܠ܉ܕሻࣅሺ܍܀ رابطه بين. 3شكل 
૙࣌ براي ሻࢎሺمكان ൌ ૙. ૝ ،࢘ ൌ ૙. ૚ ،ࢼ ൌ െ૙. ૛ 

ࣂو  ൌ ૝૙. 

اوليه  پذيريو نوسان ܠ܉ܕሻࣅሺ܍܀ رابطه بين. 4شكل 
ࢎ براي ૙ሻ࣌ሺاي لحظه ൌ ૙. ૚ ،࢘ ൌ ૙. ૚ ،ࢼ ൌ

െ૙. ૛  ࣂو ൌ ૝૙. 

 (ب)(الف)

 هاي مختلف.-ࣂ ايه ازب ሻ࢘ሺ رخ بهره بدون ريسكو نܠ܉ܕሻࣅሺ܍܀رابطه بين.5شكل

 (ب) (الف)

 هاي مختلف.-ࣂ ايه ازب ሻࢼሺپذيري و الاستيسيته نوسانܠ܉ܕሻࣅሺ܍܀رابطه بين.6شكل
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هنگامي كه پارامتر ،  ߠ صورت تابعي از پارامتر شكلبه ܤ ماتريس ሻߣReሺ دهد كه حداكثر مقدار ويژهنشان مي 2ل شك
 ܤ را براي مقدار ويژه ماتريس، ݄ گذاري شبكه،اثر پارامتر فاصله 3 گذاري شبكه ثابت باشد، متفاوت است. شكلفاصله

شوند، بسيار كوچك مي ݄ و ߠ پيدا است وقتي كه 3 و 2 هايثابت است. از شكل ߠ دهد، زماني كه پارامتر شكلنشان مي
دهد كه افزايش نشان مي 4 شكل. شودوضع مي-شود و سيستم بدبسيار بزرگ مي 43محليعدد حالت ماتريس هم 

دهد كه افزايش نرخ نشان مي 5 شود. شكلوضع شدن سيستم مي-منجر به بد، ଴ሻߪሺ اي دارايياوليه لحظه پذيرينوسان
نيز  ሻߣReሺ يابد، مقدار ويژه شود و اگر پارامتر شكل افزايشوضع شدن سيستم مي-منجر به بد ሻݎሺ بهره بدون ريسك

شود وضع شدن سيستم مي-منجر به بد ሻߚሺ پذيريدهد كه كاهش الاستيسيته نوساننشان مي 6 يابد. شكلافزايش مي
  يابد.نيز افزايش مي ሻߣReሺ و اگر پارامتر شكل افزايش يابد، مقدار ويژه

  
  نتايج عددي

گردد. مقدار هر يك از پارامترهاي پيشنهاد شده، ارائه مي MLPG در اين بخش نتايج عددي مختلفي براي ارزيابي رويكرد
଴ߪ مسأله را به صورت ൌ ݎ، 0.4 ൌ ߚ، 0.1 ൌ െ0.2 ،ߙ ൌ 0.9 ،ܶ ൌ 3 ،݉ ൌ ߠ، 3 ൌ ܰ و 40 ൌ ܯ ൌ

 )5(ي شولز كلاسيك، جواب به فرم بسته دارد. از آنجايي كه معادله-م كه معادله بلكنيدامي گيريم.در نظر مي 200
ߚ گيريم كه اگرها، حالت خاصي را در نظر ميبا ساير روش MLPG بسته ندارد، براي مقايسه روشجواب به فرم  ൌ 0 

ߙ و ൌ ، MLPG هايتوانيم روشباشد. در اين صورت ميشولز كلاسيك مي-همان معادله بلك )5(ي باشد، معادله 1
شولز كلاسيك با هم مقايسه كنيم (توجه -بلكاي را با داشتن جواب دقيق معادله ، و دو جمله(FDM) 44يمتناه تتفاضلا

آورده شده  7 شولز كلاسيك نوشته شده است). اين مقايسه در شكل-اي براي معادله بلكداشته باشيد كه روش دو جمله
رفت نمودارهاي ارزش اختيار خريد و فروش اروپايي براي هر چهار روش بكار برده شده بر همان طور كه انتظار مي است.
ارزش اختيارهاي خريد و فروش اروپايي را براساس طول عمرهاي مختلف تا تاريخ انقضاء ، 8 شكل طبق هستند.هم من
ܶ (يعني ൌ ሼܶ,

ଷ்

ସ
,
்

ଶ
,
்

ସ
ሽ (مانده اختيار تا با توجه به شكل، در اختيار خريد اروپايي هر چقدر عمر باقي دهد.نشان مي

تعدد، ارزش اختيار معامله هم بيشتر خواهد بود. در اختيار فروش زمان سررسيد بيشتر باشد، به دليل وقوع احتمالات م
شويم، ارزش اختيار معامله تر از قيمت توافقي، هر چقدر به زمان اعمال اختيار نزديكتر ميهاي پاييناروپايي، براي قيمت

از نوع اختيار خريد اروپايي  مانده تا سررسيد بالا باشد، خريد اختيار معاملههم بيشتر خواهد شد. لذا، وقتي عمر باقي
مانده تا سررسيد كم باشد، قطعاً ارزشمندتر از خريد اختيار معامله از نوع اختيار فروش اروپايي هست و زماني كه عمر باقي
  هاي پايين، ارزشمندتر خواهد بود.خريد اختيار معامله از نوع اختيار فروش اروپايي نسبت به اختيار خريد اروپايي در قيمت

  

                                                            
43 Collocation matrix 
44 Finite difference method 
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 (ب) اختيار فروش (الف) اختيار خريد

 ء.ارزش اختيارهاي اروپايي براساس زمان تا تاريخ انقضا. 8شكل 

 (ب) اختيار فروش (الف) اختيار خريد

ࢀهاي مختلف در لحظه -ࢻارزش اختيارهاي اروپايي براساس . 9شكل  െ ࢚ ൌ ૜. 

 (ب) اختيار فروش (الف) اختيار خريد

 .ياي، و جواب به فرم بسته براي اختيارهاي اروپايمتناهي، دو جملهتتفاضلا،MLPGهايمقايسه روش. 7شكل 
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ܶ مختلف در لحظه هاي-଴ߪ و ߚ، ߙ ترتيب، ارزش اختيارهاي خريد و فروش اروپايي را براساسبه، 9-11 هايشكل െ

ݐ ൌ يابد، اما اختيار فروش در افزايش يابد، ارزش اختيار خريد نيز افزايش مي ଴ߪ و ߚ، ߙ دهند. هنگامي كهنشان مي 3
بنابراين در خريد اختيار معامله از نوع اختيار خريد اروپايي،  يابد.نزديكي قيمت توافقي با افزايش اين پارامترها، افزايش مي

مقدار  ازپذيري ي مشتق كسري و الاستيسيته نوساناي را انتخاب كنيم كه پارامترهاي مرتبهبهتر است اختيار معامله
ي ار فروش اروپايي، در صورتبالايي داشته باشد. اما در مورد اختي اوليه پذيرينوسانبالاتري برخودار باشند و دارايي پايه، 

بالاتري به جهت ارزشمندتر بودن  ଴ߪ و ߚ، ߙتوان اختيار را در كه قيمت دارايي پايه نزديك به قيمت توافقي باشد مي
دن وضع ش-منجر به بد اوليه پذيرينوساناختيار معامله، خريداري كرد. از طرفي بايد در نظر داشته باشيم كه افزايش 

  درستي برآورد نشود.و ممكن است در اين حالت، ارزش اختيار معامله بهشود سيستم مي

 (ب) اختيار فروش (الف) اختيار خريد

ࢀهاي مختلف در لحظه -ࢼ ارزش اختيارهاي اروپايي براساس. 10شكل  െ ࢚ ൌ ૜. 

 (ب) اختيار فروش اختيار خريد(الف) 

ࢀهاي مختلف در لحظه -૙࣌ ارزش اختيارهاي اروپايي براساس. 11شكل  െ ࢚ ൌ ૜. 
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  گيرينتيجه
كند و تغيير در ارزش اختيار معامله تبعيت مي CEV در اين مقاله، يك اختيار اروپايي كه ديناميك قيمت سهام از مدل

 شولز-گذاري كرديم. براي حل عددي معادله بلكبه طور عددي ارزش را كند،از يك دستگاه انتقال فركتال پيروي مي
سازي ارزش اختيار و متغير ترتيب، براي گسستهمتناهي غيرصريح، به تو تفاضلا MLPG2 هايكسري، از روش-زمان

 ه دارايند كاهبراساس رويكرد درونيابي كريگينگ متحرك انتخاب شد MLPG2 زمان استفاده كرديم. توابع شكل در روش
خاصيت دلتاي كرونكر هستند و تابع دلتاي كرونكر، تابع آزمون است. همچنين، پايداري روش پيشنهاد شده را با استفاده 
از روش ماتريسي بررسي كرديم و آناليز پايداري، رابطه بين بزرگترين مقدار ويژه ماتريس و پارامترهاي مختلف را ارائه 

، از جمله اختيارهاي آمريكايي و هامعامله گذاري ساير اختيارتوان براي ارزشله را ميدهد. روش پيشنهاد شده در مقامي
سازي كه براي حل عددي آنها كافي است تئوري مطرح شده در بخش گسسته كار بردوابسته به زمان به با پارامترهاي مانع

هاي مختلف در گذاري اختيار معاملهدر ارزش سازي شود. تنها تفاوتپياده )9(سازي زماني روي معادله مكاني و گسسته
  باشد كه هر اختيار معامله، شرايط مرزي مختص به خود را دارد.مي )3(شرايط مرزي 
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