
 

Local meshless finite difference method based on radial basis functions 
for solution of electromagnetic waves scattering from an anisotropic 

infinite cylinder with arbitrary cross section 

 

 S. K. Etesami1   

1. Department of Mathematics, Faculty of Science, Malek-Ashtar University of Technology, Shahin-shahr, Iran.  E-mail: 

ete_home@yahoo.com 

 

Article Info ABSTRACT 
Article type: 
Independent Article 
 
 
Article history:  
Received: 20 December 2021 
Accepted: 16 March 2022 
Published online:  
    6 February 2024 
 
 
Keywords:  
Electromagnetic scattering, 
Anisotropic media,  
Finite difference  
radial basis function , 
Meshless method. 

Introduction 
Recently, the study of the electromagnetic waves scattering from an 
anisotropic medium has attracted a lot of attention due to the most of the 
materials that we deal with in reality are anisotropic and are used a lot in 
optical signal processing, radar cross section control, antennas and different 
types of radar absorbers. In recent years, the problems of scattering from an 
anisotropic medium have been investigated and studied a lot, but because of 
the structural parameters of an anisotropic material are in the form of tensors, 
it is basically difficult or impossible to find an analytical solution for them. 
Therefore, different numerical methods have been introduced to solve these 
problems. 

The local meshless finite difference method based on radial basis functions 
(FD-RBF), is an efficient local method, a combination of meshless and finite 
difference methods, which has attracted the attention of many researchers due 
to its advantages in reducing the amount of calculations. This method is 
investigated and evaluated by some numerical examples. 

Electromagnetic scattering problem 
Let D ⊆R2 denotes the cross-section of an infinitely long anisotropic dielectric 
cylindrical scatterer located in the free space with outward normal vector n. 
Moreover, we assume that the scatterer is excited by the ݁−݆߱ݐ time-harmonic 
incident plane wave with TMz polarization where ߱ is the angular frequency. 
Let A is a symmetric and positive definite 2 ×2 matrix whose entries are the 
relative magnetic permeability inside the scatterer. The direct scattering 
problem for an anisotropic medium is formulated as follows 
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where ν is the scalar total electric field inside the scatterer, us and ui are the 

scalar scattered and incident electric fields respectively. k଴ ൌ
ଶ஠

஛
ൌ ωඥϵ଴μ଴  

is the wave number of the free space ( ߣ is the wavelength), where ߳0 and 0ߤ 
are the constant electric permittivity and the magnetic permeability of free 
space. ߳r is the relative electric permittivity inside the scatterer. A is of the 
form  

A ൌ ଵ
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Numerical method 
The foundation of the RBF-FD method are radial basis functions. They are 
defined over a set of nodes X = {x1,..., xn} generated by a radial function ߶: 
[0,∞) → R as {	߶i := ߶ (||・−xi||), for xi ∈ X}.in this paper, the standard 
generalized multiquadric (GMQ) functions will be used which are defined as 

ϕሺrሻ ൌ ሺrଶ ൅ εଶሻ୯	where r = ||x – xi|| and ε is the shape parameter.  
Consider an elliptic boundary value problem with Dirichlet boundary 
conditions 

ݑࣦ ൌ ݂				݅݊				Ω 

ݑ ൌ  ,Ω߲				݊݋				଴ݑ

where f and u0 are known functions. In order to obtain a discrete representation 
of the PDE, the domain is populated with N nodes. Ni nodes are placed in the 
interior of the domain and Nb on its boundary. Each node x* is assigned n 
neighbors, denoted N(x*), that constitute its support domain or neighborhood. 

RBD-FD is a natural generalization of the FD method. When using the FD 
method, stencil weights for operator L are known in advance. Assembling the 
weights gives a global sparse system, whose solution is an approximation of u 
in points x*. RBF-FD works the same way, except the stencil weights cannot 
be known in advance, as different neighborhoods have different arrangements, 
hence computing the weights becomes a part of the solution procedure. 
Moreover the operator L is approximated as a linear combination of function 
values at support points 

ሺࣦݑሻሺݔ∗ሻ ≃ ∑௫ೕ∈ேሺ௫∗ሻ ௝ݓ
 ,௝൯ݔ൫ݑ∗

weights wj* are computed by imposing exactness of above equation  for a set 
of radial basis functions. This gives a set of equations 
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Rewriting in matrix form, one obtains  
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 ߶௝௠൫ݔ௝௡൯ ൌ ߶൫∥ ௝௠ݔ െ ௝௡ݔ ∥൯	and jk are indices of nodes in the 
neighborhood N(x*) of node x*. This is a system of n linear equations and can 
be compactly written as A*  b*. Matrix A* is symmetric. After the = * ݓ



weight vectors ݓ * for all nodes n are computed, they are assembled in a sparse 
matrix, and f and u0 are used to obtain the right hand side of the system. The 
system is then solved to give an approximation of u. Boundary conditions that 
include differential operators, such as Neumann or Sommerfeld boundary 
conditions are discretized using RBF-FD analogously to operator ࣦ. 
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 پراكندگي مسأله حل براي شعاعي ايپايه توابع مبناي بر متناهي تفاضل شبكه بدون موضعي روش
  دلخواه مقطع سطح با ناهمسانگرد نامتناهي استوانه از الكترومغناطيس امواج
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   هاي كليدي:واژه
پراكندگي امواج 
  ، الكترومغناطيس

   ،محيط ناهمسانگرد
روش تفاضل متناهي مبتني بر 

   ،شعاعيتوابع پايه 
  .روش هاي بدون شبكه

  

 يك زا الكترومغناطيس امواج پراكندگي مسأله بررسي براي شبكه بدون پيشرفته روش يك مقاله اين در
 انگردناهمس امواج پراكندگي مدل. است شده اجرا و فرموله  دلخواه مقطع سطح با ناهمسانگرد نامتناهي استوانه
 تفاضل موضعي شبكه بدون روش كمك به) گرپراكنده بيرون( خارجي همسانگرد و) گرپراكنده درون( داخلي
 هلمهولتز معادلات جواب. استشده سازي گسسته(FD-RBF)  شعاعي ايپايه توابع بر مبتني متناهي

 تهياف تعميم شعاعي چندربعي توابع از خطي تركيب صورت به گرپراكنده بيرون و درون معمولي و ناهمسانگرد
 با امواج پراكندگي هايچالش با مواجهه براي كارآمد روش يك ،شده ارائه عددي روش. اندشده زده تقريب
 دقت تأييد براي. است خلأ محيط و گرپراكنده بين مرز در محيط ناهمگوني همچنين و پيچيده هايهندسه

 متفاوت مقطع سطح با ناهمسانگرد گرپراكنده چند راداري مقطع سطح عددي هايمثال در ،روش اين كارايي و
  اندشده مقايسه تحليلي هايروش از حاصل هايجواب با و محاسبه

عي براي حل مسأله پراكندگي امواج اي شعاروش موضعي بدون شبكه تفاضل متناهي بر مبناي توابع پايه ).1402( ؛سيد كمال، اعتصامي: استناد
  .110 – 94،  )3( 9، هاي رياضيپژوهش. ناهمسانگرد با سطح مقطع دلخواه الكترومغناطيس از استوانه نامتناهي
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  مقدمه
اخيرا مطالعه پديده پراكندگي امواج الكترومغناطيس از يك محيط ناهمسانگرد توجه زيادي را به خود جلب كرده است. اين 

 كاربرد بسيار زيادي در پردازشتوجه ناشي از اين است كه اغلب موادي كه در واقعيت با آنها سروكار داريم، ناهمسانگرد بوده و 
هاي اخير مسائل هاي راداري دارند. در سالها و انواع مختلفي از جاذبهاي نوري، كنترل سطح مقطع راداري، آنتنسيگنال

پراكندگي از محيط ناهمسانگرد بسيار مورد بررسي و مطالعه قرار گرفته است ولي به دليل آن كه پارامترهاي ساختاري يك 
ها اصولا كاري دشوار يا غيرممكن است. بنابراين همسانگرد، به صورت تانسور است، يافتن جواب تحليلي براي آنماده نا
 .هاي عددي متفاوتي براي حل اين مسائل معرفي شده استروش

رالي ]، روش معادله انتگ13, 12]، روش معادلات انتگرالي حجمي حوزه فركانس [34, 30روش تفاضل متناهي حوزه زماني [
هاي حل اين ] از جمله روش8, 5] و روش تفاضل متناهي با معادله اندازه گيري تغييرناپذير [4, 36[ سطحي ميدان تركيبي

مسائل هستند كه در اجراي بعضي از آنها بايد شرايط خاصي روي تانسور ساختاري ماده حاكم باشد. روش به كار رفته در 
هاي ناهمسانگرد دايره هاي موجود در محيط است و فقط براي استوانهميدان ] براساس نمايش موج تخت برحسب21, 20[

عناصر -اي كه تحت تابش عمود يا مايل قرار گرفته باشند، كاربرد دارد. علاوه برآن يك روش تركيبي معادله انتگرال سطحي
  .است] پيشنهاد شده 29متناهي براي حل مسئله پراكندگي از يك شي ناهمسانگرد ناهمگن در [

هاي مبتني بر شبكه، مانند عناصر متناهي و تفاضل متناهي، حجم و زمان محاسبات يكي از مشكلات حل اين مسائل با روش
هاي مبتني بر شبكه اي شعاعي در مقابل روشهاي بدون شبكه مبتني بر توابع پايهزياد است. از حدود دو دهه قبل، روش
اند. هاي فيزيكي و مهندسي، معرفي و گسترش يافتهسيلي حاصل از مدل بندي پديدهبراي حل دسته وسيعي از معادلات ديفران

ها، عدم نياز شبكه بندي ناحيه جواب بوده و تنها ابري از نقاط روي دامنه محاسباتي در نظر گرفته ويژگي اصلي اين روش
ده هاي پيچيسائلي با ابعاد بالا و هندسههايي بسيار كارا و مفيد براي حل مهاي بدون شبكه، روششود. بنابراين روشمي
 ,35 ,37[ ها در حل بسياري از مسائل الكترومغناطيس نيز شده استها، سبب كاربرد آنباشد. عملكرد بالاي اين روشمي

14, 33, 25, 26, 1, 38.[ 

اجرا  سأله فرموله وهاي بدون شبكه است كه بر اساس فرم ضعيف مگالركين موضعي يكي از روش  -روش بدون شبكه پترو
] از اين روش براي حل مسأله پراكندگي امواج الكترومغناطيس از محيط ناهمسانگرد استفاده 15]. در [24, 2, 23شود [مي

اي شعاعي را براي حل اين هاي خاص تقريبي براساس توابع پايه] روش بدون شبكه جواب16شده است. نويسندگان در [
اعي تعريف اي شعاين روش نرم خاصي مرتبط با عملگر ناهمسانگرد به جاي نرم اقليدسي در توابع پايه اند. درمسأله به كار برده

 .شودمي

هاي بدون شبكه و تركيبي از روش  (FD-RBF)اي شعاعيروش موضعي بدون شبكه تفاضل متناهي مبتني بر توابع پايه
اسبات دارد، مورد توجه بسياري از محققان قرار گرفته هايي كه در كاهش حجم محتفاضل متناهي است كه به دليل مزيت

] گسترش يافته 32, 31, 28, 27, 10هاي موضعي بدون شبكه قرار گيرد، در [تواند در گروه تكنيك، كه ميFD-RBF.است
از اين  ] نحوه استفاده11] حل شد. نويسندگان مقاله [7در [ FD-RBF نفوذ مانا با استفاده از روش-است. معادلات همرفت

روش در معادلات آب كم عمق را توضيح دادند و همچنين دقت و كارايي محاسباتي اين روش را تعيين كردند. بولينگ و 
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هاي موازي سازي را تمركز كردند و استراتژي FD-RBF] اولين محققاني بودند كه بر عملكرد موازي روش6همكارانش [
-FD معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزيي با استفاده از روش موضعي ] يك روش كارآمد براي حل3معرفي كردند. در [

RBF  توان خطاي تقريب را به حداقل ارائه شده است. علاوه بر اين، آنها نشان دادند كه با انتخاب پارامتر بهينه شكل مي
ك پارامتر شكل سازگار استوكس دو بعدي و ارائه ي-براي معادلات ناوير FD-RBF ] اجراي روش17رساند. اهداف اصلي [

  .هاي موج غيرخطي به كار رفته استموضعي براي مدلسازي پديده FD-RBF] روش9مطلوب است. در [  RBF براي

ساختار اين مقاله به اين صورت است: در بخش دوم مدلسازي مسأله پراكندگي امواج الكترومغناطيس از يك استوانه 
در بخش سوم  FD-RBF شود. روش عددي موضعي بدون شبكهدلخواه بيان مي ناهمسانگرد با طول نامتناهي و سطح مقطع

شود و در بيان مي FD-RBFهاي عددي از حل مسائل الكترومغناطيس با روششود. در بخش چهارم مثالتوضيح داده مي
 .گرددپايان نتيجه گيري ارائه مي

  

                ناهمسانگرد نامتناهياز يك استوانه  دلسازي مسأله پراكندگي امواج الكترومغناطيسم .1

، تراوايي ሻݔሺ߳ با گذردهي الكتريكي Թଷ ابتدا انتشار موج الكترومغناطيس را در يك محيط ناهمسانگرد ناهمگن در
و ميدان  ࣟ گيريم. موج الكترومغناطيس با ميدان الكتريكيدر نظر مي ሻݔሺߪ و رسانايي الكتريكي ሻݔሺߤ مغناطيسي
 :كنندشود كه در معادلات ماكسول زير صدق ميميتوصيف  ࣢ مغناطيسي

݈ࣟݎݑܿ  ൅ ߤ
డ࣢

డ௧
ൌ ࣢݈ݎݑܿ				,0 െ ߳

డࣟ

డ௧
ൌ  .߳ߪ

   هارمونيك زمانيبراي موج الكترومغناطيس با

 ࣟሺݔ, ሻݐ ൌ ,ݔ࣢ሺ,෨݁ି௝ఠ௧ܧ ሻݐ ൌ  ෩݁ି௝ఠ௧ܪ

෨ܧ هاي وابسته به مكان مختلط مقدار، بخش߱با فركانس زاويه اي  :كنندزير صدق ميدر معادلات  ෩ܪ و 

෨ܧ݈ݎݑܿ െ ෩ܪሻݔሺߤ݆߱ ൌ 0, 

෩ܪ݈ݎݑܿ ൅ ൫݆߱߳ሺݔሻ െ ෨ܧሻ൯ݔሺߪ ൌ 0. 

ߪ) حال فرض كنيد پراكندگي ناشي از تابش موج الكترومغناطيس به يك استوانه دي الكتريك  ൌ ناهمسانگرد با طول  (0
ها منطبق است. علاوه بر آن فرض كنيد ݖ	 و محور استوانه با محور ଶܥ در ܦ߲ سطح مقطع استوانه با مرزܦ .نامتناهي باشد

଴߳  كه استوانه در يك محيط نارساناي همگن قرار گرفته است كه داراي گذردهي الكتريكي ൐  ، تراوايي مغناطيسي0

଴ߤ	 ൐ ߪ و رسانايي 0 ൌ  :كنيماست. سپس تعريف مي 0

෨௜௡௧,௘௫௧ܧ ൌ
1

ඥ߳଴
෩௜௡௧,௘௫௧ܪ			,	௜௡௧,௘௫௧ܧ ൌ

1

ඥߤ଴
 ,௜௡௧,௘௫௧ܪ
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݇ଶ ൌ ߳଴ߤ଴߱ଶ, ࣨ ൌ
߳ሺݔሻ

߳଴
,ࣛ ൌ

ሻݔሺߤ

଴ߤ
 

گر هاي الكتريكي و مغناطيسي در محيط خارج و داخل پراكندهبه ترتيب معرف ميدان  ෪௜௡௧ܪ	،෨௜௡௧ܧ و ෪௘௫௧ܪ	،෨௘௫௧ܧكه
 :و به شكل زير هستند ݖ مستقل از ࣨ و ࣛ هايهستند. براي يك محيط ناهمسانگرد ماتريس

 ࣛ ൌ ൮

ܽଵଵ ܽଵଶ 0
ܽଶଵ ܽଶଶ 0
0 0 ܽ

൲ ,     ࣨ ൌ ൮

݊ଵଵ ݊ଵଶ 0
݊ଶଵ ݊ଶଶ 0
0 0 ݊

൲.  

  گر در رابطهداخل پراكنده ௜௡௧ܪ و ௜௡௧ܧ هايميدان

௜௡௧ܧ݈ݎݑܿ  െ ௜௡௧ܪ݆ࣛ݇ ൌ ௜௡௧ܪ݈ݎݑܿ				,0 ൅ ௜௡௧ܧ݆ࣨ݇ ൌ 0,  

   خارج از آن در رابطه ௘௫௧ܪ و ௘௫௧ܧ و ميدان 

௘௫௧ܧ݈ݎݑܿ )1( െ ௘௫௧ܪ݆݇ ൌ ௘௫௧ܪ݈ݎݑܿ				,0 ൅ ௘௫௧ܧ݆݇ ൌ 0.  

 .كنندصدق مي 

پذير باشد، وارون ࣛ هاي الكتريكي و مغناطيسي پيوسته هستند. فرض كنيدهاي مماسي ميدانگر، مولفهروي مرز پراكنده
  با توجه به روابط

௜௡௧ܪ݆݇ )2( ൌ ࣛିଵܿܧ݈ݎݑ௜௡௧,				݆݇ܪ௘௫௧ ൌ  ,௘௫௧ܧ݈ݎݑܿ

  گر به صورتمعادلات ماكسول براي ميدان الكتريكي داخل پراكنده

௜௡௧ܧ݈ݎݑଵܿି݈ࣛݎݑܿ )3( െ ݇ଶࣨܧ௜௡௧ ൌ 0,  

  و براي ميدان الكتريكي خارج از آن به صورت 

௘௫௧ܧ݈ݎݑ݈ܿݎݑܿ  െ ݇ଶܧ௘௫௧ ൌ 0,  

  گاهباشد، آن ௜ܪ و ௜ܧ هارمونيك زمانيفروديشود. اگر پراكندگي بدليل ميدان تبديل مي 

௘௫௧ܧ  ൌ ௜ܧ ൅ ௘௫௧ܪ				,௦ܧ ൌ ௜ܪ ൅  ,௦ܪ

است.  )1يك جواب تام معادله (  ௜ܪ،௜ܧ هاي پراكندگي هستند. در حالت كلي، ميدان فروديمعرف ميدان ௦ܪ و ௦ܧ كه
   مولر-در شرط تشعشعي سيلور  ௦ܪ،௦ܧ ميدان پراكندگي

lim
௥→ஶ

ሺܪ௦ ൈ ොݔ െ ௦ሻܧݎ ൌ 0 
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ොݔ كند كهصدق مي ൌ
௫

|௫|
 .  

  ي:است يعن  ௭ܯܶ	حال فرض كنيد كه قطبش موج فرودي،

ሻݔ௜ሺܧ ൌ ൫0,0, ,௜൯ݑ ሻݔ௦ሺܧ ൌ ሺ0,0, ,௦ሻݑ ሻݔ௜௡௧ሺܧ ൌ ሺ0,0,  .ሻݒ

  ) با معادله2با كمك آناليز برداري ساده، (

.׏ ݒ׏ܣ ൅ ݇ଶ݊ݒ ൌ  ,ܦ		݊݅				,0

  معادل است كه در آن 

ܣ ൌ
1

ܽଵଵܽଶଶ െ ܽଵଶܽଶଵ
ቀ
ܽଵଵ ܽଶଵ
ܽଵଶ ܽଶଶ

ቁ 

  ) معادل با معادله هلمهولتز3است. به طور مشابه، (

Δݑ௦ ൅ ݇ଶݑ௦ ൌ 0,				݅݊		Թଶ\ܦഥ, 

ߥ است. شرايط انتقال ൈ ൫ܧ௜ ൅ ௦൯ܧ ൌ ߥ ൈ ߥ و ௜௡௧ܧ ൈ ௜ܧ൫݈ݎݑܿ ൅ ௦൯ܧ ൌ ߥ ൈࣛିଵܿܧ݈ݎݑ௜௡௧  روي مرز
  گر به شرايطپراكنده

ݒ െ ௦ݑ ൌ .ߥ				,ܦ߲			݊݋				,௜ݑ ݒ׏ܣ െ .ߥ ௦ݑ׏ ൌ .ߥ  ,ܦ߲		݊݋				௜ݑ׏

  مولر به شرط تشعشعي زامرفلد -است. نهايتا شرط سيلور ܦ بردار يكه عمود به سمت خارج از ناحيه ߥ شوند كهتبديل مي 

 lim
௥→ஶ

ݎ√ ቀ
డ௨ೞ

డ௥
െ ௦ቁݑ݆݇ ൌ 0,  

 .شودتبديل مي Թଶ در 

به يك استوانه دي الكتريك  ௓ܯܶ و قطبش ௝ఠ௧ି݁ هارمونيك زمانيمسأله پراكندگي حاصل از تابش يك موج تخت با 

  به صورت معادلات ديفرانسيلي Թ2 در ܦ ناهمسانگرد با طول نامتناهي و سطح مقطع دلخواه

.׏ )4(  ሺݒ׏ܣሻ ൅ ݇଴
ଶ߳௥ݒ ൌ   ܦ	݊݅			0

௦ݑଶ׏ )5(  ൅ ݇଴
ଶݑ௦ ൌ 0				݅݊		Թଶ\ܦഥ  

  با شرايط انتقال 

ݒ )6( െ ௦ݑ ൌ   ܦ߲		݊݋				௜ݑ

.ߥ )7( ሺݒ׏ܣሻ െ .ߥ ௦ݑ׏ ൌ .ߥ   ܦ߲	݊݋				௜ݑ׏
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   و شرايط زامرفلد 

)8( lim
௥→ஶ

ቀ
డ௨ೞ

డ௥
െ ௦ቁݑ݆݇ ൌ 0  

ܣ شود كه در آنمدلسازي مي  ൌ
ଵ

ఓೣೣఓ೤೤ିఓೣ೤ఓ೤ೣ
൭
௫௫ߤ ௬௫ߤ
௫௬ߤ گذردهي  ௥߳تنسور تراوايي مغناطيسي ناهمسانگرد، ௬௬൱ߤ

଴݇گر،پراكنده الكتريكي نسبي درون ൌ
ଶగ

ఒ
ൌ ߱ඥ߳଴ߤ଴  ،عدد موج در محيط آزاد	߳଴ ߤ  و଴ به ترتيب گذردهي الكتريكي

ميدان   ௜ݑ،ܦ ميدان الكتريكي كل درون ناحيه ݒ .طول موج در محيط آزاد است ߣ و تراوايي مغناطيسي در محيط آزاد و
  .ميدان الكتريكي پراكنده شده است ௦ݑ الكتريكي فرودي و

) 1مطابق شكل ( Ω߲ با مرز Ω درون يك ناحيه ساختگي ܦ گركنيم پراكندهبراي حل اين مسأله به روش عددي فرض مي
 Ω߲ شود و براي داشتن جوابي يكتا، يك شرط مرزي بايد رويحل مي ഥܦ\Ω ) درون ناحيه5قرار دارد. بنابراين معادله (

، شرط مرزي Ω߲  اي شكليه سازي كند. به اين منظور روي مرز دايرهتحميل شود به طوري كه شرايط مرزي زامرفلد را شب
 ]18[ تشعشعي مرتبه اول به صورت

)9( 
డ௨ೞ

డ௡
൅ ቀ݆݇଴ ൅

ଵ

ଶ௥್
ቁ ௦ݑ ൌ 0,  

  .است Ω߲ شعاع ௕ݎ شود كهاعمال مي 

 

  .استقرار گرفته  Ω߲ يا، كه درون يك ناحيه ساختگي با مرز دايرهܦ߲ با مرز ܦ گرپراكنده: 1شكل

  محاسبه سطح مقطع راداري .1,1
  د:شوسطح مقطع راداري به صورت زير تعريف مي  

 ߯ሺߠሻ ൌ lim
௥→ஶ

ݎߨ2
|۳ೞ|మ

|۳೔|మ
ൌ lim

௥→ஶ
ݎߨ2

|۶ೞ|మ

|۶೔|మ
,  

௜หݑห با فرض ܧܶ يا ܯܶ هايكه براي موج  ൌ  .شود، به صورت زير بازنويسي مي1

 ߯ሺߠሻ ൌ lim
௥→ஶ

  .௦|ଶݑ|ݎߨ2

 :[22] شوددر هر نقطه خارجي از رابطه زير محاسبه مي  ௦ݑداده شده باشد، ߲ܵ روي مرز ௦ݑ اگر 

ሻܚ௦ሺݑ  ൌ డௌ׬ ቂܩሺܚ, ܚ
ᇱሻ డ௨

ೞ൫ܚᇲ൯

డ௡ᇲ
െ

డீ൫ܚ,ܚᇲ൯

డ௡ᇲ
ᇱሻቃܚ௦ሺݑ ݈݀ᇱ  
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,ܚሺܩ كه  ᇱሻܚ ൌ
ଵ

ସ௝
଴ܪ
ଶሺ݇଴|ܚ െ ، تابع هنكل ݎ تابع گرين معادله هلمهولتز در فضاي آزاد است. براي مقادير بزرگ ᇱ|ሻܚ

 :رفتار مجانبي زير استداراي 

଴ܪ 
ଶሺ݇଴|ܚ െ ᇱ|ሻܚ ∼ ට

ଶ௝

గ௞బ௥
݁ି௝௞బ൫௥ିܚො.ܚ

ᇲ൯ 

ݎ كه  ൌ ,|ܚ| ොܚ ൌ
ܚ

௥
 ، ݎ بنابراين براي مقادير بزرگ .

)10( ߯ሺߠሻ ൌ
ଵ

ସ௞బ
| డௌ׬ ሾ݁

௝௞బܚො.ܚᇲ డ௨
ೞ൫ܚᇲ൯

డ௡ᇲ
െ

డ௘ೕೖబܚො.ܚ
ᇲ

డ௡ᇲ
  ,ሻሿ݈݀′|ଶ′ܚ௦ሺݑ

ොܚ كه  ൌ ሾcosߠ, sinߠሿ .  

  

 اي شعاعيمتناهي مبتني بر توابع پايهحل عددي مسأله به روش تفاضل  .2

هاي بدون شبكه براي حل عددي معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزيي بسيار گسترش هاي اخير استفاده از روشدر سال 
هاي بدون شبكه است كه براي حل مسائل با اي شعاعي يكي از مهمترين روشيافته است. روش هم محلي براساس توابع پايه

-)4براي حل عددي مسأله ( FD-RBF هاي پيچيده كاربرد دارد. در اين بخش روش بدون شبكه موضعي و هندسهابعاد بالا
  شود.) تشريح مي9(

  

                                                                                            اي شعاعيونيابي به كمك توابع پايهدر1.2 

,࢐࢞൫ هاي پراكندهاي از دادهمجموعهفرض كنيد  ,൯࢐࢟ ࢐ ൌ ૚,… ࢐࢞ داده شده است، كه ࡺ, ∈ Թو ࢔ . ࢐࢟ ൌ ൯࢐࢞൫ࢌ ∈

Թ  ࢌࡼ خواهيم تابع درونيابميሺ࢞ሻ ࢌࡼ  را طوري بيابيم كه൫࢐࢞൯ ൌ را برحسب توابع   ሻ࢞ሺࢌࡼ به اين منظور تابع .࢐࢟
 :دهيماي شعاعي بسط ميپايه

 ௙ܲሺݔሻ ൌ ∑ே
௝ୀଵ ∥௝߶൫ߙ ݔ െ ௝ݔ ∥൯, ݔ ∈ Թ௡  

  :آينددست ميبا اعمال شرط درونيابي و حل دستگاه معادلات خطي زير به ௝ߙ كه ضرايب مجهول 

൮

߶ሺ∥ ଵݔ െ ଵݔ ∥ሻ ߶ሺ∥ ଵݔ െ ଶݔ ∥ሻ ⋯ ߶ሺ∥ ଵݔ െ ேݔ ∥ሻ
߶ሺ∥ ଶݔ െ ଵݔ ∥ሻ ߶ሺ∥ ଶݔ െ ଶݔ ∥ሻ ⋯ ߶ሺ∥ ଶݔ െ ேݔ ∥ሻ
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
߶ሺ∥ ேݔ െ ଵݔ ∥ሻ ߶ሺ∥ ேݔ െ ଶݔ ∥ሻ ⋯ ߶ሺ∥ ேݔ െ ேݔ ∥ሻ

൲ቌ

ଵߙ
ଶߙ
⋮
୒ߙ

ቍ ൌ ൮

݂ሺݔଵሻ
݂ሺݔଶሻ
⋮

݂ሺݔ୒ሻ

൲   
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 (FD-RBF) اي شعاعيموضعي تفاضل متناهي مبتني بر توابع پايه وش بدون شبكهر 2,2

  د:مسأله مقدار مرزي بيضوي زير را در نظر بگيري 

ݑࣦ ൌ ݂				݅݊				Ω 

ݑ ൌ  ,Ω߲				݊݋				଴ݑ

 شوند كهنقطه پراكنده مي ܰ ي جوابمقادير معلوم هستند. براي گسسته سازي اين مسأله، در دامنه ଴ݑ و݂ كه در آن  ௜ܰ  

 نقطه درون و ௕ܰ نقطه در همسايگي خود دارد كه با  ݊،∗ݔ گيرند. هر نقطهنقطه روي مرز دامنه قرار مي ܰሺݔ∗ሻ   مشخص
اي شعاعي، تعميمي از روش تفاضل متناهي معمولي است. در روش تفاضل روش تفاضل متناهي بر مبناي توابع پايه.شوندمي

شود، در نقاط مجاور تقريب زده مي ݑ به صورت تركيب خطي از مقادير تابع ௜ݔ هدر نقط ࣦ متناهي معمولي، وقتي عملگر
 الفاصله با فاصلهيمشتق مرتبه دوم روي يك شبكه يك بعدي از نقاط متساو ࣦ ها از ابتدا معلوم هستند. مثلا اگر عملگروزن

1ها به صورت باشد، وزن  ݄

௛2 ቂ1, െ2,1ቃ  هر نقطه در يك ماتريس، يك دستگاه  هستند كه با جمع آوري وزن مربوط به
مانند روش تفاضل   FD-RBF است. روش ௜ݔ در نقاط ݑ شود كه جواب دستگاه، تقريبي ازمعادلات اسپارس حاصل مي

ل ها بخشي از فرآيند حها در ابتدا معلوم نيستند و بنابراين محاسبه وزنكند با اين تفاوت كه وزنمتناهي معمولي عمل مي
∗ݔ در هر نقطه ࣦ ت. در اين روش عملگرمسأله اس ∈ Ω اي شعاعي در همسايگيبه صورت تركيب خطي از مقادير توابع پايه 

ܰሺݔ∗ሻ  شودتقريب زده مي: 

)11( ሺࣦݑሻሺݔ∗ሻ ≃ ∑௫ೕ∈ேሺ௫∗ሻ ௝ݓ
  ௝൯ݔ൫ݑ∗

௝ݓ هايوزن 
  :آيند) بدست مي11اي شعاعي در معادله (اي از توابع پايهبا اعمال دقيق مجموعه ∗

)12( ሺࣦ߶௞ሻሺݔ∗ሻ ൌ ∑௫ೕ∈ேሺ௫∗ሻ ௝ݓ
∗߶௞൫ݔ௝൯																ݔ௞ ∈ ܰሺݔ∗ሻ.  

  :شود) به شكل ماتريسي زير نوشته مي12دستگاه معادلات ( 

)13( ቎
߶௝ଵ൫ݔ௝ଵ൯ ߶௝ଵ൫ݔ௝ଶ൯ ⋯ ߶௝ଵ൫ݔ௝௡൯
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
߶௝௡൫ݔ௝ଵ൯ ߶௝௡൫ݔ௝ଶ൯ ⋯ ߶௝௡൫ݔ௝௡൯

቏ ቎
௝ଵݓ
∗

⋮
௝௡ݓ
∗
቏ ൌ ቎

൫ࣦ߶௝ଵ൯ሺݔ∗ሻ
⋮
൫ࣦ߶௝௡൯ሺݔ∗ሻ

቏  

௝௡൯ݔ௝௠൫߶ كه در آن  ൌ ߶൫∥ ௝௠ݔ െ ௝௡ݔ ∥൯ انديس نقاط درون همسايگي ݆݉ است كه ܰሺݔ∗ሻ است.  ∗ݔ از نقطه
∗ݓ∗ܣ به شكل ماتريسي ݊ ) يك دستگاه معادلات مرتبه13دستگاه معادلات ( ൌ است. پس از   ∗ܣ با ماتريس متقارن ∗ܾ

∗ݔ ي) براي همه13از حل دستگاه ( ∗ݓ هاي وزنكه بردارآن ∈ Ω اتريس به صورت اسپارس جمع به دست آمد، در يك م
شوند. توجه شود كه براي شرايط مرزي كه شامل عملگر به عنوان مقادير سمت راست در نظر گرفته مي ݂ شوند وآوري مي



 
 

  ... شعاعي ايپايه توابع مبناي بر متناهي تفاضل شبكه بدون موضعي روش

 

 

105 

-FD به روش  ࣦ ) ، عملگر ديفرانسيلي نيز مانند عملگر9) و شرط تشعشعي (7ديفرانسيلي هستند، مانند شرط نيومن (

RBF  د.آيدر نقاط دورن و مرز دامنه به دست مي ݑ شوند. به اين ترتيب با حل دستگاه جديد تقريبي ازميگسسته سازي  

  

 تايج عددين .3

در اين بخش حل مسأله پراكندگي امواج الكترومغناطيس از يك استوانه نامتناهي ناهمسانگرد با سطح مقطع دلخواه كه  
گرفته است، با استفاده از روش عددي ذكر شده مورد بررسي قرار گرفته قرار  ௭ܯܶ مورد تابش يك موج تخت با قطبش

  است. معادله موج تخت فرودي

௜ݑ  ൌ exp ቀ݆݇଴൫ݔcosߠ௜ ൅  ௜൯ቁߠsinݕ

د شونگر به طور همزمان حل ميباشد. در محاسبات مسائل پراكندگي داخل و خارج پراكندهزاويه فرود مي ௜ߠ است كه در آن
ሻݎሺ߶اي شعاعي چندربعي تعميم يافته،در نظر گرفته شده است. توابع پايه ݖܪܯ300كانس برابر و در همه محاسبات فر ൌ

ሺ2ݎ ൅  ) استفاده شده است. تابع چندربعي تعميم يافته به پارامترهاي شكل12اي شعاعي در (عنوان توابع پايه] 2ሻ௤  ]19ߝ

ߝ		 ൌ پايداري جواب دارند. اگرچه مقدار بهينه براي اين پارامترهاي شكل وابسته است كه نقش مهمي در دقت و  ݍ و ௖݀௖ߙ
ݍ اند كه] پيشنهاد داده19هنوز يك مسأله باز است، اما كانسا و همكارانش در [ ൌ 2 5ൗ مقداري قابل قبول است كه دقت   

ݍ دهد. لذا ما در محاسبات خودتقريب را افزايش مي ൌ 2 5ൗ ميانگين فاصله نقاط، گيريم. براي مسائل دوبعدي در نظر مي 
݀௖ شودطبق رابطه زير تعريف مي: 

 ݀௖ ൌ
√஺

ඥ஺௡ಲିଵ
,  

باشد. از آنجايي كه براي مقابله با عدم پيوستگي مواد در دو تعداد نقاط در اين دامنه مي ஺݊ مساحت دامنه محمل و ܣ كه
شود، راي دامنه داخلي و خارجي در نظر گرفته ميناحيه متفاوت، دو مجموعه مجزا از توابع پايه شعاعي چندربعي تعميم يافته ب

݀௖ ߙ شود و مقدار بهينهدر هر ناحيه به طور جداگانه تعيين مي௖ شوددر هر مثال برآورد مي. 

 پراكندگي از استوانه ناهمسانگرد با سطح مقطع دايره .3,1

0ܽ݇  مشخصات در اين مثال، مسأله پراكندگي از يك استوانه ناهمسانگرد با سطح مقطع دايره و ൌ 1, 	߳௥ ൌ 0 75ൗ  و 

ܣ ൌ
1
8൮

3 2
2 4 ൲  با روش FD‐RBF ) و در شكل ) محاسبه شده10حل شده است. سطح مقطع راداري از رابطه a2 

௜ߠ سم شده است. زاويه تابش موج فرودير ൌ గ

4 ܰ و  ൌ و روي مرز   Ω نقطه به طور يكنواخت در دامنه محاسباتي 1646
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௕ݎ با شعاع Ω߲ ساختگي ൌ اند. براي مقايسه جواب عددي با جواب تحليلي، خطاي جذر راكنده شدهپ b2كل مطابق ش 3ܽ
  (RMS) ميانگين مربعات

ܵܯܴ  െ ݎ݋ݎݎܧ ൌ ටଵ

ே
∑ே
௜ୀଵ ሾݑ௘௫௔௖௧ሺݔ௜ሻ െ  ,௜ሻሿଶݔ௔௣௣௥௢௫௜௠௔௧௘ሺݑ

௖ߙ محاسبه شده است. در اين مثال به ازاي پارامتر شكل  ൌ ، خطاي مربوط به ميدان الكتريكي كل درون استوانه برابر 3

3 0202ൈ 10ି4
ൗ  8و خطاي مربوط به ميدان پراكنده شده در خارج از آن برابر 5089 ൈ 10ି5

ൗ  بدست آمده است كه
  .دهد] نشان مي20توافق بسيار خوبي را با جواب تحليلي مسأله [

  

  
  توزيع نقاط درون دامنه محاسباتي ࢈ሺ 1اي مربوط به مثال سطح مقطع راداري استوانه ناهمسانگرد دايره : 2شكل
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 پراكندگي از يك استوانه ناهمسانگرد با سطح مقطع بيضوي .3,2

ايي با هاي شعاعي براي حل مسأله پراكندگي از استوانهبراي آن كه نشان دهيم روش تفاضل متناهي بر مبناي توابع پايه
0ܽ݇ راداري يك استوانه ناهمسانگرد با سطح مقطع بيضي با مشخصاتسطح مقطع دلخواه كاربرد دارد، سطح مقطع  ൌ  ,ߨ

݇0ܾ ൌ
గ

2, ߳௥ ൌ ܣ	، 1 ൌ
1
4൮

4 2
2 2 ൲ ߠ و زاويه فرود௜ ൌ ) در نظر گرفته شده است. تعداد كل نقاط 3در شكل ( 0

ܰ پراكنده شده در داخل دامنه محاسباتي برابر ൌ ௕ݎ .باشدمي 1642 ൌ ௖ߙ و 2ܽ ൌ 4 5ൗ بدليل آنكه اند. فرض شده  
 COMSOL5 هاي محاسبه شده با اين روش، با نتايج حاصل از نرم افزاربراي اين مدل جواب دقيق در دسترس نيست، جواب

 ت.مقايسه شده است و دقت وكارايي اين روش اثبات شده اس

  
଴ܽ݇  هايسطح مقطع راداري استوانه ناهمسانگرد بيضوي با ويژگي: 3شكل ൌ ,ߨ ݇଴ܾ ൌ

గ

ଶ
, ߳௥ ൌ 1, 

௫௫ߤ	 ൌ 4, ௬௬ߤ ൌ 2, ௫௬ߤ ൌ 2, ௜ߠ ൌ  .2مربوط به مثال  0
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