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 چکیده

کاررفتههتربرایمعادلاتدیفرانسیلعادیببیشکهبهمسائلاغتشاشیغیرعادینیزموسومهستند مرزیۀلایۀنظری

حالی.است لایدر مسائل  مرزیۀکه مشتقاتجزئی با معادلاتدیفرانسیل ایپاره)برای در( وسیعی بسیار کاربردهای

ۀ،مسائللایایمعادلاتدیفرانسیلپارههایجوابیمرزودلیلرفتارپیچیدهحدیهب.داردهایمختلففیزیکمهندسیزمینه

دیفرانسیلۀشاملمعادل مرزیۀدراینمقالهمسئلهلای.اندشدهتربررسیکماستایمعادلاتدیفرانسیلپارهمرزیکهشامل

درنزدیکی مرزیۀبراینشاندادنوقوعویاعدموقوعلای،روازاین.شودمیغیرموضعیبررسی مرزیطباشرایپاره

شودکهوقوعلایهدادهشدهشرایطیارائهمیۀبرایمسئلدرنهایت.کنیمسازیمیراموضعی مرزیلایهۀ،مسئلمرزینقاط

 مرزیلایهۀلمسئشودتاهمتعیینمیمناسب مرزیطچنینشرهم.کنددامنهمشخصمی مرزیرادرنقاطعدمآنو مرزی

نشود مرزیۀهملایخوشطرحباشدو جوابایجاد تا شاملمعادلاتدیفرانسیلعادی مرزیهایتقریبیشبیهمسائللایه

.نوشتهشود

معادلهاغتشاشیکوشیریمان،مرزیلایهۀ،مسئلضروریجواباساسی،شرایط:های کلیدی واژه



  مقدمه

هایفیزیکعادینیزموسومهستندمدلریاضیخیلیازپدیدهاغتشاشیغیرکهبهمسائلمرزییهمسائللا

ترینمرتبهمشتقموجوددرضریببزرگومهندسیاستکهازلحاظساختارمدلریاضیپارامترکوچک

لودویگپرانتدلدرسالریاضیسازیدرکارهایمدلنخستلاینمسائ.شودمیرانسیلظاهردرمعادلهدیف

بااصطکاکمایعاتحرکتعنوانبالبرگدهایداناندرریاضیالمللیکنگرهبیناشدرسومینسخنرانیدر1111

وسپس1112پرانتدلبعدهادرکتابهیدرودینامیکلامبدرسالیمرز ۀلایۀنظری.[1]کوچکظاهرشد

در کارپرانتدل،سوالیکشیمیدانهم.دادندتوسعه1191وواندیکدر1191لاجرساستورم ،زمانبا

بهریاضی ژاپنی ناگومودان پارامترنام شامل دیفرانسیل معادله با اولیه مقدار یکمسئله تا کرد تشویق را

y'' f (x, y, y ', )  0که وقتی 0 نظری،[2]کندبررسی ۀلایۀادامه اغتشاشاتمرزی باعنوان

ارائه1191یدردانشگاهنیویورکدرسالهایغیرخطفریدریگسوواسودرسمینارنوسانغیرعادیدرکار

ایننظریه.شد تیخانوفوشاگردانشدردانشگاهدولتیمسکوخصوصا دانانروسیمثلریاضیزمانهمرا

دادنددیفرانسیلشاملپارامترادامههایمعادلاتهایمفیدآنالیزمجانبیجوابواوآلینیکدربسطروشواسیل
 jahanshahi@azaruniv.eduنویسندۀ مسئول*
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[1] ،[5 .] ریاضیبنابراین و دانانفیزیکدانان به دنیا لایسراسر ۀنظریه در.اندداشتهزیادیمرزیتوجه

لرااینمسائ[7]دولاندر.آشیلدوروپ.میللرواچ.واچ[9]دانانیمثلروبرتامالیهایاخیرریاضیسال

.اندکردهیبررسموضعیمرزیهاهمراهباشرایطهایمجانبیجوابازنقطهنظربسط

موضعیوغیرموضعیبررسیمرزیباشرایطمرزیۀتشکیللایازنقطهنظرمحللرالفاناینمسائؤم

ومرزیۀهایمجانبینسبتبهپارامتردرمحللایصورتبسطهلبهایاینمسائاندچونساختارجوابکرده

.مهماستشودایجادمیمرزیۀلایمرزیکهدرکدامنقطهتشخیصاینازاینرو،؛استمرزیۀخارجازلای

،[1]،[8]توانبهکارهایازجملهمیهستند،شاملمعادلاتدیفرانسیلعادیمذکورمرزیۀللایمسائۀاماهم

کهمسئلهاستهاییدرحالتمرزیۀهدفعمدهدراینمقالاتتشخیصلای.لفاناشارهکردؤماز[11]،[11]

باشرایطمذکورلاشارهشدمسائهاانبهدرکارهایسایرینکه.غیرموضعیدادهشدهاستمرزیباشرایط

.شدهاستدیریکلهونویماندادهمرزیموضعیکلاسیکمثلشرطیمرز

با.کنیمبررسیمی(زئیبامشتقاتج)ایرابرایمعادلاتدیفرانسیلپارهمرزیۀدراینمقالهنظریهلای

ایبرخلافمعادلاتدیفرانسیلمعمولیسابقهبرایمعادلاتدیفرانسیلپارهمرزیکهنظریهلایهاینکیدبرأت

مهندسیمثلهایفیزیکوخیلیاززمینهایدرملمعادلاتدیفرانسیلپارهشامرزیۀللایمسائ.چندانیندارد

آیرودینامیک،پلاسمادینامیک،هیدرودینامیککوانتومی،مکانیکالاستیسیته،نظریهسیالات،دینامیکومکانیک

هایحرکتسیالاتوفلوهایتشعشعیظاهرریهراکتورشیمیایی،فرایندهایپخشوسایرزمینهمغناطیس،نظ

برایمرزیلایهۀمعادلباالکتریکیدریکسیالغیرمتراکمباانتقالمرزیۀجریانلایعنوانمثالبه.شودمی

:شودمیصورتدادهدینبمیدانفلو
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u،دیریکلهمرزیباشرایط 0رویمرزکهدرآن 0 هگارتیودیگرانرااینمسئله.،است1

مسئلهدرنهایتو.استدرواقعمدلریاضیحالتپایایفرایندپخشمذکورمسئله.اندکردهبررسی[11]در
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uدیریکلهمرزیوباشرایط رویمرزDاینمعادلهراکامین.استکردهبررسی[15]کهکامیناست

بهمعادلهuباانداختنجمله
ii xb (x)u  چنانباشد(x)کهتابعپتانسیلبافرضاین.پرداختهاست0

که
ii xb (x) کهi , ,...,n 1 می2 میل یکثابت به جواب که است کرده ثابت او قبلا ، که چیزی کند

.انددستآوردههبااستفادهازیکبسطمجانبیب[19]ماتکوسکیوشوس

لاییدربخشپایان مسئله چند مرزیۀمقاله معادله مربوطبه که 1)حلنشده کارهایبعدیواست( با

تواندباچهارهامیتحقیقوکارپژوهشیمعرفیشدهاست،بررسیحلاینمسئلهبرایاستلفاندرارتباطؤم

.شودانجامشوداینمقالهارائهمیچوبروشیکهدر



 بیان ریاضی مسئله

:گیریمصورتدرنظرمیدیندراینمقالهمعادلهکوشیریماناغتشاشیبیضویراب
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0اینمعادلهبا.موهومیمحضاست ودرضریبجملهدومپارامتراغتشاشیکهپارامترکوچک

موردنظرمعادلهباتوجهبهناحیه.شودهذلولویمیایتبدیلبهمعادله0ازنوعبیضویاستوباۀمعادل

:گیریمنظرمیطورطبیعیرویجوابدربینهایتدرهراب(9)مرزیدادهشدهاستشرطنمایشDکهبا

x
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1 2 0                                              (9)  

گذاریباجای)پارامترهدفایناستکهبابررسیرفتاراینمعادلهبرحسبتغییر 0)تشکیلویاعدم

xمرزیرادرنقاطمرزیهایتشکیللایه , x 2 21 مناسببرایمرزیطمشخصکنیمودرنهایتشر0

.ایجادنشودفوقدرمرزهایمرزیاینمعادلهراتعیینکنیمکهلایه

وخارجلایه(داخللایهجواب)یمرزلایهۀنواختدرناحیهایتقریبییکجوابیمرزۀمسایللایچوندر

تکنیکهب(جوابخارجی)یمرز کهتشخیصاینازاینرو،شودهایخاصینوشتهمیصورتجداگانهوبا

تشکیلمییمرزۀلای یکازمرزها حائزاهمیتاستدرکدام [8]شود ،[1] ،[11] ،[11] اینمنظوربه.

ضرب(5)رابهطرفینمعادلهxZ)(برایاینتابعاختیاری.آوریمدستمیرابه(5)نخستالحاقیمعادله

:دهیموداریمگیریانجاممیانتگرالDۀدرناحیوکرده
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:استصورتدینب(5)آیدکهالحاقیمعادلهاخیرچنینبرمیۀباتوجهبهاتحادلاگرانژازرابط
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اگرتبدیلفوریهراتنهادر.لازمبهذکراستجواباساسیفوقنسبتبهبردارنرمالخارجیحسابشدهاست

دستبهصورتدینب(11)اساسیمایشدیگریبرایجوابکارببریمنهب(x2رنسبتبهمتغی)x2امتدادمحور

:[17]میآید

(15)

درآن x)که ) و دیراک دلتای x)تابع ) 


هوی تابع ساید استواحد که حالت بعدیدر یك
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)،(15)ۀتوجهشودکهدررابط , )   1 2
xو (x , x ) 1 تابعیبرامذکوررایهاتیتوانخاصیالبتهم.2

.طورمشابهنوشتزبهینیددرحالتبرداریسایراكوتابعهویدیدلتا

.است(8)معادله(عیتوز)یجواباساسقتا یحق(عیتوز)افتهیمیمتابعتعمیدهیرنشانمیدرلمز

:استصورتدینبیجواباساسیدارا(8)یماناغتشاشیر-یمعادلهكوش. 3لم



كهطرفراستآن(8)یماناغتشاشیر-یدرمعادلهكوشمذکورعافتهتابیمیممشتقاتتعمیدهیمنشان:اثبات

استراكیدیتابعدلتا اگرگریعبارتدبه.كندیصدقم، اینجوابدرمعادلهطبقتعریفجواباساسی،

دادهشودبایدتابعدلتایدیراکحاصلشود،یعنیقرار(8)دیفرانسیل

V
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:ومحاسبهمشتقتابعدلتایدیراکداریم(8)ۀدرمعادلمذکورگذاریمقادیریباجا

V V
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 i (x ) '(x i (x )) (x )             2 2 1 1 2 2               (19)  
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شرطذاتی.آوریمدستمیهطضروریبشرایموسومبهرابطهاستفادهکردهو(15)جواباساسیاکنوناز

یاضروری) میدینب( دیفرانسیلمنظورگفته کههرجوابمعادله بهناحیشود نظۀبدونتوجه دراینرمورد

[.11]،[18]،[17]شرطصدقمیکند

 

 های ضروری شرط ۀمحاسب

Dۀضربکردهدرناحی(5)رابهطرفینمعادله(11)شرطهایضروری،جواباساسیۀبرایمحاسب

.کنیمگیریمیانتگرال

R R

u (x) u (x)
( u , V ) dx V (x )dx i dx V (x )dx

x x

 
      

 
    

    
1 1

1 2 2 1
2 10 0

0  

x
R

V (x )
dx u (x) V (x ) u (x) dx

x
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1
1

1 20
20

 

x
R

V (x )
i dx u (x) V (x ) u (x) dx

x


  


 





  
   

 
 

1

1

2 1
10

 

R

u (x , )V (x , ) u (x , )V (x ) dx            
  1 1 1 2 1 1 1 2 11 1 0  

R

V (x ) V (x )
dx dx u (x) i .

x x

 


 


    
  

  
 

1

1 2
2 10

 

لحاقیاۀجایمعادلهایفوقوجاگذاریتابعدلتایدیراکبهانتگرالۀومحاسب(9)حدیۀکهباتوجهبهرابط

:خواهیمداشت(نتگرالدوگانهبالاعبارتادر)ظاهرشدهدرداخلبراکت

R

R

u (x , ) V (x , ) u (x , ) V (x ) dx

dx dx u (x) (x )

u ( ), R, ( , ),

u ( ), R, , .

   







   

 

  

   

     
 

 

 


 
  





 

1 1 1 2 1 1 1 2 1

1

1 2
0

1 2

1 2 2

1 1 0

0 1

1
0 1

2

         (17)  

uیمرزمقادیریامقادیرزیررابر(17)دومۀرابطازبااستفادهبنابراین ( , ) 1 uو0 ( , ) 1 .:داریم1

R

u ( , ) u (x , )V (x , ) u (x , )V (x , ) dx          
 1 1 1 1 1 1 1 1

1
0 1 1 0 0

2
 

R

u ( , ) u (x , )V (x , ) u (x , )V (x , ) dx           
 1 1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 0 0 1

2
 

بهضابط توجه )(ۀاكنونبا  xV15)ۀرابطدر درآنگذارییوجا( شرایطتیدرنهاروابطبالاها

:داریمصورتدینضروریراب

R R

u ( , ) u (x , ) ( ) (x i )dx u (x , ) ( ) (x )dx ( )              1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
0 1 1 0 0 18

2
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 و

R R

u ( , ) u (x , ) ( ) (x )dx u (x , ) ( ) (x i )dx ( )               1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 0 0 1 19

2
 

(11)هایتابعدلتایدیراکرابطهباتوجهبهمقادیرتابعهویسایدوخاصیتآمدهاست،[18]چهکهدرمشابهآن

 :شودصورتسادهمیدینب(18)ۀشودورابطبهیکاتحادتبدیلمی

(21)

عنوانیکشرطضروریرویبهبرقراراست(5)ۀطورطبیعیدرموردهرجوابمعادلبطهکهبهاینرا

در(5)برایمعادلهمناسبیمرزمبناییبرایتعیینشرطدتوانمیچنین،وهممحسوبمیشود(5)معادله

یكشرطمرزیتواندبایم(5)یاغتشاشمانیر-یمكهمعادلهكوشیدهینشانم(1)هیدرقض.نظرگرفتهشود

.نوشتهشود(17)ۀاولرابطۀزبااستفادهازضابطیآننیلیدادهشودوجوابتحلیرموضعیغ

ۀیدرناح(5)یغتشاشمانایر-یدمعادلهكوشیفرضكن.3ه یقض

D {(x ,x ) x R, x ( , )}  1 2 1 2 0 1  

:دادهشود(21)یرموضعیغیباشرطمرزو

u ( , ) u ( i , ) ( )       1 1 10 1 ,     R 1                              
(21)
 

)کهدرآن ) 1استتابعدلخواهپیوسته.

یمقدارمرزۀگاهمسئلباشدآنیمستقلخط(21)یشرطضروربا(21)یرموضعیغیهرگاهشرطمرز

.كندیصدقم(21)یرموضعیغیاستكهدرشرطمرزیلیجوابتحلیدارا(5)-(21)

:میكنیملاحظهم(21)یشرطضروردرنظرگرفتنابتدابا:اثبات

( )
u ( , ) u ( i , ) 

 
     1
1 10 1

2
                    (22)  

باتوجهبهحالتازطرفی،است(21)یرموضعیغیشدهشرطمرزیموضعطیقتشرایحقروابطفوقدر

:ورتنوشتصدینباشرطمرزیبالارابمذکورتوانجوابتحلیلیمسئلهمی(17)ۀنخسترابط

R

R

R

u ( ) u ( , )

u (x , ) ( ) (x i ( ))dx

u (x , ) ( ) (x i )dx

u (x , ) (x i ( ))dx

u ( i ( ), )











  

     

    

   

  



    

   

   

  







1 2

1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

1 1 1 2 1

1 2

1 1 1

0

1 1

1 1

 

باملاحظهرفتارحدیاینجوابوقتیکه 0داریم:

u ( ) limu ( ) u ( , )


  


 0 0 10
1

:داریم(22)وبادرنظرگرفتنرفتارحدیازرابطه

u ( ) limu ( , ) u ( , ) ( )


    


  0 1 0 1 10

1
0 1

2
 

u ( , ) u ( i , )    1 10 1
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.کندصدقمیشدهیموضعیمرزطیادرشرمذکوریلیحاصلازجوابتحلیعنیجوابحدی

بررررای(21)طغیرموضرررعیبررراشرررر(5)کوشررریریمررراندیفرانسررریلاغتشاشررریGفررررضكنررریممعرررادل. 7قضییییه 

D {(x ,x ) x R, x ( , )}  1 2 1 2 0 10و1  اغتشاشررریۀدرایرررنصرررورتمسرررئلدادهشررردهباشرررد

xیمرررررزدرنزدیكررررینقرررراطیمرررررزۀفاقرررردلایرررر(5)-(21) , x 2 21 ۀتنهررررااگررررررابطرررراگرررررواسررررت0

u ( , ) u ( i , )    1 10 .برقرارباشد1

،چونجوابحدییهمرزیللایفتشكیتعرباتوجهبه :اثبات

u ( ) limu ( , ) u ( , ) ( )


    


  0 1 0 1 10

1
0 1

2
 

یلایهمرز(5)-(21)درمسئلهازاینرو،صدقمیکند(22)شدهیموضعیطمرزیدرشرا1هیبنابهقض

.داشتوجودنخواهد

یمرزۀشدهمربوطبهنقطیموضعیدرشرطمرزیشودكهجوابحدیلمیتشكیزمانیهمرزیلا.1تذكر

.صدقنكند

 عمومیغیرموضعی  یمرزط شر

:عمومیزیردرنظرمیگیریمیمرزراباشرط(5)اکنونمعادله

(23)

fهایحقیقیوثابتb,aکهدرآن ( )1میدهینشانم(3)ۀیدرقض.است[1،1]تابعاختیاریپیوستهدربازه

.شودیلنمیتشكیهمرزیلا(5)-(23)یمسئلهمقدارمرزدر

.دادهشود(23)یعمومیرموضعیغیباشرطمرز(5)مانیر-یكوشیمعادلهاغتشاشدیفرضكن.0ه یقض

فوقثابتیهرگاهدرشرطمرز
b

a
  لیتشكیهمرزیلا(5)-(23)بزرگترازواحدباشدآنگاهدرمسئله

.شودینم

فوقراباانتخابیمرزرطشابتدا: اثبات
b

a
  نویسیممی(21)صورتمعادلهتابعیهب:

u ( , ) u ( , ) f ( )     1 1 11 0                            (21)  

iوباقراردادن(21)باتوجهبهشرطضروری   1 :داریم1

u ( i , ) u ( , )    1 10 1  

iواستفادهمجددازتغییرمتغیرمذکورۀبااستفادهازرابط   1 صورتنوشتهدینب(21)یمرزشرط1

:شودمی

u ( i , ) u ( i , ) f ( i )

( u ( , ) f ( )) f ( i )

u ( , ) f ( ) f ( i )
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2
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2 0 0
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:تواننتیجهگرفتبارتغییرمتغیرفوقمیnکاربردنبابه
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n n n

n

u ( ni , ) u ( , ) f ( ) f ( i )

f ( i ) ... f ( (n )i )

         

    

 



    

     

1 2
1 1 1 1

3
1 1

0 0

2 1  

ویا

n
n k n

k

u ( , ) u ( ni , ) f ( (n k)i )       


 



     
1

1 1 1
0

0 0 1  

kحالبااستفادهازتغییرمتغیر n m داریم:

m

m

m

m

u ( , ) f ( (m )i )

f ( (m )i )
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1 1

1
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:داریمmبهmیسسیگماازدبارهباتعویضانودو

m

m

u ( , ) ( ) f ( ( m)i )    






    1
1 1

1

0 1  

وقتیمذکورۀحدرابطۀازمحاسب 0آیددستمیبه(25)ۀرابط:

u ( , ) lim u ( , )

f ( )




 











0 1 10

1

0 0

1

                                           (25)  

كهنیهاباتوجهب 1یهندسیسراست






1

1)(
m

mجواب(17)نخستۀبااستفادهازضابط.همگرااست

:استصورتدینناحیهبمسئلهرادرداخلیلیتحل

R

R

u ( ) u (x , ) ( ) (x i ( ))dx

u (x, ) ( ) (x i )dx

 



      

    

    

   





1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

0
 

ورتنوشتهصدینبادرنظرگرفتنمقادیرتابعهویسایدوخاصیتتابعدلتایدیراکجوابتحلیلیمسئلهب

:شودمی

R
u ( , ) u (x , ) (x i ( ))dx         1 2 1 1 1 11 1  

اکنونحالتحدیجوابفوقراوقتی 0دستمیآوریمهب:

R

u lim u ( , )

u (x , ) (x )dx

u ( , )




 

 






 





0 1 20

0 1 1 1 1
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1

 

:بنابراینداریم

(29)



شودکهمی(29)ۀرابطاز

u ( , ) u ( , ) 0 1 0 10 1  

:توانیمبنویسیممی(23)یمرزولذاازشرط

u ( , ) u ( , )  0 1 2 0 1 1
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f ( )
u ( , ) u ( , ) f ( ) u ( , )


    


   



1
0 1 0 1 1 0 11 1 1

1
 

صدق(5)-(23)مسئلهیمرزدهدکهجوابحدیمسئلهدرشرطنشانمیورابطهاخیر(29)و(25)روابط

.شودیلنمیتشكیمرزلایهمذکوربنابریندرمسئله.کندمی



 گیری نتیجه

به اغتشاشیکوشیریمانغیریمرزدستآوردنشرطدنبالبهدراینمقاله موضعیمناسببرایمسئله

هستیم لایه درآن یمرزکه مرزی نقاط باشیمدرنزدیکی ببه.نداشته نیازمند خاطر روشههمین کارگیری

21)سازیبرایشرطغیرموضعیموضعی هستیماغتشاشیکوشیریمانۀمسئل( ابتدایابه. جوابنمنظور

دشمحاسبهشرایطضروریآندنبالوبهمیدستآوردبهاساسیمعادلهالحاقیمسئلهبااستفادهازتبدیلاتفوریه

تینهادرو.یملکردیتبدموضعییمرزغیرموضعیبهشرطیمرزشرطیاستفادهازشرطضروروسپسبا

درنزدیکینقاطیمرزوجودیاعدموجودلایهبهرویجوابتحلیلیدستآمدهازبهبااستفادهازجوابحدی

تشکیلیمرزلایه،ایشاملمعادلاتپارهیمرزگاهدرمسئلهلایههركهنیجهمهمایونت.بردیمپیمرزیمسئله

هایمتوالیصورتتوانمسئلهرابه،جوابتقریبیعادیبرایمعادلاتدیفرانسیلیمرزنشودشبیهمسایللایه

 صورتبهپارامترمثبت
n

n

n

u (x , x ) a (x , x ) 




1 2 1 2
0

م بامیكنیمحاسبه که ازمشتق، جوابگیری

جافوقپیشنهادی پارهیو دیفرانسیل معادله در گذاری نسبت شده داده ضرایبای naبه (x , x )1 دستگاه2

ضرایبمجهولمحاسبه،باحلدستگاهمعادلاتدیفرانسیلمتوالیکه.شودیمظاهرمتوالیمعادلاتدیفرانسیل

.دستخواهدآمدهدادهشدهبیمرزشدهوجوابتقریبیمسئلهبااعمالشرایط



 مسایل حل نشده

 موضعییمرززیرباشرایطیمرزبرایمسئلهلایه .1

u(x) u(x)
u ia b , u (x , x ) R,

x x

u(x , ) (x), x R, x ( , )

u(x , ) (x)

 





 
     

 

  



1 2
1 2

1 0 1 2

1 1

0 0

0 01

1

 

هایضروریوبررسیبامحاسبهجواباساسیمعادلهالحاقیوشرط.هایحقیقیهستندثابتbوaکهدرآن

.شودارائهمذکورۀدرمسئلیمرز،شرایطلازموکافیبراینبودلایهیمرزوضعیتحدیجوابوشرایط

 .رودکاربهغیرموضعیزیریمرزمسئلهقبلیراباشرایط .2

x x

u (x , ) u (x , ) (x ), x R

u(x) u(x)
(x ), x R

x x

  

  
 

  

 
  

 
2 2

0 1 1 1 0 1 1

0 1 1 1 1
2 20 1

0 1
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