
 65                                                   1395 ، پاییز و زمستان2ره ، شما2جلد هاي ریاضی                                       پژوهش
 )نشریه علوم دانشگاه خوارزمی(

  
استفاده از ماتریس عملیاتی براي حل عددي معادلات دیفرانسیل 

  کسري
  

  ؛الهام حدادیان نژاد یوسفی ،*یئفرشید میرزا
  ملایردانشکده علوم ریاضی و آمار،  دانشگاه ملایر،

  19/4/95پذیرش                     15/1/95دریافت 

  چکیده
بیان غیرخطی کسري  معادلات دیفرانسیلبراي حل عددي  د یافتهبهبو کلاهی توابع ۀبر پایجدید  یروشدر این مقاله، 

استفاده  معادلات جبري دستگاهاز براي تبدیل معادله اصلی  دست آمده وهبکسري  انتگرال. ماتریس عملیاتی شده است

 يلیل خطا. علاوه بر این، تجزیه و تحآورددست میبهگرا سرعت همیک سري به صورتبه جواب را. این روش است شده

. است داده شده عددي براي نشان دادن کارایی و دقت روش مثالشده است. سه  داده سادهط چند شرتحت  مورد نظر روش

  .دهندرا نشان می کارایی و کاربرد روشها مثال
  .کاپوتومشتق  ،حسابان کسري ،ماتریس عملیاتی ،معادلات دیفرانسیل کسري ،بهبود یافته کلاهیتوابع  هاي کلیدي:واژه

  
  مقدمه

سازي و تجزیه و تحلیل حجم عظیمی از مسائل نیازمند معادلات دیفرانسیل کسري در دنیاي واقعی، براي مدل
 ۀنظریمکانیک سیالات، هاي برق، شبکه جمله از مهندسی، و ریاضی علوم هايزمینه از بسیاري در کسري حسابان هستیم.
   ].5[-]1شود [میاستفاده  و ویسکوالاستیسیته انتشار شناسی، شیمی،، زیستالکترومغناطیسکنترل، 

حل معادلات دیفرانسیل معمولی کسري، معادلات انتگرال و معادلات دیفرانسیل با مشتقات به هاي اخیر در سال
براي ، ندارند هاي تحلیلی دقیقجواب جا که اکثر معادلات دیفرانسیل کسرياست. از آن شدهبسیار توجه جزئی کسري 

 ،براي حل این معادلاتهاي عددي روش از جمله. شودمی استفاده طور گستردهبههاي تقریبی و عددي روش ،هاآن حل
 تغییرات روش تکرار ]،10]، [9[ آدومین ۀ، روش تجزی]8[بردار ویژه  بسط ،]7[ تبدیلات فوریه، ]6[لاپلاس  تتبدیلا

، روش تجزیه و تحلیل هموتوپی ]15[روش تفاضل کسري  ]،14]، [13[ دیفرانسیل کسريروش تبدیل  ]،12]، [11[
، ]20[زمان  سازيروش گسسته ]،19]، [18[ یافتهدیفرانسیل تعمیم  روش تبدیل ،]17[، روش ماتریس عملیاتی ]16[

حل  چند مقالهدر چنین، . هم] است27[-]23[ هاروشسایر و  ]22روش سري توانی [، ]21[ کلاهیروش توابع 
  .است شدهبررسی  ]30]، [29]، [28]، [25[ غیرخطی نسیل مرتبه کسريمعادلات دیفرا

 استفاده شده است )1شکل (به  براي حل معادلات دیفرانسیل کسريبهبود یافته  کلاهیدر این مقاله، از توابع 
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  با شرایط اولیه

( ) (0) ,        0,1,…, 1,s
sf b s       

 f.mirzaee@malayeru.ac.ir     نویسنده مسئول*
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1که در آن  2 0r        ،D  ۀاز مرتب کاپوتومشتق کسري  گربیان  ،.   تابع سقف ،W 
)تابع غیرخطی در )f x ،( )ka x 0,1براي, ,k r  ،توابعی معلوم( )g x سیگنال ورودي و( )f x  پاسخ

  خروجی است.
  هامقدمات و نمادگذاري

 :]6شود [تعریف می )2(صورت به لیوویل از مرتبه - انتگرال کسري ریمان: 1تعریف 

)2(             1

0

1 1( ) ( ) ( ) ( ),     ,
( ) ( )

x
I f x x t f t dt x f x x  

 
     

  1  
0 ( ) ( ),I f x f x  

  گر ضرب پیچشی است.بیان تابع گاما و  که در آن 
Iبراي عملگر   برقرار استروابط این:  

( 1)( ) ( ) ,     0,  1,
( 1)

I x a x a a    
 

 
     

  
 

   ( ) ( ) ( ) .I I f x I f x I I f x        

Iسایر خواص عملگر   کردملاحظه  ]31]، [6[ توان دررا می.  
Dمشتق کسري: 2تعریف    به صورت زیر تعریف می شود کاپوتودر مفهوم  

 1

0

1( ) ( ) ( ) ,     1 ,   .
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n x n
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dD f x x t f t dt n n n
n dx

  


      
     

  نیست. وپذیر در حالت کلی عملگرهاي انتگرال کسري و مشتتق کسري تعویض
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  :داریم این عملگرها برعکسبراي 
 ( ) ( ).D I f x D f x     

  هابهبود یافته و خواص آن کلاهیتوابع 
)ه،بهبود یافت کلاهیعضوي توابع  1mبردار  تعریف: )mH x،  ةبازروي  فتعری )3(صورت به  
   ]:33]، [32[ می شود

)3(                                  0 1( ) ( ), ( ), , ( ) ,T
m mH x h x h x h x   

  که در آن

2
0

1 ( )( 2 ) 0 2 ,
( ) 2

0 ,در غــــــــــــیر ایــــــــــــن صــــــــــــورت 

x h x h x h
h x h

     


 

1فرد و  iاگرو  1i m   باشد  

2

1 ( ( 1) )( ( 1) ) ( 1) ( 1) ,
( )

0 ,در غــــــــــــیر ایــــــــــــن صــــــــــــورت 
i

x i h x i h i h x i h
h x h

         


 

2زوج و  iاگرو  2i m   باشد  
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2

2

1 ( ( 1) )( ( 2) ) ( 2) ,
2
1( ) ( ( 1) )( ( 2) ) ( 2) ,

2
0 ,در غــــــــــــیر ایــــــــــــن صــــــــــــورت 

i

x i h x i h i h x ih
h

h x x i h x i h ih x i h
h

       

       




  

  و

2

1 ( ( ))( ( 2 )) 2 ,
( ) 2

0 ,در غــــــــــــیر ایــــــــــــن صــــــــــــورت 
m

x T h x T h T h x T
h x h

        


 

2m  یک عدد صحیح و زوج است و ،Th
m

 است.  

  توان نشان داد:به سادگی می بهبود یافته کلاهیبا توجه به تعریف توابع 

)4(                                                    1 ,
( )

0 ,i

i j
h jh

i j


  
 

0 3 ,
( ) ( )

0 2 ,i j

i j i
h x h x

i j i
     

ــت و    ــددي زوج اس   ع
ــت و   ــرد اس ــددي ف    ع

  و

0
( ) 1.

m

i
i

h x


  

  
  تقریب تابع

  به فرم برداري زیر تقریب زد: بهبود یافته کلاهیتوابع  توان با استفاده ازرا می روي دامنه fتابع دلخواه

)5(                      
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
m

T T
m i i m m

i
f x f x f h x F H x H x F



    

  کهطوريبه
 0 1, , , .T

mF f f f   

)براي تقریب بهبود یافته کلاهیتوابع  مزیت جالب )f x این است که ضرایبif رابطه این ) از 5( ۀدر معادل
  دست می آیند:به

( ); 0,1, , .if f ih i m    

  
 ماتریس عملیاتی انتگرال کسري

)اتریس عملیاتیدر این بخش م )mH x دست بهبود یافته به کلاهیبا استفاده از توابع  ه صحیح و کسرياز مرتب
)دست آوردن ماتریس عملیاتی انتگرال از مرتبه صحیح، با استفاده از بسط. براي بهآیدمی )ih x براي 

0,1, ,i m داریم ،  

0
( ) ( ),     ,

x

m mH t dt PH x x   
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)یک ماتریس Pکه در آن  1) ( 1)m m   34[ آیددست میاست که از معادله زیر به[:  
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  :شودبررسی میرابطه این گرال از مرتبه کسري، براي ماتریس عملیاتی انت
0 1( ) ( ), ( ), , ( ) ,      0.

T

m mI H x I h x I h x I h x          

)،بهبود یافته کلاهیبا استفاده از توابع  )iI h x 0,1يبرا, ,i m  ،شودداده میصورت بسط دینب:  

,
0

( ) ( ),
m

i i j j
j

I h x p h x 


  

,که در آن  ( )i j ip I h jh  داریم:) 2( ۀرابطبا استفاده از  .است  
1

, 0

1( ) ( ) ( ) .
( )

jh

i j i ip I h jh jh t h t dt  


  

   

i, توانمی ih(x)وجه به تعریفبا ت jp صورت بازنویسی کرددینرا ب:  
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1فرد و  iاگرو  1i m   باشد:  

i,

1 2 1 2
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2و  باشد زوج iاگرو  2i m  :  
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1

 

  بنابراین
 )6(                                     ( ) ( ),         ,m mI H x P H x x

  
  که در آن

, 0 1,         , , , , ,i jP p i j m
       

1ماتریس عملیاتی انتگرال از مرتبه کسري، 1( ) ( )m m   بعدي است و( )mH x تعریف شده 3( ۀدر رابط (
1است. زمانی که    باشد، ماتریسP برابر است با ماتریسPبنابراین ماتریس ،P  یک تعمیم ماتریس عملیاتی

ماتریس تنکی است که باعث  Pذکر است که ماتریس عملیاتی بهبود یافته است. لازم به کلاهیانتگرال براي توابع 
و براي حل معادلات دیفرانسیل  شودمی یک بار انجام Pماتریس  محاسبه چنینهم ،تر شودشود محاسبات سریع می

  .دشواستفاده قرار میمرتبه صحیح چنین کسري و هم ۀمرتب
  

 کاربرد روش
 آنهاي عملیاتی ماتریسبهبود یافته و  کلاهیتوابع  ) با استفاده از1( ۀمعادلحل  براي یروشبه بیان در این بخش، 

صفر شرایط اولیه با  سئلهاولیه داده شده به یک م تبدیل مسئله با مقدارمنظور شرایط اولیه بهاز  ابتدا .شودپرداخته می
براي تبدیل  بهبود یافته کلاهیتوابع  کسري ۀانتگرال مرتبهاي عملیاتی ماتریساز . پس از آن، شوداستفاده می

  .شودمی استفاده معادلات غیرخطی دستگاهمعادلات دیفرانسیل کسري به 
  :ردبازنویسی ک) 7(صورت به توانرا می f. تابع در نظر بگیرید) را 1( ۀمعادل

)7(                                             *( ) ( ) ( ),f x f x u x   
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)*که در آن  )f x کندشرایط صدق میاین معلوم است که در  یتابع:  
( )

* 0 0 1 1( ) ,        , , , ,s
sf b s       

)و  )u x است. يتابع مجهول جدید  
))، براي تابع 1) در (7(از قرار دادن  )u x آیددست میبه) 8( صورتبهلیه صفر مقدار اولیه با شرایط او ۀمسئل:  

)8(    0 *
1

0( ) ( )W( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ),    [ , ],k

r

k
k

D u x a x f x u x a x D u x v x x T



       

  با شرایط اولیه
( ) 0 0 0 1 1( ) ,        , , , ,su s       

  که در آن

* *
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k

r

k
k

v x g x a x D f x D f x 



    

)بهبود یافته توابع  کلاهیحال با استفاده از توابع  )v x  و( )D u x شودمیزده تقریب صورت دینب:  

)9(                                           ( ) ( ),

( ) ( ),

T
m
T

m

v x V H x
D u x C H x




 

)بهبود یافته توابع کلاهیترتیب، ضرایب توابع ، بهCو  Vکه در آن )v x  و( )D u xبا استفاده از هستند .
  :داریم) و خاصیت حسابان کسري 8) و (6معادلات (

)10(           ( ) ( ) (x) (x),k k k

k

T T
m mD u x I D u x I C H C P H    

 
 

    
  و
)11(                        ( ) ( ) (x) (x).T T

m mu x I D u x I C H C P H  
    

  :داریم) 11(-)9با توجه به معادلات (

)12( 0 *
1

( ) ( ) W (x) ( ) ( ) ( ) ( ),
k

r
T T T T

m m k m m
k

C H x a x f C P H x a x C P H x V H x  


     

افزار در نرم fsolve با دستورآن را  توانمعادلات جبري غیرخطی است که می دستگاه )21( ۀ. معادلxکه در آن 
Matlab ۀجواب تقریبی معادل توان. پس از آن، میردهاي عددي تکراري مانند روش نیوتن حل کو یا از طریق روش 

  :دست آوردهصورت بدین) را ب1(

*( ) ( ) ( ).T
mf x f x C P H x  

  
 همگرایی و آنالیز خطا

بهبود یافته،  کلاهیشده توابع  قطع. فرض کنیم که سري دشوبررسی می شدهداده ارائه در این بخش، خطاي روش 
  :کنیمتعریف می، براي این منظور ابتدا. باشد )1معادله (براي تقریبی  جوابیک 

sup ( ) .
x

f f x



   

)فرض کنیم  :1قضیه  )mv x بسط تابع( )v x  صورت باشد که بهبهبود یافته  هیکلابا استفاده از توابع

0
( ) ( ) ( )

m

m i
i

v x v ih h x


 چنین فرض کنیم کهشود. همتعریف میm me v v


  داریم: صورتدر این  
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 3O ,me h  
  و

)13(                                 
 9 3 1

3 ,m
MT hI v I v


 


 

 
 

v(3)که در آن  M

 است.  

)بهبود یافته، کلاهیبا توجه به تعریف توابع  اثبات: )mv x دوم روي بازه  ۀدرونیاب درج ايچندجمله
 2( ) ,i h ih    2براي 4, , ,i m  بنابرایناست .:  

(3)

2

1
6

( ) ( ) ( ) ( ),       .
i

m
j i

v x v x v x jh x 
 

     

(3)جاکه آن از (3)( )v v


داریم ،:  
(3)1

6
,me v w


  

که 
2

( ) ( )
i

j i

w x x jh
 

  .طرفی از 
2

sup ( )
i

x j i

w x jh



  

  مقدار یممسماک و 
2

( )
i

j i

x jh
 

   در

3 نقطه
1

3
( )x i h   بنابراینآید، دست میبه  

3

2

2 3
9

( ) , ,
i

j i

hx jh x 
 

     

  یا
32 3

9
,hw


  

  در نتیجه

)14(                                                   
3

(3) 3

9 3
.m

he v Ch


   

  :)، داریم2( ۀچنین با استفاده از رابطهم

 1

0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
( )

x

m mI v x I v x x t v t v t dt  


   

   

  داریم:)، 14( ۀبا استفاده از رابط
3

1 (3) 1

0 0

1( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) 9 3 ( )

x x

m m
hI v x I v x x t v v dt v x t dt   

 
 

 
     

  
3 3 3

(3)
1 2 .

9 3 9 3 9 3 ( 1)
                         

m
h Mh MT hI v I v v w w


 

  
   

 
 

1 که در آن
1 0

1( ) ( )
( )

x
w x x t dt


 

   2و ( )
( 1)

xw x
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)Wچنین فرض کنیم تابع هم ) باشند.1ترتیب، جواب دقیق و تقریبی معادله (، بهmfو fفرض کنیم :2قضیه  )f 
0Lدر شرط لیپ شیتس صدق کند، یعنی براي یک  ،  

1 2 1 2W( ( )) W( ( )) ( ) ( ) ,         .f x f x L f x f x x     
  :چنین فرض کنیمهم

,      0,1, , ,k ka N k r

    

  و

)15(                                     
   

0

1

1.
1 1

kr
k

k k

LN TN T  

  





 
     

  در این صورت

)16(       
     

3

0

1

,
9 3 1 1

1 1

k
m m r

k

k k

MT hE f f
N T LN T



  


  

 



  
 

          


 

v(3)کران بالاي  Mکه در آن


  .است 
  ::)، داریم7( ۀرابط با توجه به اثبات:

* * .m m m mE f f f u f u u u
  

         
  داریم:)، 8از رابطه (

)17(       
 

 
0 * *

1

( ) ( ) ( ) W( ( ) ( )) W( ( ) ( ))

                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k k

m m

r

k m m
k

D u x D u x a x f x u x f x u x

a x D u x D u x v x v x

 

 



    

   
 

  :)، داریم17ازي معادله (حال از ساده س
  

  
0 * *

1

( ) ( ) ( ) W( ( ) ( )) W( ( ) ( ))

                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k k

m m

r

k m m
k

u x u x I a x f x u x f x u x

I a x D u x D u x I v x I v x



   



    

   
 

  بنابراین
  

  
0 * *

1

W( ) W( )

         ,k k

m m

r

k m m
k

E I a f u f u

I a D u D u I v I v



   





   

   
 

  :عبارتییا به

)18(                      
0 * *

3

1

W( ) W( )

          .
9 3 ( 1)

k k

m m

r

k m
k

E a I f u I f u

MT ha I u I u

 


   



 

 
 



   

  
 


  

  :)، داریم2حال با استفاده از (

 
1

0

1( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) .k k k
x

m m
k

I u x I u x x t u t u t dt     
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  در نتیجه
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1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1                                       ( )
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k k k
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m m
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I u x I u x x t u t u t dt

u u x t dt
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                ,
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T u u
 

 




 
  

 

  بنابراین

)19(                      
 

.
1

k
k k

m m
k

TI u I u u u
 

   

 


 


  

  
 

  چنینهم

 1

0

1W( ( )) W( ( )) ( ) W( (t)) W( (t)) ,
( )

x

m mI f x I f x x t f f dt  


   

   

  در نتیجه
1

0

1

0

1

0

1W( ( )) W( ( )) ( ) W( (t)) W( (t))
( )

1                                      ( ) (t) (t)
( )

                                      ( )
( )

               

x

m m

x

m

xm

I f x I f x x t f f dt

x t L f f dt

L f f
x t dt

  

















   


  



 









                       ,
( 1) ( 1)m m

L x LTf f f f
 

  
   
   

 

  :دانیماز طرفی می
* *W( ( )) W( ( )) W( ( ) ( )) W( ( ) ( )) ,m mI f x I f x I f x u x I f x u x         

  و
,m mf f u u

 
    

  بنابراین

)20(                      W( ) W( ) .
( 1)m m
LTI f I f u u


 

 
  

 
  

  :گیریم)، نتیجه می20) و (19)، (13از روابط (
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در نتیجه،  3OmE h .است و اثبات قضیه تکمیل شد  
گرایی توابع کلاهی که مرتبه همجه به اینبا تو 2O h  توابع کلاهی بهبود یافتهو  3O h استفاده از  ،است

نتایج عددي  ۀآورد. در بخش بعد، مقایسدست میجواب را با دقت بهتري به ،توابع کلاهی بهبود یافته در حل مسائل
  .هستنده گواهی بر این نکته هاي داده شدمثال

 هاي عدديمثال
 هايروش ۀمقایسبه چنین. همشودداده میبهبود یافته نشان  کلاهیتوابع روش کارایی این بخش با چند مثال در 

  .پردازیممی بهبود یافته کلاهیتوابع و روش  کلاهیتوابع 

  ]:21[ کنیمرا بررسی می )21(معادله نوسان کسري  :1مثال 

)21(                
2 ( ) ( ) ( ) 8,      [0,1],   0 2,
(0) 0,   (0) 0.

D f x D f x f x x
f f

      
 

 

جواب دقیق با جواب حاصل از روش  ۀمقایس 1در جدول  .داده شده است ]35در [ یک سري صورتبهجواب دقیق 
دست آمده با هبین خطاهاي مطلق ب ۀمقایس 2در جدول  ] نشان داده شده است.21[ کلاهیشده و روش توابع  ارائه

] نشان 35] و روش تفاضلات کسري [27، روش توابع بلاك پالس [کلاهیبهبود یافته، روش توابع  کلاهیروش توابع 
 کلاهیو روش توابع  کلاهیفاده از روش توابع تر، خطاهاي مطلق این مثال با استجزئیات بیشبراي داده شده است. 

  .رسم شده است 1در شکل بهبود یافته 
  =1000m ) با21( ۀنتایج عددي براي معادل .1جدول 

    0.75         0.5   
x  بهبود  کلاهیروش

  یافته
  جواب دقیق  کلاهیروش   بهبود یافته کلاهیروش     جواب دقیق  کلاهیش رو

000000000/0  000000000/0  000000000/0   000000000/0  000000000/0  000000000/0  0/0  
039428969/0  039428942/0  039428971/0   500250397/0  039750007/0  039750025/0  1/0  
154427368/0  154427299/0  154427371/0   157035817/0  157035762/0  157035817/0  2/0  
338824650/0  338824535/0  338824654/0   347369979/0  347369878/0  347369980/0  3/0  
585421377/0  585421216/0  585421382/0   604695150/0  604694996/0  604695151/0  4/0  
886403845/0  886403640/0  886403851/0   921767641/0  921767431/0  921767642/0  5/0  
233621405/1  233621161/1  233621412/1   290456556/1  290456291/1  290456557/1  6/0  
618803218/1  618802942/1  618803226/1   702007964/1  702007648/1  702007966/1  7/0  
033736494/2  033736194/2  033736502/2   147286927/2  147286567/2  147286929/2  8/0  

415376470/2  470415061/2  470415385/2   617001005/2  617000608/2  617001006/2  9/0  
921165126/2  921164804/2  921165135/2   101905712/3  101905290/3  101905714/3  0/1  

   =5/0، 75/0 و =m 1000 با) 1مقایسه ماکزیمم خطاي مطلق براي مثال ( .2جدول 
بهبود  کلاهیروش توابع 

    روش تفاضلات کسري  روش توابع بلاك پالس  کلاهیروش توابع   یافته

7/1 e-9 1/4 e-7 5/2 e-3 5/4 e-3 5/0  
9/8 e-9 2/3 e-7 3/2 e-3 1/3 e-3 75/0  
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   =5/0، 5/1 و =m 1000 با1راي مثال بخطاي مطلق (در مقیاس لگاریتمی)  .1شکل 

  :]21[ کنیمرا بررسی می )22(کسري غیرخطی  دیفرانسیل ۀمعادل :2مثال 

)22(            
2 12/2 3

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
(0) 2,   (0) 0,   (0) 0,      [0,1],   0 1 2,

aD f x bD f x cD f x ef x g x
f f f x

 

 
   
        

  

2که در آن  1

33
3 30.8

2 1

2 2 2( )
(1 / 8) (4 ) (4 ) 3

a b c xg x x x x e 

 
   

           
و جواب دقیق برابر  

است با 
3

( )
3
xf x .  

1a فرض کنید b c e    ،1 0.75   2و 1.25  .  جواب دقیق با جواب حاصل  ۀمقایس 3در جدول
دست آمده با هبین خطاهاي مطلق ب ۀمقایس 4در جدول  نشان داده شده است. کلاهیارائه شده و روش توابع  از روش

 ، براي]26[ موجک هار، روش توابع بلاك پالس و روش کلاهیبهبود یافته، روش توابع  کلاهیروش توابع 
16,32,64m  اهاي مطلق این مثال با استفاده از روش توابع تر، خطنشان داده شده است. براي جزئیات بیش

  رسم شده است. 2بهبود یافته در شکل  کلاهیو روش توابع  کلاهی
  )22( ۀنتایج عددي براي معادل .3جدول 

  m  64      m  32      m 16  
 کلاهیروش  x  جواب دقیق

  بهبود یافته
بهبود  کلاهیروش     کلاهیروش 

  یافته
بهبود  کلاهیروش     کلاهیروش 

  یافته
  کلاهیروش 

00000000/0  00000000/0   00000000/0  00000000/0   00000000/0  00000000/0  00000000/0  000/0  
00064921/0  00064559/0   00064442/0  00063411/0   00062674/0  90006141/0  00065104/0  125/0  

00520455 00519537/0   00519490/0  00516704/0   00515977/0  00509775/0  00520833/0  250/0  
01757252/0  01755760/0   01755838/0  01751199/0   01750768/0  01738880/0  01757813/0  375/0  
04165959/0  04163905/0   04164145/0  04157703/0   04157708/0  60414010/0  04166667/0  500/0  
08137354/0  08134619/0   08135194/0  08126921/0   08127579/0  81044090/0  08138021/0  625/0  
14063025/0  14058535/0   14060572/0  14049516/0   14051959/0  14022588/0  14062500/0  750/0  
22331458/0  22335171/0   22335318/0  22316146/0   22325870/0  41922285/0  22330729/0  875/0  
33336608/0  33338151/0   33336897/0  33356221/0   33355950/0  33283796/0  33333333/0  000/1  

   =16m، 32، 64 با 2 مم خطاي مطلق براي مثالسیماک ۀمقایس .4جدول 
بهبود  کلاهیروش توابع 

  m  روش توابع بلاك پالس  روش موجک هار  کلاهیروش توابع   یافته

3/2 e-4 0/5 e-3 9/1 e-3 7/2 e-2 16 
5/3 e-5 3/2 e-4 4/5 e-3 2/1 e-2 32 
3/1 e-5 4/8 e-5 3/1 e-4 8/2 e-5 64 
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  =16m، 32، 64 با 2 مثالبراي خطاي مطلق (در مقیاس لگاریتمی)  .2شکل 

  ]:36[ کنیمکسري غیرخطی زیر را بررسی می  ریکاتی ۀمعادل :3مثال 

)23(    
2

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),      [0,1],   0 1 2,
(0) .

D f x b x f x c x f x e x x
f k

         


  

ي، معادلات دیفرانسیل ریکاتی کاربردهاي زیادي در مهندسی و علوم کاربردي از جمله قوانین نوسانات، رئولوژ
  دارد. ]42[-]37[ فرایندهاي انتشار، پدیده هاي خط انتقال، مسائل نظریه کنترل بهینه و غیره

)براي حل این معادله با  6شده در بخش داده از الگوریتم ارئه  ) 1b x   ،( ) 2c x  ،( ) 1e x   0وk  
1جواب دقیق براي  کنیم.استفاده می   آیددست میهرابطه باین از:  

1 2 1( ) 1 2 tanh 2 log ,
2 2 1

f x x
  

        
 

xتوان مشاهده کرد که هرگاه و می  گاه، آن ( ) 1 2 = 2.4142f x  .  جواب  ۀمقایس 5در جدول
تر، براي جزئیات بیش ] نشان داده شده است.21[ کلاهیارائه شده و روش توابع دقیق با جواب حاصل از روش 

 رسم شده است. 3شکل بهبود یافته در  کلاهیو روش توابع  کلاهیخطاهاي مطلق این مثال با استفاده از روش توابع 
, )0.5، رفتار جواب تقریبی براي مقادیر مختلف4در شکل  0.75,1  64) وm  .نشان داده شده است  

  )23( ۀنتایج عددي براي معادل .5جدول 
  m  64      m  32      m 16  

  جواب دقیق
x 

 کلاهیروش 
  بهبود یافته

 کلاهیروش     هیکلاروش 
  بهبود یافته

 کلاهیروش     کلاهیروش 
  بهبود یافته

    کلاهیروش 

00000000/0  00000000/0   00000000/0  00000000/0   00000000/0  00000000/0  00000000/0  0/0  
11029464/0  11036967/0   11029379/0  11050953/0   11029698/0  11148698/0  11029520/0  1/0  
24197631/0  43292420/0   24197487/0  24232716/0   24194729/0  24304123/0  24197680/0  2/0  
39510374/0  39517859/0   39509451/0  39547924/0   39509951/0  39630850/0  39510485/0  3/0  
56781005/0  56789843/0   56781165/0  56809917/0   56786430/0  56918906/0  56781217/0  4/0  
75601342/0  75604859/0   75600758/0  75615288/0   75596711/0  75658104/0  75601439/0  5/0  
95356717/0  95359548/0   95355169/0  95367487/0   95339932/0  95407704/0  95356622/0  6/0  
15294890/1  15295769/1   15295667/1  15295839/1   15284145/1  15307271/1  15294897/1  7/0  
34636190/1  34635975/1   34634433/1  34630213/1   34636237/1  34635381/1  34636366/1  8/0  
52690925/1  52688566/1   52690792/1  52688308/1   52691881/1  52651393/1  52691131/1  9/0  
68949711/1  68953215/1   68948999/1  68963524/1   68944611/1  69005938/1  68949839/1  0/1  
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 =16m، 32، 64 با 3خطاي مطلق (در مقیاس لگاریتمی) براي مثال  .3شکل 

 
  3براي مثال  m=64 و رفتار جواب  تقریبی با مقادیر مختلف .4شکل 

  
 

 نتیجه
دیفرانسیل کسري غیرخطی  محاسباتی بر اساس توابع کلاهی بهبود یافته براي حل معادلات یدر این مقاله، روش

دست آورده و براي تبدیل چنین ههاي عملیاتی انتگرال کسري توابع کلاهی بهبود یافته را بارائه شده است. ماتریس
. علاوه بر این، تجزیه و تحلیل خطا براي روش کلاهی بهبود کردیممعادلات جبري غیرخطی استفاده  دستگاهدرمسائلی 

ریزي هاي طرح، بدون استفاده از روشدستگاهاندازي بودن هزینه راهکمترین مزیت این روش یافته ارائه شده است. مهم
توان آن را یک ماتریس بالا هسنبرگی است که می Pچنین ماتریسگیري است. هممانند روش گالرکین و یا انتگرال

محاسباتی  ۀدست آورد و براي مسائل مختلف آن را استفاده کرد. بنابراین هزینبه mو  یک بار براي مقادیر مختلف 
کند. دقت و کارایی روش با روش کم است و این مزایا این روش محاسباتی را بسیار جذاب، ساده و مقرون به صرفه می

برخی  بادست آمده هاي عددي بهدست آمده با جواب دقیق و جواببه چنین، نتایج. هماست چند مثال نشان داده شده
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هاي عددي دیگر از جمله روش توابع کلاهی مقایسه شده است. در پایان، توجه داشته باشید که این روش را از روش
  کار برد.راحتی براي حل معادلات انتگرال چند بعدي تعمیم داد و بهتوان بهمی
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