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 روش آنالیز جداکننده چندخطی با استفاده از ملاک تفاضلی

 
 مدرس تربیت دانشگاه؛ *، منصور رزقی امین رستگار
 86/83/16پذیرش                     11/80/19دریافت 

 چکیده
 . کنند ی یادگیری ماشین و تشخیص الگو   ایفا میها روشی کاهش ابعاد  نقش بسیار مهمی در بهبود کیفیت ها روش

که به  مانند تصاویربرداری های غیر دهبراین دا بنا. یک بردار هستند صورت به ها شود که داده می فرض ها روشاین در 

این عمل . فرایند کاهش ابعاد انجام گیردسپس باید به بردار تبدیل شده و  های با بعد بالا یا تانسور معروف هستند  داده

برای حل این مشکل در . محلی بین دادها نیز شود روابط محاسباتی ممکن است باعث از بین رفتن برخی ۀعلاوه بر هزین

 ها اند که سعی دارند فرایند کاهش ابعاد را بدون تغییر شکل داده ارائه شده چند خطی  ی کاهش ابعادها روشهای اخیر  سال

. ی چندخطی استها روش توسیع جداکننده خطی فیشر بهمهم در این زمینه  کی از رویکردهای چندخطیی .انجام دهند

در این مقاله  .است یافته در تکرارهای زیاد به حل تعداد زیادی مسئله مقدار ویزه توسیع ها نیاز آن ها روشمشکل مهم این 

ها را در  کلاس  شده در جدا کردن سازی کیفیت روش ارائه پیاده ایج نت  .ایم ها ارائه کرده برای حل این زیر مسئله یروش

 .دهند می ها با نمونه کم نشان ویژه برای داده هب مقایسه با روش اصلی جداکننده چندخطی

 های اصلی، آنالیز جداکننده خطی، روش چندخطی، آنالیز جدا کننده چندخطی لفهؤکاهش بعد، روش آنالیز م :کلیدی های واژه

   

 مقدمه

دارای  ها اگر داده. آید می دست هها اطلاعات مفیدی ب با تجزیه و تحلیل آنشوند که  می ی زیادی تولیدها امروزه داده

د که قبل از نیی وجود دارها روشبه همین دلیل . گیرد سختی انجام می ها به ی باشند، آنالیز و پردازش آنزیادحجم 

به . دنکن تصویر می تر کوچکد و داده را به فضایی با ابعاد نده های آن را کاهش می پردازش داده، حجم داده یا ویژگی

شود،  کاهش یافته و حذف اطلاعات تکراری یا غیرمرتبط می ۀکه باعث سهولت تجزیه و تحلیل داد ها روشاین 

ی ها مؤلفهی تحلیل ها روشی کاهش بعد، ها روشترین  از جمله متداول .]1[ گویند ی کاهش بعد میها روش اصطلاحاً

LDA، روش جداکننده خطی 1PCA لیاص
همگی این  [.9]، [3]، [ ] توان نام برد می را ینامنفی ماتریس ۀتجزیو   

برداری  ها دارای ساختاری غیر ولی در عمل ممکن است داده. کنند می یک بردار فرض صورت بههر داده را  های روش

  .]5[ندهست و به تانسور معروف وجهی هستند چند ارای ساختار دو یاد ویدئو یی مانند تصاویر وها داده . باشند

ساختار داده تغییرکرده و به بردار  دی خطی متداول، بایها روشبالا با استفاده از  ۀبرای کاهش بعد تانسورهای مرتب

هایی در فضای  تبدیل به بردار           های تانسوری از فضای   در فرآیند برداری کردن، داده. تبدیل شود

 که   ، به فضای برداری خطی ی کاهش بعدها روشسپس با استفاده از . شوند می             

های تانسوری  داده ،کاهش بعد برایی خطی ها روشاستفاده از . گردند تصویر می              

 :دکر توان خلاصه می صورت  بدیناین معایب را  .دنساز کاربردی می دارای معایبی است که آن را در عمل غیر

                                                           
 rezghi@modares.ac.ir        نویسندۀ مسئول*

1. Principle Component Analysis 
2. Linear Discriminant Analysis 
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  برای . آن است زیادهای تانسوری، پیچیدگی محاسباتی  ی خطی در دادهها روشیکی از مشکلات به کاربردن

 تایی تبدیل          به یک بردار            عضو  بعدی Nمثال هر داده تانسور 

که نیازمند حل مسئله مقدار ویژه یک ماتریس به ابعاد  LDAو   PCAیی مانندها روش این کار برای. شود می

هستند بسیار از لحاظ محاسباتی  ها برای این داده                        

 .]6[ پرهزینه است

 در مسئله معضل . هستیمرو  معضل ابعاد روبه ۀهر داده با مسئل( های ویژگی) دلیل زیاد بودن بعد از طرف دیگر به

 صورت بهیادگیری قابل اعتماد  ی لازم برای داشتن یک روشها نمونه دهای داده، تعدا ژگیابعاد با افزایش وی

 صورت بهمعضل ابعاد برای هر روش  ها در صورت کم بودن داده  [.1]، [0]، [1]، [6] کند نمایی افزایش پیدا می

و  ماتریس پراکندگی بدحالتیبه ی یادگیری منجر ها کم بودن داده  LDAبرای روش  مثلاً. دهد میخاصی رخ 

 .دشو می بروز خطا در حل مسئله

  گاه عناصر داده  زیرا با برداری کردن، جای. استها  ی خطی، تغییر ساختار دادهها روشایراد سوم استفاده از

ی موجود در ها داده در  مثلاً  .رود از بین می و روابط محلی عناصر دادهکند و پیوستگی  هم تغییر می نسبت به

داده  در  چنین هم. شود می های تصویر پیکسل مکانی برداری کردن تصویر الف باعث از بین بردن روابط  1شکل 

ها که در تصویر مهم است،  ویدویی است علاوه بر از بین بردن روابط همسایگی پیکسل ای داده ۀدهند ب که نشان

 .ریزد می هم ها را نیز به روابط زمانی آن

 
 3 ۀیک تانسور مرتب صورت بهداده ویدویی (  ب ،5یک تانسور مرتبه  صورت بهتصویر چهره  ( الف .1 شکل

ی ها روش ی چندخطی که بهها روشیی تحت نام ها روش ی خطی،ها روشهای  برای پوشش ضعف های اخیر در سال 

، [1]، [6]، [5] اند شده عرضهی تانسوری ها برای یادگیری و کاهش ابعاد روی داده، تانسوری نیز معروف هستند

صورت مستقیم روی داده تانسوری انجام  کند و کاهش بعد به ، ساختار داده تغییر نمیها این روشدر  [.18]،[1]

شود که  می تصویر           هایی در فضای  به تانسور            های تانسوری از فضای  داده. گیرد می

1در آن برای هر i N  ۀرابط
i in m صورت  دینبتوان  میرا  ها روشهای این  خلاصه مزیت .برقرار است 

 :خلاصه کرد

  در برداری کردن، دو پیکسل مجاور هم ممکن بود از  مثلاً. برند را ازبین نمی ها روابط محلی بین داده ها روشاین

 نخورده باقی دست ی تانسوری ساختار دادهها روشدر اما . ها در نظر گرفته نشود محلی آن ۀهم دور شده و رابط

 .ماند می

  شوند میشده و تحلیل  در بعدهای مختلف جدای از هم در نظر گرفته ها های داده ویژگی معمولاً ها روشدر این. 

تری  تری وجود دارد کاهش بعد بیش شود تا در یک بعد که قابلیت کاهش بیش می براین این امکان ایجاد بنا
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ممکن است مشاهده کنیم که سطرهای  ماتریس است صورت بهدر یک تصویر خاکستری که  مثلاً. صورت گیرد

 .ها قابلیت کاهش دارند تر از ستون آن بیش

 شود که این امر از حجم محاسبات و  می تر تبدیل به حل چندین مسئله کوچک های چندخطی معمولاً حل مدل

 .کاهد می احتمال مواجه با مسئله معضل ابعاد

های  که در سال طوری هب. کرد است ی چندخطی فقیر بودن ادبیات حل مسئله در این رویها روش ترین مشکل مهم

نیز موفق  ها اگرچه این توسیع. اند به حالت چندخطی توسیع دهند ی خیلی بدیهی خطی را توانستهها روشتنها اخیر 

 .اند بوده

 ها ی متنوعی روی آنها اخیر مورد توجه قرار گرفته و کار ۀدر ده 3ی چندخطیها روشهای بالا،  با توجه به مزیت 

مانند زیادی    ی دوخطیها روشهستند تر تصویر  ی دوبعدی که بیشها خاص بودن داده دلیل به. انجام گرفته است

که  وجود آمدند که  هب اصلی دوخطی و آنالیز جداکننده دوخطیی ها مؤلفهآنالیز پایین ، ۀ وش تقریب تعمیم یافته رتبر

تر  را به فضایی با ابعاد کم ها   ی ماتریسی مانند تصاویر دوبعدی، ابعاد سطری و ستونی آنها بدون برداری کردن داده

 [.15]، [19]، [13]، [ 1]، [11] دهند می کاهش

نیز از  و آنالیز جداکننده چندخطی صلی چندخطیی اها مؤلفهی چندخطی کاهش بعد مانند آنالیز ها روش

ها در کاربردهای بسیار  وشاین ر [.16]،[1]، [1]، [5] های اخیر هستند ی چندخطی مهم و پرکاربرد در سالها روش

 .]10[ اند شدهزیادی استفاده 

 تکراری تشکیلند یاز یک فرا ی اصلی چندخطیها مؤلفهو  آنالیز جداکننده خطی مانند ای چندخطیه حل مدل 

کار گرفته  هالگوریتم ب براین سرعت و دقت بنا.  دشوید حل شود که در هر مرحله از آن یک مسئله مقدار ویژه با می

 صورت بهتفاضلی برای حل این مسائل مقادیر ویژه  یدر این مقاله ما از روش. شده در حل مسئله مقدار ویژه مهم است

 . کنیم می ستفادهتکرار کم ا دتکرای با تعدا یفرایند

 

 مفاهیم اولیه و مرور ادبیات
یک و  ۀبردار تانسور از مرتب. شود می تانسور گفته ۀی آن مرتبها چندبعدی است که به تعداد بعد ای تانسور آرایه

مایش یک نبرای . شود می گفته 9تر تانسورهای مرتبه بالا ی با سه بعد یا بیشها به آرایه. دوم است ۀمرتب آنماتریس 

 ی مرتبه بالاتر از حروف اسکریپتی اویلرها و تانسور Aاز حروف بزرگ مانند  ها ، ماتریس  aبردار از حروف کوچک مانند

5
تانسور  (i,j,k)و عنصر      با  Aماتریس  (i,j)، عنصر   با  aام برداری مانند  iعنصر . شود می استفاده  مانند  

. گسترش یافته و به فیبر معروف است ها در تانسورستون را  مفهوم سطر و. شود می نشان داده       با   سه  ۀمرتب

 ۀبرای یک تانسور مرتب. آید می دست هب 6ثابت در نظر گرفته شود، یک فیبر ها متغیر و بقیه اندیس ها اگر یکی از اندیس

با متغیر در . برشی دوبعدی از تانسور است 1اسلایس. را تولید کرد       ،        ،        توان فیبرهای  می ، سوم 

در . شود می آن اسلایس گفتهآید که به  می دست ه، ماتریسی بها داشتن بقیه اندیس نظر گرفتن دو اندیس و ثابت نگه

 .سه نشان داده شده است ۀی مختلف یک تانسور مرتبها فیبرها و اسلایس 3و شکل   شکل 

                                                           
3. Multilinear 
4. higher-order tensor 

5. Euler script 

6. Fiber 
7. Slice 
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 سه ۀفیبرهای مختلف یک تانسور مرتب .5شکل 

 

 
 سه ۀی مختلف یک تانسور مرتبها اسلایس .3شکل 

صورت کلی ماتریسی  به. دکرصورت یک ماتریس مرتب  توان با عمل ماتریسی کردن به می ی مرتبه بالا راها تانسور

آید و  می دست هی ماتریس بها آن در ستون  k-ی وجهها از قرار دادن فیبر             تانسور  k-کردن وجه

 .دهد می را در وجه اول آن نشان 3 ۀکردن یک تانسور از مرتب ماتریسی ۀنحو 9شکل . شود می نمایش داده     با 

 
 سه ۀیک در تانسور مرتب -فرایند ماتریسی کردن وجه .4شکل 

 ماتریس در              تانسور n-در ضرب وجه. توان از یک وجه در ماتریس ضرب کرد می را ها تانسور

و                         ۀتانسوری با اندازشود،  می نمایش داده      با که        

با   در ماتریس   تانسور n-از ضرب هر فیبر وجهضرب  عناصر تانسور حاصل. گردد می حاصل  مرتبه با تانسور  هم

 ۀاستفاده از رابط

(                                         
  
    

     

  :برقرار است ( )و ( 1) تانسور در ماتریس روابط n-ضرب وجه برای. شود می محاسبه 

                   ,                           (1)  

        
      

                             
                    ( )  

 .است ضرب کرونکر ماتریسی ۀدهندنشان که در این روابط 

یعنی    عناصر تانسور دوم تمام در ماتریس از جذر مجموع توان 0مانند نرم فروبینیوس              نرم تانسور

                   
   

    
  
    

  
    

 . آید می دست هب 

 الگوریتم جداکننده چندخطی. 1

چندخطی آن  ۀکه نسخ است ی معروف و پرکاربرد کاهش بعدخطیها روشیکی از  LDAجداکننده خطی  روش

ین بخش این روش و نسخه چندخطی آن را بررسی کرده و در بخش بعد روش خود برای بهبود ادر . نیز ارائه شده است

 کند می تر تصویر ی برداری را به فضایی با ابعاد کمها داده LDAروش . کنیم مینسخه چندخطی  آن را ارائه 

اگر  .کلاسی هستند ترین پراکندگی درون کلاسی و کم ترین پراکندگی بین ی تصویر شده دارای بیشها داده که طوری هب

                                                           
8. Frobenius 
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دیگر و  ها از هم نشان دهیم ملاک جداشوندگی کلاس   ام را با   بوده و تعداد عناصر کلاس   ها برابر  تعداد کلاس

  :است صورت دیناست ببه ملاک فیشر معروف کلاسی  که  شدگی درون جمع

     
            

            
                                                                   (3)  

 :شوند می تعریف صورت  دینب بوده وی اصلی ها کلاسی داده پراکندگی درون   کلاسی و  پراکندگی بین    در اینجا

            

     

 

   

       
   

                    

 

   

 

روش جداکننده خطی  .ام هستند  و میانگین کلاس  ها میانگین کل داده ۀدهند ترتیب نشان به    و   در اینجا 

n دنبال یافتن ماتریس به lU  nxصورت هر داده  در این. یمم کندسرا ماک( 3)تابع  است که   صورت به  
Ty U x تا     ، (3)سازی  ممیسکه جواب ماک دهیم مینشان . دشو میخطی منتقل  صورت به   به فضای با بعد

 :ۀترین مقادیر ویژه مسئل بزرگبردار ویژه متناظر با 

,B wS u S u  

شود  میکه در بسیاری از کاربردها استفاده  است ی کاهش ابعاد خطیها روشاین روش یکی از کاراترین . ]0[است  

]10[. 

به زیرفضایی  ها کمک این ملاک، داده به. ]5[چندخطی این روش نیز ارائه شده است  ۀنسخهای اخیر  در سال

 کلاسی را مینیمم یمم و پراکندگی درونسکلاسی را ماک زمان پراکندگی بین صورت هم شوند که به می تانسوری تصویر

 ۀانداز   هستند که    ۀیی از مرتبها تانسور         برای                فرض کنید . کند می

ملاک . ام است  در کلاس  ها تعداد داده    بندی شده و  کلاس مختلف دسته  در  ها داده. است تانسور  وجه 

 .شود می صورت تعریف دینب ها کنندگی تانسوری برای این داده جدا

       
   

 
           

   

     
            

  
   

           
 

    
 
   

 ,                    (9)  

         که در آن 
        

 چنین هم. ام است iداده تصویرشده   ،              

         
        

                

 و 

           
        

               
این روش یکی از  .زیر فضای تانسوری جدید هستند ی نمونه بهها و میانگین کل داده  میانگین کلاس تصویر  ترتیببه

 .]5[کار گرفته شده است ههای اخیر ب که در کاربردهای مختلف در سال ی معروف کاهش ابعاد چندخطی استها روش

شود به این  می سازی نامحدب است برای حل این مسئله از روش تناوبی استفاده جا که این یک مسئله بهینه از آن 

شود  می حل مؤلفهغیر از یکی ثابت گرفته شده و مسئله بر حسب فقط یک  ها به معنی که در هر مرحله تمامی ماتریس

گرایی  این عمل تا یک تکرار مشخص یا برآورده شدن هم. گیرد می تک به تک انجام ها مؤلفه ۀو این فرایند برای هم
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حال اگر عامل . دکرعنوان عامل توقف استفاده  توان به می از میزان تغییرات تابع هدف در تکرارها. کند می ادامه پیدا

      بر حسب (  ) و( 1)با استفاده از روابط تانسوری ( 9) ۀو بقیه ثابت باشند معادل متغیر در نظر گرفته شده       

 :شود می نوشته (5) صورت به

                 

            
  

   

           
 

    
 
   

            

            
          

            
          

 ,     (5)  

  که در آن 
  و      

 :شوند می صورت محاسبه دینب    

  
                      

 

   

    
 
      

 
   

               
   

  
                        

      
 
   

                
 

    
 
   . 

  و 
 
 زیر است کرونکرضرب     

  
 
                                                     

nیعنی (5)سازی  یممسماک ۀاز روابط ماتریسی مشخص است که جواب مسئل nI k

nU


  برابر با
nk تا بردار ویژه

مناظر با
nkۀویژه تعمیمم یافتمسئله مقادیر ترین مقادیر ویژه  تا از  بزرگ  

  
            

             
Nدر هر تکرار از الگوریتماز این رو،   .است روش از این رو، .  تعمیم یافته به بالا باید حل شوند ۀمقدار ویژ ۀتا مسئل  

سریع و دقیق که مسئله  یدر ادامه ما از روش. دارد ها روشی در کیفیت و نیز سرعت زایس گونه مسائل سهم به حل این

  .کنیم میکند استفاده  می تفاضلی حل صورت بهمقدار ویژه تعمیم یافته را 

 الگوریتم جداکننده چندخطی با استفاده از ملاک تفاضلی. 5

صورت  یمم کردن تریس بهسمسئله ماک به حل نیازروش جداکننده چندخطی  در که در بخش قبلی دیده شد چنان

 :به دفعات زیاد است (6)

   
     

           

           
                                                             (6)  

مقادیر ویژه تعمیم  ۀی ویژه حاصل از مسئلها با استفاده از بردارمذکور  یمم کردن نسبت تریسسماکروش متداول برای 

 یدر این قسمت روشهمین علت  به. کارامد نیست  در صورت بدحالت بودن ماتریس استفاده از این روش . استیافته 

 [.11] رسد می جواب تر به سریع را نداشته و مذکورمشکل  که دهیم میجدید با استفاده از الگوریتم تکراری نیوتن شرح 

 (1)صورت  به   .باشد (6) نسبت تریسسازی  یممسبهینه برای مسئله ماک یجواب          فرض کنید که 

 :دشو  می تعریف

   
          

       

          
       

                                                            (1)  

 ۀرابط       براین برای هر ماتریس متعامد   ترین مقدار ممکن برای نسبت تریس است، بنا بیش   جاکه  از آن

  
           

           
 :آید می دست هب (0) ۀنتیجو  استبرقرار     
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                            ,                              (0)  

 :داردوجود  (1)شرط    و      برای  مذکور ۀبا توجه به رابط

   
     

                                            . (1)  

 :شود می تعریف (18)صورت  به     تابع 

        
     

                   .                    (18)  

 :دشو می تعریف( 11)صورت به   ، ماتریس  با توجه به تابع 

         .                                                        (11)  

 :خورند می برچسب ( 1)صورت  ترتیب نزولی مرتب شده و به به  مقادیر ویژه 

                   .                                    (1 )  

 :برقرار است  برای تابع  (13) ۀو مقادیر ویژه آن، رابط  با توجه به ماتریس 

                        .                        (13)  

 :بازنویسی کرد( 19)صورت توان به می را  ، تابع  در ادامه با استفاده از تابع 

                         .                             (19)  

اند  نشان داده ]11[در  .تشکیل شده است     تر  مقدار ویژه بزرگ kبردار ویژه متناظر با  kاز      رابطه این در 

 :خواص استاین دارای ( 19)در    که تابع

 .است یک تابع غیرصعودی  تابع  (الف

 .باشد     است اگر و فقط اگر         (ب

ن با استفاده از روش تکراری توا می براین بنا. است  تنها ریشه تابع    ، با توجه به این خواص واضح است که

 است  ن نیاز به مشتق گرفتن از تابع برای استفاده از روش نیوت. دکر را محاسبه      و    ،  روی تابع  نیوتن

 :آید می دست هصورت ب دینب  مشتق تابع 

                        . 

 :شود میصورت  دینن بدست آمده، فرمول روش نیوت همشتق ب با استفاده از

 
   

   
                         

                    
 

                     

                   
  

یمم کردن نسبت تریس  با استفاده از ملاک تفاضلی آورده شده سماکبرای  الگوریتم تکراری نیوتن( 1) الگوریتمدر 

 . تواند بر اساس تفاوت مقدار هدف در دو تکرار متوالی باشد می ملاک توقف .است

حال از این . ویژه تعمیم یافته داردی در حل مسئله مقدار زیادنشان داده شده است که این الگوریتم دقت و سرعت 

با توجه به خواص . دکر توان استفاده روش در پیدا کردن بردارهای ویژه در هر تکرار از روش جداکننده چندخطی می

 .گرایی روش چندخطی جدید نیز نسبت به الگوریتم اصلی چندخطی سریعتر خواهد شد این روش ، هم
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 .معین مثبت است نیمه  که ماتریس   و   ی ها ماتریس :ورودی الگوریتم

 .کند می یممسرا ماک                  که نسبت        ماتریس: خروجی الگوریتم

 .دهی اولیه شودبا ماتریس واحد مقدار  ماتریس  -

-                     

ی زیر انجام ها کار اتفاق بیفتد (تر شود ز یک حدی کماتفاوت مقدار هدف دو تکرار متوالی )گرایی  تا زمانی که هم -

 .گیرد

 .قرار داده شود       مقادیر ویژه بزرگتر ماتریس   بردار ویژه متناظر با   برابر   ماتریس  -

-                     

 انتهای حلقه             

        یمم کردن نسبت سماک برای الگوریتم تکراری نیوتن  .1الگوریتم 

        
 با استفاده از ملاک تفاضلی 

ای که باید  نکته. آورده شده است  الگوریتم مراحل الگوریتم جدید روش جداکننده خطی با این ملاک تفاضلی در 

این است که اگر چه در این مقاله روش پیشنهادی روی روش جداکننده چندخطی انجام گرفته است  به آن اشاره کرد

ی اصلی چندخطی که نیاز به محاسبه مقادیر ها مؤلفهتحلیل  روش مانند ی دیگریهر روش چندخطروی اما این روش 

 .شود میکار گرفته  به  د، نیزنویژه  دار
  

                  ی نمونهها تانسور :ورودی الگوریتم
       مشخص شده و  ها که کلاس آن    

ابعاد   

 ی تصویر ها داده

              ی تصویر ها ماتریس: خروجی الگوریتم
   

 
کلاسی  ی تصویر شده پراکندگی بینها که در داده 

 .یمم و پراکندگی درون کلاسی مینیمم شودسماک

 ی ها ماتریس    
   

 .ی واحد مقداردهی اولیه شودها باماتریس                  

     دست آورده شود هب        است برای   که میانگین کل و میانگین کلاس     و. 

 برای             

          برای  -

             
           

             
   

    
        

        
        

  
                      

 

   

               
               

   

  
                                  

                
 

    
 
   . 

   ماتریس  -
 .با ماتریس واحد مقداردهی اولیه شود    

-         
    

   
       

   
       

    
   

       
   

   

    تا زمانی که  -
   

      
   

 .ی زیر انجام گیردها کار    

   ماتریس  -
  مقادیر ویژه بزرگتر ماتریس    بردار ویژه متناظر با    برابر     

        
 .قرار داده شود     

-         
    

   
       

   
       

    
   

       
   

   

    اگر  -
   

      
   

 .از حلقه خارج شود           برای    

 الگوریتم جداکننده چندخطی با استفاده از ملاک تفاضلی .5 الگوریتم
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 سازی پیاده

 داده بسیار معروف ۀروش جداکننده چندخطی و روش پیشنهادی از دو مجموع ۀدر این قسمت برای مقایس 

YALE و MINIST های آزمایش تقسیم  شده و با  های نمونه و داده داده ۀها به دو دست داده .استفاده شده است

های آزمایش پس از کاهش بعد با استفاده از روش  داده .کنند های گفته شده کاهش بعد پیدا می کمک الگوریتم

بندی درست  دست آمده از نظر درصد کلاس هدر پایان نتایج ب. شوند بندی می ، کلاس1ترین همسایه بندی نزدیک کلاس

 . شوند میهای آزمایش ارزیابی  داده

18نمادروش جداکننده چندخطی را با  ،LDAدر اینجا روش جداکننده خطی را با نماد 
DATER  نمایش

چنین  هم  .]5[ قابل ذکر است که در مقالات دیگر از نمادهای دیگری برای این روش نیز استفاده شده است. دهیم می

  PCAها از  در اینجا برای پیش پردازش داده .نمایش داده شده است DATER(new)روش پیشنهادی نیز با نماد 

HOSVDو از روش( روش خطیبرای )
11

را در  YALEبرای شروع داده  .استفاده شده است( روش چندخطیبرای )  

 .دهد می ی این مجموعه داده را نشانها تعدادی از داده 5شکل  .گیریم می نظر

 
 YALE مجموعه داده نمونه ای از دادهای  .2شکل 

که در جهات مختلف با شدت نور  استفرد  15تصویر سیاه وسفید چهره  165، شامل YALE داده ۀمجموع

صورت  به. شود میبرش داده شده و بعد از نرمال شدن استفاده   3× 3تصاویر به ابعاد . متفاوت گرفته شده است

 ی آزمایش استفادهها داده منزلۀ به ها نمونه اختیار شده و از بقیه داده صورت داده  از هر فرد به 0، 6، 3،  تصادفی تعداد 

جا  در این.  قابل مشاهده است 1نتایج در جدول  .کنیم می با روش خطی مقایسه را ابتدا روش چندخطی. شود می

اما با افزایش   .نسبت روش چندخطی ندارد نتایج خوبی به  LDAروش ، شود که برای  تعداد نمونه کم می مشاهده

اما حساسیت . شود، شاهد بهبود کیفیت این روش هستیم می چون از بدوضعی ماتریس پراکندگی کاسته  ها تعداد نمونه

ماتریس پراکندگی روش خطی  ، عدد حالتدهد که با داده آموزشی کم می نشان 1جدول  .تر است روش چندخطی کم

در روش چندخطی همیشه عدد حالت ماتریس . یابد می ی آموزشی بهبودها بسیار زیاد است اما با افزایش داده

 .ماند می عقولی باقیپراکندگی در حد م

بینی درست  جا از دو ملاک  درصد پیش در این. کنیم می ندخطی را با روش پیشنهادی مقایسهحال نتایج روش چ 

کلاسی را  کلاسی به درون جا نسبت فیشر  میزان پراکندگی بین در این.  کنیم می ها و نیز نسبت فیشر استفاده کلاس

ی کاهش ابعاد استفاده ها روشاین ملاک برای ارزیابی بسیاری از . تر باشد بهتر است دهد و هر چه بزرگ می نشان

ها ملاک بهتری است چون به کیفیت روش  بینی درست کلاس این ملاک از روش درصد پیش. ]11[ شود می

رصد پیش د از نظر ملاک  ی کم روش پیشنهادیها دهد که با نمونه می نشان  جدول  .بندی  وابستگی ندارد کلاس

روش اصلی را دارد اما از نظر ملاک فیشر روش پیشنهادی  همیشه از روش چندخطی اصلی  بهتری نسبت به نتایج بینی

  .کند می چنین از لحاظ زمان مصرفی نیز عموما بهتر عمل هم .کند می بهتر عمل

                                                           
9. Nearest neighbor 

10. Discriminant Analysis with Tensor Representation 
11. Higher Order singular Value Decomposition 
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 YALE برای مجموعه داده  DATER و چندخطی  LDAنتایج روش خطی  ۀمقایس .1جدول 

 روش نمونه در هر کلاس   نمونه در هر کلاس 3 نمونه در هر کلاس 6 نمونه در هر کلاس 0

عدد حالت 

ماتریس 

 پراکندگی

درصد 

 بندی کلاس

عدد حالت 

ماتریس 

 پراکندگی

درصد 

 بندی کلاس

عدد حالت 

ماتریس 

 پراکندگی

درصد 

 بندی کلاس

عدد حالت ماتریس 

 پراکندگی

درصد 

 بندی کلاس

151 1/01 395  /15  03333 16/95 18 8×19/8   5/93 LDA 

 8 55/08 10/   0/16 6/ 3 15/63 0/ 1 1/51 DATER 

 YALEروی مجموعه داده   DATER (new)روش پیشنهادی  DATERیها روشمقایسه نتایج   .5جدول 

 روش نمونه در هر کلاس   نمونه در هر کلاس 3 نمونه در هر کلاس 6 نمونه در هر کلاس 0

نسبت  زمان

 فیشر

درصد 

 بندی کلاس

نسبت  زمان

 فیشر

درصد 

 بندی کلاس

نسبت  زمان

 فیشر

درصد 

 بندی کلاس

نسبت  زمان

 فیشر

درصد 

 بندی کلاس

38/51 30/1 55/08  3/

30 

59/1 0/16 80/1  35/  15/63  8/1 1 /3 1/51 DATER 

 9/59 83/  10 58/

36 

30/  66/19 85/11 38/3 8 /69  1/6 91/5 51/56 DATER(new) 

 0 ×0 با ابعاد  1تا  8از دست خط مختلف برای ارقام  68888را شامل  MINIST به عنوان مثال دوم مجموعه

و تعداد  شوند می صورت تصادفی انتخاب به  1، 6، 3،  ی نمونه از هر کلاس به تعداد ها داده. گیریم می است را در نظر

  .دهد می ی این مجموعه  داده را نشانها تعدادی از داده 6شکل   شوند میی آزمایش استفاده ها عنوان داده داده به 08

 
    MINISTی مجموعه ها ای از داده نمونه .2شکل 

 MINISTبرای مجموعه داده   DATERو چند خطی    LDAمقایسه نتایج روش خطی : 3 جدول

 روش نمونه در هر کلاس   هر کلاس نمونه در 3 نمونه در هر کلاس 6 نمونه در هر کلاس 0

عدد حالت 

ماتریس 

 پراکندگی

درصد کلاس 

 بندی

عدد حالت 

ماتریس 

 پراکندگی

درصد کلاس 

 بندی

عدد حالت 

ماتریس 

 پراکندگی

درصد کلاس 

 بندی

عدد حالت 

ماتریس 

 پراکندگی

درصد کلاس 

 بندی

3/ 0 81/66 5  58 955 03/95       
      

5/31 LDA 

9/18 5/11 1/19 01/61  1 1/58 36 91 DATER 

دهد که از نظر درصد درست  می نشان 3چنین جدول  هم. است شبیه به مثال اول ها روش رفتار در این مثال نیز

اما از لحاظ نسبت فیشر . کند می ی کم بهتر از روش اصلی عملها تشخیص کلاس، روش پیشنهادی تنها در داده

 .داردها  حالت ۀدر هم عملکرد بسیار بهتری از روش اصلی را 

 MINIST روی مجموعه داده  DATER (new)روش پیشنهادی   DATERی ها روشنتایج  ۀمقایس:  4جدول 

 روش نمونه در هر کلاس   نمونه در هر کلاس 3 نمونه در هر کلاس 6 نمونه در هر کلاس 0

نسبت  زمان

 فیشر

درصد 

کلاس 

 بندی

نسبت  زمان

 فیشر

درصد 

کلاس 

 بندی

نسبت  زمان

 فیشر

درصد 

کلاس 

 بندی

نسبت  زمان

 فیشر

درصد 

کلاس 

 بندی

81/11 61/8 5/11 81/ 9 81/1 01/61 3/6 1 /1 1/58 05/  69/1 91 DATER 

15/11 11/8 38/60  5/10 31/1 81/61 9/9 11/1 31/59 91/  1 /   /51 DATER(new) 

دهد که در صورت کم بودن تعداد  می نشان LDA ،DATER ،DATER(new)سازی سه الگوریتم  نتایج پیاده

بهترین جواب را از لحاظ تشخیص  DATER(new)در الگوریتم شده کرد تفاضلی استفاده  در کلاس، روی ها نمونه
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  32                                                                                                                                          روش آنالیز جداکننده چندخطی با استفاده از ملاک تفاضلی

شدن  حالت علت خوش در هر کلاس به ها تعداد نمونهدهد و با افزایش  می ها در بین این سه الگوریتم درست کلاس

از طرف دیگر چون کیفیت درصد درست  .شود می هم نزدیک کلاسی، نتایج سه الگوریتم به ی پراکندگی درونها ماتریس

بندی  ما از یک روش ارزیابی دیگر که ربطی به کلاس ،سته استببندی نیز وا ها به کیفیت روش کلاس تشخیص کلاس

دهد که روش پیشنهادی در همه حالات  می نتایج با این ملاک نشان. ت فیشر استاین ملاک نسب. استفاده کردیمندارد 

 .تر است چنین زمان روش پیشنهادی نیز از روش اصلی کم هم. کند می بهتر از روش اصلی کار

 

 گیری نتیجه

این روش بر مبنای بهبود حل . شد دادهی جدا کننده چندخطی ها روشدر این مقاله یک روش چندخطی  از 

ی ها با داده ها ویژه برای داده هکیفیت این روش ب برتری نتایج عددی. سازی تریس ساخته شده است ممیسمسئله ماک

ها و نیز  جداسازی کلاس دلیل بهچنین این روش  هم. دهد می را نشان ها روشآموزشی کم در مقایسه با دیگر 

اگرچه ما . کند می شود از روش اصلی بهتر عمل می گیری کلاسی که با معیار فیشر اندازه ی درونها سازی  داده فشرده

ی ها مؤلفهاین روش را روی جداکننده چندخطی  اعمال کردیم اما این روش با هر روش کاهش ابعاد چندخطی مانند  

 .شود میکار برده  هب  شوند می مقدار ویژه ختم ۀاصلی چندخطی که به مسئل
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