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حل عددی معادلات انتگرال ولترا تصادفی منفرد ضعیف با استفاده از 
 های اویلرای روش ماتریس عملیاتی چندجمله



؛،نسرینصمدیار*فرشیدمیرزائی

علومریاضیوآمار،گروهریاضیۀدانشکددانشگاهملایر،
07/07/15پذیرش02/04/15دریافت

 چکیده

 این ماتریسدر از استفاده با ضعیف منفرد تصادفی ولترا انتگرال معادلات عددی حل به عملیاتیهامقاله ی

هایاویلرایماتریسعملیاتیتصادفیچندجملهبرایاینمنظورابتداماتریسعملیاتیو.پردازیمیاویلرمیهاایچندجمله

هایاویلرتقریبایانتگرالولتراتصادفیرابااستفادهازسریچندجملهۀتمامیتوابعموجوددرمعادل.آوریمدستمیرابه

انتگرالولتراتصادفیۀبااینکارحلمعادل.کنیمهایاویلراستفادهمیایهایعملیاتیچندجملهزدهوسپسازماتریس

سپسکران.دکرتوانآنراحلشود،کهباروشیمناسبمیمنفردضعیفبهحلیکدستگاهمعادلاتجبریتبدیلمی

اثباتمیبالای تصادفیمنفردضعیفرا برایحلمعادلاتانتگرالولترا کنیمخطایروشمطرحشده چنینبرایهم.

اینوشتهشدهدرنتایجارائهشدهبااستفادهازاجراکردنبرنامه.شودبررسیدقتوکاراییروشچندمثالعددیارائهمی

.دستآمدهاستمتلببهافزارنرم

.هایاویلرایهایعملیاتی،چندجملهمعادلاتانتگرالولتراتصادفی،معادلاتانتگرالولترامنفردضعیف،ماتریس: های کلیدیواژه

 
 مقدمه

یک.یعلمریاضیاستکهکاربردهایفراوانیدرمسائلمهندسیوفیزیکداردهامعادلاتانتگرالیکیازشاخه

انتگرالدرنقطهیاۀمعادلۀکههستنامنداگریکیازحدودانتگرالنامتناهیباشدویااینانتگرالرامنفردمیۀمعادل

1223نامآبلدرداننروژیبهاولینبارریاضیرامعادلاتانتگرالمنفرد.کرانشودگیریبینقاطیازدامنهانتگرال

هاومکانیکسیالاتکاربردهایمهندسیوفیزیکنظیرانتقالگرما،رشدکریستالگونهمعادلاتدراین.دکرمعرفی

جاکهحلتحلیلیازآن.اندخودمعطوفداشتهایرابهدلیلکاربردزیادتوجهویژهامروزهاینمعادلاتبه.شوندظاهرمی

سیاریرابهحلعددیاینمعادلاتسوقممکناست،محققانباغلبمعادلاتانتگرالبسیارپیچیدهودرمواقعیغیر

است داده سال. محققدر پژوهشاهایاخیر روشنو چندجملهگراناز و مختلفیبرایحلاینمعادلاتهایایها

انداستفادهکرده [2]،[1]محلیهمهایازجملهروش. موجک[3]گلرکین، [4]ها، روشمبتنیبرماتریس[5]، ،

وتوابع [9] هایبرنشتاینایاستفادهازچندجمله، [8]هایتصویری،روش[7]هایبدونشبکه،روش[6]عملیاتی

کاربردهشدهاستبرایحلاینمعادلهبه[10]ترکیبی بهیکمنبعاختلالشدهدربرخیمواردسیستمبررسی.

اندوابسته اینمواردبرایمدل. معادلاتانتگرالتصادفیاستفادهبندیسیستمازمعادلاتدیفرانسیلدر تصادفییا

.[10]-[14]کنیممی
 fa_mirzaee@yahoo.com      نویسنده مسئول 
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در انتگرال معادلات برایحل یکروشعددی مقاله ماتریسولترااین از استفاده با منفرد عملیاتیتصادفی های

:استصورتدیندراینمقالهبشدهمعادلهبررسی.دهیمهایاویلرارائهمیایچندجمله

(1)

 آن در )که )f tو( , )k t s ,برای [0,1]s t یک احتمال فضای بر که هستند تصادفی سانفرآیندهای
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.استیکانتگرالایتو

 های اویلرایچندجمله

.[15]شوندساختهمی(2)ۀیاویلرنوعاولبااستفادهازرابطهاایچندجمله: تعریف
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:شودتغییرکند،فرمماتریسیزیرحاصلمیNتا0ازnاگر(2)ۀرابطدر
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درنتیجه.پذیراستوارونیقطریغیرصفراست،پسهایکماتریسپایینمثلثیبادرایهDازطرفیماتریس

.حسابکرد(3)ۀطورمستقیمازرابطتوانبرداراویلررابهمی
1( ) ( ).E t D X t                                         (3)  

:ندهستیمفیدهادارایویژگیهاایاینچندجمله

 اندبازگشتیزیرقابلمحاسبهۀیاویلربااستفادهازرابطهاایچندجمله: 

( 1) ( ) 2 .n
n nE t E t t    

 ۀایاویلرازمرتبمشتقهرچندجملهnۀیاویلرازمرتبهاایچندجملهصورتمضربیازتوانبهرامی
( 1)n 3 ,2 ,1یعنیبرای.نوشت,…=nداریم 

0
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'
1( ) ( ).n nE t nE t  

 سازیبعدازگسستهازاینرو،یتنکهستند،هایاویلرماتریسهاایچندجملهۀیعملیاتیبرپایهاماتریس

همچنیناستفادهازاین.راحتیقابلحلاستانتگرالولتراتصادفیمنفردضعیف،دستگاهحاصلبهۀمعادل

همیندلیلیکیازشودوبهیعملیاتیتنکباعثکاهشحجممحاسباتمیهادلیلداشتنماتریستوابعبه

 .استیمقرونبهصرفهبرایحلعددیمعادلاتانتگرالودیفرانسیلهاروش

 هایاویلرجوابهاایدهدکهاستفادهازروشچندجملهایسهنتایجعددیارائهشدهدراینمقالهنشانمیمق

به ارائهمیمراتبدقیقرا دهدتر زمانییسادههاافزاریبرایچنینپایهچنینمحاسباتنرمهم. تراستو

 .یابدنحومطلوبیکاهشمیمحاسباتبه



 های اویلرایاستفاده از چندجملهتقریب توابع با 

باشدیتابعیfفرضکنیم.9ۀ قضی دلخواه  کمتغیره می. را چندجملهاینتابع از استفاده با هایاویلرایتوان

:تقریبزد(4)صورتبه
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 های اویلرایماتریس عملیاتی چندجمله

ازجمله.هستندخواصمهمیهایاویلردارایایچندجمله
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بااستفادهازاینخاصیتداریم
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:داریم(6)دومدرعبارتۀباصرفنظرکردنازجمل
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:تقریبزد(2)صورتتوانبهرامیf،انتگرالهرتابعدلخواهیمثل(7)و(4)بااستفادهازروابط
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1NۀماتریسهیلبرتازمرتبHکهدرآن است.
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1 1

, ,
0 0

( ) ( ) ( ( ) ( ) ) .k T
i k i k it E t E t dt E t E t dt e Qe   

,بنابراینبرای 0,1, ,i k Nداریم:

1 1
0

1
( ) ( ) ( ) ,

1

t

N NE s ds PE t E t I
N

  


 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

4.
1.

91
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

97
.4

.1
.7

.2
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
28

 ]
 

                             4 / 14

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.4.1.91
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1397.4.1.7.2
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2725-en.html


 19لریهای اوایتصادفی منفرد ضعیف با استفاده از روش ماتریس عملیاتی چندجمله  ولترا حل عددی معادلات انتگرال

1

0
0

1
1

1 1 1
0

,
0

1

0

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) .

( ) ( )

k
i

k
k i

k i i

k
i N

t E t E t dt

t E t E t dt
e Q t E t E t dt Q

t E t E t dt

 

 
 
 
 

  
 
 
 
 







 

:داریم(10)ۀوبااستفادهازرابط
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,کهدرآن 0,1, ,Nk kF E C k وkEۀیکماتریسازمرتب( 1) (N 1)N   یآنهااستکهستون

,بردار , 0,1, ,k ie i N0حالباتعریفماتریس.است 1[F ,F , ,F ]NC (12)و(1)واستفادهازروابط

:داریم

ˆ( ) ( ) ( ),TE t E t C CE t  
ˆ1که TC D C.

 لریهای اوایماتریس عملیاتی تصادفی چندجمله

:صورتتقریبزددینتوانبهایاویلررامیایانتگرالایتویبردارچندجمله

1

0 0
( ) ( ) ( ) ( ).

t t

E s dB s D X s dB s   

ازطرفی

0

0
0

0

1

0
0

0( )

( )ds
( )

( ) ( ) ( ) (t) .

(s)ds
( )

t

t
t

t

t
Nt

N

dB s

B s
sdB s

X s dB s X t B

N s B
s dB s



 
  
 

 
 

 
    
 

 
 

 
 

   
 






 

زنیمایتقریبمیگیریذوزنقهباروشانتگرلیایجادشدهدرسمتراستعبارتاخیرراهاحالانتگرال چنینهم.
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:صورتتقریبزددینتوانبرامیfدرنتیجهانتگرالایتویهرتابعدلخواهیمانند

0 0
( ) ( ) (s)dB(s) ( ).

t t
T T

Sf s dB s F E F P E t   


 روش عددی

به بخش این عددیدر انتگرالحل منفردمعادلات تصادفی از(1)ولترا استفاده عملیاتیهایماتریسبا

میایچندجمله اویلر پردازیمهای توابع. ابتدا منظور این )برای )f tو( , )k t sشده قطع سری از استفاده با را

:زنیمصورتتقریبمیدینیاویلربهاایچندجمله

( ) ( ) ( ) ,

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).
e

T T

T T T
e

f t F E t E t F

k t s E t K E s E s K E t
 

:داریم(3)ۀواستفادهازرابط(1)انتگرالۀدرمعادلهاگذاریاینتقریبباجای

1
0

0

( ) ˆ( ) ( ) ( ).
t

T T T
e S

X s
F E t f F D ds E t K FP E t

t s

  
                         (13)

 

: [18]ازطرفیداریم
1

( )
2

0

( 1)
.

3
( )

2

n
nt s t n

ds
t s n




 


  
  

:تواننوشتبنابراینمی
1 3 1

( )
2 2 2

0

( ) (1) (2) (N 1)
[ , , , ] (t).

3 5 3
( ) ( ) (N )
2 2 2

N
t

TX s t t t
ds

t s

  


   
 

    
  

:صورتنوشتدینتوانبرامی(13)ۀدرنتیجهرابط
1

0
ˆ( ) ( ) ( ) ( ).T T T

e SF E t f F D t E t K FP E t     

)حالاینمعادلهرادر 1)N کنیمسازیمیشوند،گسستهصورتزیرتعریفمیکاتسکهبه-نیوتنۀنقط
2 1

, 0,1, , .
2( 1)

i

i
t i N

N


 


 

درنتیجه
1

0
ˆ( ) ( ) ( ) ( ). 0,1, , .T T T

i i i e S iF E t f F D t E t K FP E t i N      

)ۀازطریقرابطf(t)مقدارFباحلایندستگاهوپیداکردنبردارمجهول ) ( )Tf t F E tشودتقریبزدهمی.
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 19لریهای اوایتصادفی منفرد ضعیف با استفاده از روش ماتریس عملیاتی چندجمله  ولترا حل عددی معادلات انتگرال

 همگرایی و آنالیز خطا

تقریباینتوابعبااستفادهNkوNfتوابعیهموارباشندوkتابعدومتغیرهوfکمتغیرهیاگرتابع [19].9 ۀقضی

:استصورتدینیاویلرباشد،دراینصورتکرانخطابهاایازسریقطعشدهچندجمله

(2 ) ,

(2 ) ,

N
N

N
N

f f CF

k k CN













 

 
 

)کهدرآن )sup{ ,i 0,1,2, }iF f


 وCیکثابتمثبتاست.

]ۀبربازfاگرتابع[20]. 9ۀ قضی , ]a bپیوستهباشدوتابعgدراینبازهتغییرعلامتندهد،دراینصورت

[ , ]a bایوجودداردکه

( ) ( ) ( ) ( ) .
b b

a a
f x g x dx f g x dx   

علاوهفرضکنیدهب.باشند(1)ترتیبجوابدقیقوجوابتقریبیمعادلهبهNfوfفرضکنیم. 9ۀ قضی

1. ( ) , [0,1].f t t   

2. ( , ) , (t,s) [0,1] [0,1].k t s M    

3. 1 ( ( )) 0.B M N


   

صورتدراین

2 ( ) f ( ) ( )
( ) ( ) ,

1 (M (N))

N

N

f B N
f t f t

B

   






 
 

 
 

کهدرآن

( ) (2 ) .NN CN    

:معادلهانتگرالزیرراداریم: اثبات

0
0 0

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ), [0,1].

t t

f t f f s ds k t s f s dB s t
t s

   
   

:صورتاستدینتقریباینمعادلهب

0
0 0

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ), [0,1].

t t

N N N Nf t f f s ds k t s f s dB s t
t s

   
   

:درنتیجه

0 0

( ) (s)
(t) f ( ) ( ( , ) ( ) ( , ) ( )) ( ).

t t
N

N N N

f s f
f t ds k t s f s k t s f s dB s

t s


   

   

)بافرضپیوستهبودنتابع )f t1ۀ،چونتابعباضابط
s

t s



,0]دربازه ]t4ۀهموارهمثبتاست،طبققضی،

[0, ]tهایوجودداردک

0 0

( ) ( ) 1
( ( ) ( )) 2( ( ) ( )) .

t t
N

N N

f s f s
ds f f ds f f t

t s t s
   


   

    

بنابراین

 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .N N N Nf t f t f f t B k t s f s k t s f s 


           (14)  

ازطرفی
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 هایریاضیپژوهش1317بهاروتابستان،1،شماره4جلد19

 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ( ) ( ) ( ) ).N N N N Nk t s f s k t s f s k t s f s f s k t s k t s f s f s f s      

:وفرضاولودومداریم3ۀبااستفادهازقضی  

( , ) ( ) ( , ) ( ) (M (N)) ( ) ( ) (N) .N N Nk t s f s k t s f s f s f s                     (15)  

:شودنتیجهمی(15)و(14)بااستفادهازروابط

( ) (t) 2 ( ) ( ) ((M (N)) ( ) ( ) (N) ).N N Nf t f f f B f s f s    


        

:شودنتیجهمیخطاایندرنهایتبااستفادهازفرضسومکران

2 ( ) f ( ) ( )
( ) ( ) .

1 (M (N))

N

N

f B N
f t f t

B

   






 
 

 
 

 

نتایج عددی

کارایی اینبخشبراینشاندادندقتو کنیمروشچندمثالارائهمیایندر کردن. اجرا با نتایجارائهشده

شدهاستفادهیبلاکپالسهاتعدادپایهmتوجهشودکهدرایننتایج.دستآمدهاستافزارمتلببهایدرنرمبرنامه

.استهایاویلرتعدادپایهnو

:گیریمانتگرالولتراتصادفیمنفردضعیفزیررادرنظرمیۀمعادل. 9مثال

0 0

1 1
( ) ( ) sin ( ) ( ), [0,1],

12

t t

f t f s ds sf s dB s t
t s

   
   

:صورتاستدینلهبئکهجوابدقیقاینمس

0

1 sin 2
( ) exp( 2 sin ( )).

12 4 8

tt t
f t t sdB s       

پالس-یاویلروتوابعبلاکهاایمقادیردقیقوتقریبیبرایحلاینمعادلهبادوروشسریچندجمله1درجدول

,6برایمقادیر 3m n 12و, 6m n ازایاینچنیننمودارهایجوابدقیقوتقریبیبههم.ارائهشدهاست

m,مقادیر nآوردهشدهاست2و1هایدرشکل. 

 9جواب دقیق و جواب تقریبی مثال . 9جدول

m=99,  n=9 m=9,  n=9  

نقاطجوابدقیقروشبلاکپالسروشاویلر جواب دقیق روش بلاک پالسروشاویلر

0656/09991/9 9999/9 0527/00510/00233/00

0425/09999/9 9999/9 0427/00510/00441/01/0

0317/09999/9 9999/9 0411/00321/00335/02/0

0347/09999/9 9999/9 0355/00321/00242/03/0

0313/09999/9 9999/9 0316/00341/00200/04/0

0227/09919/9 9999/9 0221/00305/00124/05/0

0266/09999/9 9919/9 0271/00305/00154/06/0

0241/09999/9 9999/9 0257/00264/00163/07/0

0235/09999/9 9999/9 0244/00264/00220/02/0

0225/09991/9 9999/9 0227/00225/00244/01/0
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 11لریهای اوایتصادفی منفرد ضعیف با استفاده از روش ماتریس عملیاتی چندجمله  ولترا حل عددی معادلات انتگرال

 

,6نمودار جواب دقیق و تقریبی برای . 9شکل 3m n  9مثال 

 

,12نمودار جواب دقیق و تقریبی برای . 9شکل 6m n   9مثال 

:گیریمانتگرالولتراتصادفیمنفردضعیفزیررادرنظرمیۀمعادل. 9مثال

0 0

1 1
( ) ( ) ( 4) cos ( ) ( ), [0,1],

24

t t

f t f s ds s s f s dB s t
t s

    
   

:صورتاستدینلهبئکهجوابدقیقاینمس

2

0

1 1
( ) exp( 2 ( 8 14)sin ( 4)cos 4 ( 4) cos ( )).

24 2

t

f t t t t t t t s sdB s           

پالس-یاویلروتوابعبلاکهاایتقریبیبرایحلاینمعادلهبادوروشسریچندجملهجوابدقیقو2درجدول

,6برایمقادیر 3m n 12و, 6m n ازایچنیننمودارهایجوابدقیقوتقریبیبههم.ارائهشدهاست

m,اینمقادیر nآوردهشدهاست4و3هایدرشکل.
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 هایریاضیپژوهش1317بهاروتابستان،1،شماره4جلد999

 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 9جواب دقیق و جواب تقریبی مثال . 9جدول

m=99,  n=9 m=9,  n=9  

نقاطجوابدقیقروشبلاکپالسروشاویلرجوابدقیقروشبلاکپالسروشاویلر

0102/00213/00417/00125/00241/00417/00

0010/00232/00072/00110/00241/00056/01/0

0024/00200/00012/00011/00172/00011/02/0

0071/00124/00015/00011/00172/00001/03/0

0076/00162/00001/00025/00150/00001/04/0

0075/00146/00000/00021/00124/00000/05/0

0076/00141/00000/00071/00124/00000/06/0

0021/00133/00000/00076/00121/00000/07/0

0014/00122/00000/00073/00121/00000/02/0

0124/00122/00000/00062/00102/00000/01/0

 

,6نمودار جواب دقیق و تقریبی برای . 9شکل 3m n   9مثال 

 
,12نمودار جواب دقیق و تقریبی برای . 9شکل 6m n   9مثال 

:گیریمانتگرالولتراتصادفیمنفردضعیفزیررادرنظرمیۀمعادل. 9مثال

0 0

1 1
( ) ( ) 2 cos ( ) ( ), [0,1],

48

t t

f t f s ds t sf s dB s t
t s
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 999لریهای اوایتصادفی منفرد ضعیف با استفاده از روش ماتریس عملیاتی چندجمله  ولترا حل عددی معادلات انتگرال

:صورتاستدینلهبئکهجوابدقیقاینمس

3

0

1 1
( ) exp( 2 sin 2t 2 cos ( )).

48 2

t

f t t t t t sdB s       

-اویلروتوابعبلاک یهاایجوابدقیقوجوابتقریبیبرایحلاینمعادلهبادوروشسریچندجمله3درجدول

,6پالسبرایمقادیر 3m n 12و, 6m n ارائهشدهاست چنیننمودارهایجوابدقیقوتقریبیهم.

m,ازایاینمقادیربه nآوردهشدهاست6و5هایدرشکل.

 9مثال جواب دقیق و جواب تقریبی . 9جدول

m=99,  n=9 m=9,  n=9  

نقاطجوابدقیقروشبلاکپالسروشاویلرجوابدقیقروشبلاکپالسروشاویلر

0164/00150/00202/00143/00124/00202/00

0120/00111/00105/00110/00124/00106/01/0

0011/00011/00022/00025/00022/00071/02/0

0027/00012/00070/00062/00022/00044/03/0

0072/00024/00052/00057/00071/00035/04/0

0072/00072/00033/00050/00041/00012/05/0

0062/00071/00031/00046/00041/00004/06/0

0064/00065/00022/00042/00046/00002/07/0

0062/00064/00011/00037/00046/00001/02/0

0060/00063/00011/00030/00042/00000/01/0


,6نمودار جواب دقیق و تقریبی برای . 9شکل 3m n   9مثال 

:گیریمانتگرالولتراتصادفیمنفردضعیفزیررادرنظرمیۀمعادل. 9مثال

0 0

1 1
( ) ( ) sin ( ) ( ), [0,1],

12

t t
tf t f s ds e sf s dB s t

t s
   

   

:صورتاستدینلهبئکهجوابدقیقاینمس

2 2

0

1 1 1
( ) exp( 2 e sin 2t sin ( )).

12 4 8

t
t t tf t t te e sdB s       
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 هایریاضیپژوهش1317بهاروتابستان،1،شماره4جلد999

 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 
,12نمودار جواب دقیق و تقریبی برای . 9شکل 6m n   9مثال 

-یاویلروتوابعبلاکهاایجوابدقیقوجوابتقریبیبرایحلاینمعادلهبادوروشسریچندجمله4درجدول

,6پالسبرایمقادیر 3m n 12و, 6m n است ارائهشده تقریبیهم. چنیننمودارهایجوابدقیقو

m,ازایاینمقادیربه nآوردهشدهاست2و7هایدرشکل.

 9جواب دقیق و جواب تقریبی مثال . 9جدول

m=99,  n=9 m=9,  n=9  

نقاطجوابدقیقروشبلاکپالسروشاویلرجوابدقیقروشبلاکپالسروشاویلر

0655/00514/00233/00527/00545/00233/00

0473/00422/00452/00424/00545/00436/01/0

0372/00362/00357/00406/00376/00360/02/0

0321/00320/00261/00347/00376/00227/03/0

0221/00320/00255/00304/00332/00252/04/0

0242/00343/00113/00274/00215/00162/05/0

0220/00312/00077/00252/00215/00171/06/0

0114/00315/00052/00234/00270/00122/07/0

0161/00213/00032/00217/00270/00152/02/0

0102/00220/00012/00116/00237/00071/01/0


,6نمودار جواب دقیق و تقریبی برای . 9شکل 3m n   9مثال 
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 999لریهای اوایتصادفی منفرد ضعیف با استفاده از روش ماتریس عملیاتی چندجمله  ولترا حل عددی معادلات انتگرال


,12نمودار جواب دقیق و تقریبی برای . 9شکل 6m n   9مثال 

 

 گیری نتیجه

هایعددیجاکهحلتحلیلیبسیاریازمعادلاتانتگرالتصادفیغیرممکنویابسیارپیچیدهاست،ازروشازآن

معادلاتانتگرالتصادفیمنفردضعیفرابااستفادهازروشماتریسمادراینمقاله.شودهااستفادهمیبرایحلآن

هایاویلرحلکردیمایعملیاتیسریقطعشدهچندجمله باروشتوابعنتایجعددیبه. دستآمدهازاینروشرا

.استپالس-روشتوابعبلاکودقتاینروشنسبتبه کارایینتایجارائهشدهگویای.پالسمقایسهکردیم-بلاک

 
 تشکر و قدردانی

تئچنینازسردبیرمجلهواعضایهیهاموجببهبودمقالهشدوهممحترممقالهکهنظراتارزندهآنداوراناز

.شودتحریریهقدردانیمی
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