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 چکیده

‌ۀدرج‌‌خمدو‌‌کمک‌بهها‌‌که‌در‌آن‌داده‌کنیم‌میبررسی‌حافظ‌شکل‌را‌‌یابی‌درون‌ۀلئدر‌این‌مقاله‌‌نوع‌خاصی‌از‌مس

کران‌بالا‌‌ۀاست‌که‌در‌ضمن‌هموار‌بودن‌در‌محدود‌یاب‌درونیک‌‌ۀهدف‌ارائ.‌اند‌عنوان‌کران‌بالا‌و‌پایین،‌محدود‌شده‌دو،‌به

و‌سهمی‌از‌پیش‌طور‌کامل‌بین‌د‌به‌یاب‌درونتر،‌نمودار‌هندسی‌‌عبارت‌دقیق‌له‌بیافتد،‌بهئمس‌وسیلۀ‌بهو‌پایین‌تحمیل‌شده‌

ها‌‌شرط‌همواری‌‌کنیم،‌این‌خانواده‌از‌اسپلاین‌استفاده‌می‌ارمیتاز‌اسپلاین‌مکعبی‌‌مسئلهبرای‌حل‌این‌.‌معلوم‌قرار‌بگیرد

.‌‌های‌دیگر‌کمک‌گرفت‌ها‌برای‌اعمال‌محدودیت‌توان‌از‌آن‌اول‌را‌دارند‌و‌مجهز‌به‌پارامترهای‌کمکی‌هستند‌که‌می‌ۀدرج

‌محدودیت ‌اعمال ‌حل‌یک‌‌ها‌با ‌جواب‌می‌برنامه‌ۀمسئلو ‌نمودار ‌به ‌رسیم‌ریزی‌خطی ‌جواب. ‌ ‌به ‌2Cهای‌برای‌رسیدن

‌.کنیم‌سازی‌انرژی‌استفاده‌‌توانیم‌از‌تکنیک‌مینیمم‌می

 

‌.ارمیتمقید،‌اسپلاین‌مکعبی‌‌یابی‌درونحفظ‌شکل،‌‌:ی کلیدیها واژه

‌

 مقدمه

گیری‌را‌در‌اختیار‌داشته‌باشیم،‌ما‌روی‌حالت‌‌رخداد‌طبیعی،‌آزمایش‌یا‌نمونههای‌حاصل‌از‌یک‌‌فرض‌کنیم‌داده

‌به‌کنیم‌داده‌شویم‌و‌فرض‌می‌بعدی‌متمرکز‌می‌یک صورت‌‌ها 
n

i i i=1
(x , y ‌هستند‌( بررسی‌‌ۀحال‌تصور‌کنیم‌پدید.

گیرند،‌مثلاً‌کران‌بالا‌و‌پایین‌عددی‌‌خاصی‌قرار‌می‌ۀدر‌محدود‌(‌هاiy)ها‌‌دانیم‌داده‌چنان‌است‌که‌از‌قبل‌میشده‌

ها‌باشیم‌بدیهی‌است‌‌انتظار‌داشته‌‌برای‌این‌داده‌یاب‌درونتقریب‌زننده‌یا‌‌ۀچه‌درصدد‌ارائ‌اگر‌چنان.‌مشخصی‌دارند

یا‌‌یابی‌درون‌ۀر‌حیطای‌د‌مسئلهچنین‌.‌نیز‌این‌خاصیت‌کرانداری‌را‌حفظ‌کند‌یاب‌درونباشیم‌که‌تابع‌تقریب‌زننده‌یا‌

دیگری‌که‌عموماً‌در‌مقالات‌(‌پنهان)ها‌یا‌مشخصات‌‌ترین‌‌ویژگی‌از‌مهم.‌شود‌میو‌بررسی‌‌تحلیلتقریب‌حافظ‌شکل‌

و‌مراجع‌‌[2]‌و‌[1]در‌این‌زمینه‌‌.نوایی‌و‌مثبت‌بودن‌اشاره‌کرد‌توان‌به‌محدب‌بودن،‌یک‌ها‌پرداخته‌شده،‌می‌به‌آن

 .شوند‌ها‌محسوب‌می‌این‌روش‌ۀپیشین‌بررسیها‌منبع‌خوبی‌برای‌‌آن

حافظ‌شکل‌‌یابی‌درونای‌است‌و‌‌نقاط‌داده(‌غالباً‌پنهان‌در)طور‌کلی‌حفظ‌شکل‌به‌معنای‌حفظ‌ویژگی‌هندسی‌‌به

نوایی،‌‌های‌گرافیکی‌مانند‌یک‌کند‌و‌هم‌برخی‌ویژگی‌یابی‌درونای‌را‌‌‌که‌هم‌نقاط‌داده(‌رویه)‌خمیعنی‌ساختن‌یک‌

‌.[4]،‌ [3]،[2]،‌[1]‌دکنها‌نهفته‌است،‌حفظ‌‌بودن،‌را‌که‌در‌ذات‌دادهتحدب‌و‌یا‌نامنفی‌

‌‌و‌ای‌رایانهن‌گرافیک‌امورد‌توجه‌متخصص‌‌21ۀاز‌ده‌شکل‌حافظ‌یابی‌درونخاص‌‌طور‌حافظ‌شکل‌و‌به‌تقریب‌مسئلۀ

‌صنعتیو‌طراحی‌رایانه‌‌ۀوسیل‌طراحی‌به‌درها‌‌رویهو‌‌‌خمهای‌اساسی‌طراحی‌‌آنالیز‌عددی‌قرار‌گرفته‌و‌یکی‌از‌تکنیک
‌‌‌‌‌‌‌‌‌jamshid.saeidian@gmail.com‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1. Computer-Aided Design (CAD)نویسنده مسئول*
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 های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1317بهار‌و‌تابستان،‌1،‌شماره‌4جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌53

 (خوارزمینشریه‌علوم‌دانشگاه‌)

های‌مهندسی‌مانند‌طراحی‌کشتی،‌طراحی‌بدنه‌‌حفظ‌شکل‌نه‌فقط‌در‌بسیاری‌از‌شاخه.‌است ‌‌1ایانهر‌ۀوسیل‌صنعتی‌به

‌انیمیشن‌و‌بازی ‌بلکه‌نقش‌مهمی‌نیز‌در‌هواشناسی، ‌سازوکار‌دقیق‌مفید‌است، های‌‌ماشین،‌صنایع‌هوایی،‌صنایع‌با

،‌پردازش‌تصویر‌[5]های‌پیشرفته‌‌ز‌دادههایی‌مانند‌آنالی‌تاکنون‌چندین‌زمینه‌تحقیقاتی‌در‌حوزه.‌‌کند‌ایفا‌می‌ای‌رایانه

 .اند‌سازی‌حفظ‌شکل‌استفاده‌کردهاز‌مدل ‌[8]نگاری‌دیجیتال‌،‌تکنیک‌نهان[7]،‌تصویرسازی‌[6]

توان‌در‌‌دلیل‌این‌امر‌را‌می.‌شود‌طور‌وسیعی‌استفاده‌می‌ها‌به‌حافظ‌شکل‌از‌اسپلاین‌یابی‌درون‌مسئلهبرای‌حل‌

در‌ضمن‌داشتن‌ساختار‌ساده‌و‌قابل‌کنترل‌این‌توانایی‌(‌اسپلاین‌مکعبی:‌عنوان‌نمونه‌به)این‌دانست‌که‌یک‌اسپلاین‌

‌به‌را‌دارد‌که‌اغلب‌خصوصیات‌محلی‌یک‌تابع‌محدب‌یا‌یک ‌را های‌متنوعی‌از‌‌تاکنون‌خانواده.‌خوبی‌انعکاس‌دهد‌نوا

‌رد‌اسپلاین ‌از ‌مسائل‌مختلفی ‌برای ‌شده‌یابی‌درون‌ۀها ‌استفاده ‌اند‌حافظ‌شکل ‌آن‌‌ا‌مسئله. ‌به ‌نوشته ‌این ‌در ی‌که

.‌ایم‌در‌نظر‌گرفته‌مسئلهرا‌برای‌این‌‌"مقید‌یابی‌درون"حافظ‌شکل‌است‌که‌عنوان‌‌یابی‌درونخاصی‌از‌‌ۀپردازیم‌رد‌می

اند،‌یعنی‌دو‌‌قرار‌گرفته‌خمصورت‌پیش‌فرض‌بین‌دو‌‌هایی‌در‌اختیار‌داریم‌که‌به‌لحاظ‌فیزیکی،‌به‌فرض‌کنیم‌داده

‌داریم ‌برای‌داده‌تابع ‌می‌که ‌ایفا ‌پایین ‌کران ‌و ‌بالا ‌نقش‌کران ‌کنند‌ها ‌به. ‌تقریب‌زننده‌حال ‌قالب‌یک‌‌دنبال ای‌در

مقیدی‌هستیم‌که‌‌یاب‌دروننیازمند‌‌مسئلهبرای‌این‌.‌کران‌قرار‌بگیرد‌خمهستیم‌که‌نمودار‌آن‌نیز‌بین‌دو‌‌یاب‌درون

توان‌امیدوار‌‌هموارتر‌باشد‌می‌یاب‌درونواقع‌هر‌چقدر‌‌در.‌د،‌همواری‌مناسبی‌نیز‌داشته‌باشیابی‌درونعلاوه‌بر‌شرایط‌

د،‌در‌کراستفاده‌‌ارمیتتوان‌از‌اسپلاین‌مکعبی‌‌برای‌این‌منظور‌می . [1]‌کاهش‌یابد‌یابی‌درونبود‌که‌خطای‌حاصل‌از‌

ا‌قرار‌دادن‌شرایطی‌های‌آزاد‌‌وجود‌دارند‌که‌معرف‌مشتق‌اول‌تابع‌اسپلاین‌در‌نقاط‌گره‌بوده‌و‌ب‌این‌اسپلاین‌پارامتر

 .توان‌به‌شکل‌مطلوب‌‌موردنظر‌رسید‌روی‌این‌پارامترها‌می

تنها‌یک‌کران‌پایین‌خطی‌پژوهش،‌در‌آن‌.‌اند‌کردهبررسی‌ [9] ‌آسیم‌و‌همکاران‌در‌‌را‌مسئلهحالت‌خاصی‌از‌این‌

 .مکنی‌دو‌را‌بررسی‌ۀتا‌درجایم‌هم‌کران‌بالا‌و‌هم‌کران‌پایین‌‌اند‌که‌ما‌در‌این‌نوشته‌سعی‌کرده‌را‌در‌نظر‌گرفته

‌:این‌صورت‌است‌که‌مباحث‌مطرح‌شده‌در‌این‌مقاله‌به

برای‌‌ارمیتپردازیم،‌سپس‌در‌بخش‌سوم‌از‌اسپلاین‌مکعبی‌‌مورد‌بحث‌می‌مسئلهدر‌بخش‌دوم‌و‌در‌ابتدا‌به‌بیان‌

دست‌‌به)واری‌اسپلاین‌هم‌ۀدر‌بخش‌چهارم‌سعی‌بر‌این‌است‌که‌درج.‌کنیم‌مقید‌استفاده‌می‌یاب‌دروندست‌آوردن‌‌به

را‌بالاتر‌ببریم‌و‌با‌استفاده‌از‌شرایط‌پیوستگی‌مشتق‌دوم‌و‌اضافه‌کردن‌این‌قیدهای‌اضافی‌به‌(‌آمده‌در‌بخش‌سوم

از‌‌خمکردن‌انرژی‌‌‌کمینه‌‌در‌بخش‌پنجم‌با‌استفاده‌از‌تکنیک.‌برسیم‌2Cمقید‌ارمیتبه‌یک‌اسپلاین‌مکعبی‌‌مسئله

تری‌نیز‌داشته‌‌که‌علاوه‌بر‌برقرار‌بودن‌شرایط‌قبل‌خطای‌کم‌هستیمدنبال‌جواب‌هموارتری‌‌های‌مختلف‌به‌میان‌جواب

‌.اختصاص‌یافته‌است‌2Cو‌1Cهای‌جواب‌ۀها‌و‌مقایس‌در‌نهایت‌بخش‌ششم‌به‌مثال.‌باشد

‌

 حل ۀو اید مسئلهطرح 

 :صورت‌قابل‌بیان‌است‌دیناصلی‌ب‌مسئلۀ

 کرد؟‌یابی‌درونای‌هموار‌‌اند‌با‌یک‌چندجمله‌محصور‌شده‌خمکه‌بین‌دو‌را‌هایی‌‌توان‌داده‌چگونه‌می. 1 ۀمسئل

 :طور‌معادل‌به‌بیان‌ریاضی‌و‌به‌

های‌برای‌داده‌ 
1

( , )
n

i i i
x y


)1های‌خمو‌ )f x2و‌‌ ( )f xیاب‌درون‌( )g xرا‌چنان‌ارائه‌دهید‌که‌نمودار‌( )g xبین‌‌

)1نمودارهای‌ )f x2و‌‌ ( )f xقرار‌بگیرد‌. 

                                                           
1. Computer-Aided Manufacturing (CAM) 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌53یابی‌مقید‌با‌استفاده‌از‌اسپلاین‌مکعبی‌هرمیت‌درون

‌خمهای‌حافظ‌شکل‌استفاده‌کنیم،‌شرایط‌مقید‌بودن‌بین‌دو‌‌توانیم‌از‌تکنیک‌برای‌پاسخ‌دادن‌به‌این‌سؤال‌می‌‌

توان‌از‌شرایط‌مثبت‌بودن‌‌دسترس‌نیست،‌اما‌برای‌این‌منظور‌می‌خودی‌خود‌در‌صورت‌یک‌تکنیک‌حافظ‌شکل‌به‌به

‌[10]‌کمک‌گرفت ‌چندجمله. ‌مورد ‌‌در ‌اسپلاینیاب‌درونای ‌گزینه‌، ‌بهترین ‌از ‌یکی ‌مکعبی ‌‌های ‌برای ‌یابی‌درونها

) جا‌هدف‌پیدا‌کردن‌تابع‌اسپلاین‌مکعبی‌بنابراین‌در‌این.‌هستند )S x  است‌که 

1 2( ) ( ) ( ),f x S x f x   

)یعنی‌اسپلاین‌مکعبی‌ )S x‌‌ )1خمبین‌دو )f x2و‌ ( )f xگیرد‌‌ ‌)قرار ‌توابع‌‌. ‌این‌است‌که ‌فرض‌بر ‌این‌مقاله در

1( )f x2و‌ ( )f x‌2صورت‌دو‌و‌به‌ۀاز‌درج‌

1 1 1 1( )f x a x b x c  2و‌‌

2 2 2 2( )f x a x b x c  باشد‌‌). 

کنیم‌و‌با‌استفاده‌از‌این‌شرایط‌اسپلاین‌مقید‌مورد‌‌حفظ‌مثبت‌بودن‌بیان‌می‌مسئلهصورت‌دو‌‌مقید‌را‌‌به‌مسئله

 برای‌این‌منظور‌دو‌تابع.‌آوریم‌دست‌می‌نظر‌را‌به

1 1 2 2( ) : ( ) ( ),     ( ) : ( ) ( ),S x S x f x S x f x S x     

‌در‌واقع‌با‌نامنفی‌بودن‌این.‌زمان‌نامنفی‌باقی‌بمانند‌این‌دو‌تابع‌هم‌دنبال‌شرایطی‌هستیم‌که‌کنیم‌و‌به‌را‌معرفی‌می

)دو‌تابع‌به‌همان‌شرایط‌مقید‌بودن‌تابع‌ )S xمرسی‌می‌.‌

 

 1Cارمیتاسپلاین مکعبی 

ای‌‌فرض‌کنیم‌نقاط‌داده 
1

( , )
n

i i i
x y


)1و‌توابع‌ ‌ )f x2و‌‌ ( )f x  که‌طوری‌بهرا‌در‌اختیار‌داریم‌ 

1 2( ) ( ),    1,..., .i i if x y f x i n    

)هموار‌‌یاب‌درونهدف‌پیدا‌کردن‌تابع‌ )S xۀروی‌باز‌‌ 1, nx xاست‌که‌نحوی‌‌به‌. 1 2( ) ( ) ( )f x S x f x ‌ 

‌‌ ‌مکعبی ‌اسپلاین ‌تعریف ‌نمادگذاری‌ارمیتبرای 1های‌از
1,i i

i i i i

i

y y
h x x

h
 




  و‌

i

i

x x
t

h


برای‌‌

1,..., 1i n کنیم‌استفاده‌می‌.‌

‌ۀروی‌باز 1,i ix x ارمیتاسپلاین‌مکعبی‌‌Sکنیم‌صورت‌تعریف‌می‌دینرا‌ب‌:‌

   2 3

1 1( ) 3 2 2 ,i i i i i i i i i i i iS x y m ht m m ht m m ht                     (1)  

‌آن ‌در )که )i im S xبه‌شیب‌‌ ‌که ‌نامعلومی‌هستند ‌می‌ۀوسیل‌های ‌اعمال ‌تابع ‌روی ‌محاسبه‌‌شرایطی‌که کنیم

‌شوند‌می ‌این. ‌واقع ‌هستندimدر ‌شکل ‌کنترل ‌برای ‌پارامترهایی ‌ها ‌لم. ‌این‌‌1در ‌برای ‌کافی ‌و ‌لازم که‌‌شرایط

‌ائه‌شده‌استای‌درجه‌سه‌روی‌یک‌بازه‌هموار‌مثبت‌باقی‌بماند‌ار‌چندجمله

)تابع‌‌[10]‌.1لم )iS xۀروی‌باز‌ ,i ix x 1 ‌مثبت‌است‌اگر‌  1 1,i im m R که‌در‌آن‌‌

13 3
( , ) , ,i i

i i

y y
R x y x y

h h


  

   
  

1  

1دو‌تابع‌ با‌اعمال‌این‌شرایط‌روی 1( ) ( ) ( )S x S x f x 2و‌ 2( ) ( ) ( )S x f x S x روی‌هر‌زیربازه‌به‌شرایطی‌‌

‌imبرای ‌انتخاب‌مرسی‌میها ‌با ‌تابع‌اسپلاین‌مکعبی‌imکه ‌این‌شرایط‌صدق‌کنند، )‌ارمیتهایی‌که‌در )S x‌ 

)‌1خمهمواره‌بین‌دو‌ )f x‌ و( )f x2  :آورده‌شده‌است‌8ۀ‌این‌شرایط‌در‌قضی.‌گیرد‌قرار‌می‌ 
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)‌ارمیتکه‌اسپلاین‌مکعبی‌‌شرط‌کافی‌برای‌این. 2 ۀقضی )S xتابع‌‌ )1بین‌دو )f x2و‌ ( )f x مقید‌باشد‌یعنی‌‌ 

1 2( ) ( ) ( )f x S x f x ‌ ‌است‌که ‌این ‌مقادیر، ‌‌imمجموعه i,...,1برای nصدق‌‌‌ ‌زیر ‌نامعادلات ‌دستگاه در

‌:کنند

 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

3
2 ,

a x b x c y
m a x b

h

  
  

1

 (8‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌  

 2

2 1 2 1 2 2

1 2 1 2

3
2 ,

a x b x c y
m a x b

h

  
  

1

 

   2 2

2 i 2 i 2 i 1 i-1 1 i-1 1 i

i 2 i 2 1 i-1 1 1 i-1

i i-1

3 a x +b x +c - y -3 a x +b x +c - y
m £min{ +2a x +b , - 4a x - 2b - 2a h },

h h

   2 2

1 i 1 i 1 i 2 i-1 2 i-1 2 i

i 1 i 1 2 i-1 2 2 i-1

i i-1

3 a x +b x +c - y -3 a x +b x +c - y
m ³max{ +2a x +b - 4a x - 2b - a h },

h h

 2

2 n-1 2 n-1 2 n

n 2 n-1 2 2 n-1

n-1

-3 a x +b x +c - y
m ³ - 4a x - 2b - a h ,

h
 

 2

1 n-1 1 n-1 2 n

n 1 n-1 1 1 n-1

n-1

-3 a x +b x +c - y
m £ - 4a x - 2b - a h .

h
 

‌بودن‌توابعنشرایط‌منفی‌(‌1)ست‌با‌استفاده‌از‌لم‌ا‌کافی‌.برهان

1 1S (x)= S(x)- f (x) و‌‌ 2 2S (x)= f (x)- S(x)  

 .طور‌جداگانه‌اعمال‌کنیم‌را‌روی‌هر‌زیربازه‌به

موردنظر‌‌ارمیتگاه‌اسپلاین‌مکعبی‌‌اند‌صدق‌کنند،‌آن‌تعریف‌شده (8)‌ۀهایی‌که‌در‌قضی‌نامساوی‌ها‌درimاگر‌‌‌‌‌‌‌‌

‌.مقید‌خواهد‌شد

 2Cارمیتاسپلاین مکعبی 

‌قضی ‌از ‌استفاده ‌بخش‌قبل‌با ‌برای‌مجموع (8)‌ۀدر ‌ۀشرایطی‌را 
n

i i=1
mدست‌آوردیم‌که‌تحت‌این‌شرایط‌‌به

2C را‌تا‌ارمیتدر‌این‌بخش‌قصد‌داریم‌همواری‌تابع‌اسپلاین‌مکعبی‌.‌خواهد‌بود‌1Cحاصل‌‌ارمیتاسپلاین‌مکعبی‌  

)برای‌این‌منظور‌با‌استفاده‌از‌شرط‌پیوستگی‌مشتق‌دوم‌روی‌تابع‌.‌افزایش‌دهیم‌ )S xرا‌برای‌(3)،‌شرایط‌تکمیلی‌

i=1,...,n - ‌:،‌به‌دستگاه‌نامعادلات‌قبلی‌اضافه‌خواهیم‌کرد2

i i+1 i+2 i i+1

i i i+1 i+1 i i+1

1 2 2 1 3 3
m + + m + m = δ + δ ,

h h h h h h

 
 
 

                    (3)  

ریزی‌‌برنامه‌ۀوسیل‌دهند‌که‌به‌ارائه‌می‌imیک‌دسته‌قید‌‌برای‌متغیرهای (8)همراه‌دستگاه‌نامعادلات‌به (3)‌لۀمعاد

های‌‌ها‌محدودتر‌و‌جوابimفضای‌شدنی‌ۀناحی (3)‌لۀهای‌معاد‌در‌واقع‌با‌اضافه‌کردن‌قید.‌هستندخطی‌قابل‌حل‌

‌.دهد‌میافزایش‌‌2Cمقید‌را‌تا‌مرتبه‌ارمیتدست‌آمده‌از‌ناحیه،‌پیوستگی‌اسپلاین‌مکعبی‌‌به

‌

‌
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 خمکردن انرژی  کمینههای مبتنی بر  جواب

2Cو‌1Cهایی‌که‌تاکنون‌در‌دو‌بخش‌قبل‌پیدا‌کردیم‌دارای‌پیوستگی‌جواب دنبال‌اسپلاین‌مکعبی‌‌بودند‌حال‌به‌ 

های‌‌در‌حقیقت‌از‌میان‌جواب.‌تری‌باشد‌،‌دارای‌انحنا‌و‌خمیدگی‌کم2Cمقیدی‌هستیم‌که‌علاوه‌بر‌پیوستگی‌ارمیت

برای‌رسیدن‌به‌این‌.‌های‌قبل‌باشد‌تری‌نسبت‌به‌جواب‌ای‌هستیم‌که‌دارای‌همواری‌بیش‌دنبال‌جواب‌بهینه‌موجود،‌به

‌روش‌ ‌انرژی‌‌کمینههدف‌از ‌می‌خمکردن ‌کنیم‌استفاده .‌ ‌در ‌این‌روش‌قبلاً ‌اسپلاین‌‌برای‌به‌[11]از دست‌آوردن

‌:صورت‌است‌دینب‌خمفرمول‌انرژی‌.‌استفاده‌شده‌است‌یاب‌درون

 

n

1

2
x

5x
2 2

S (x)
E =

1+ S (x)



  

 ,                                                    (4)  

این‌‌ۀجا‌که‌محاسب‌اما‌از‌آن.‌کنیم‌کمینه (3)و‌ (8)مشروط‌بر‌قیود‌را‌ (4)دست‌آوردن‌جواب‌بهینه‌باید‌فرمول‌‌برای‌به

‌بیش ‌در ‌انرژی‌ساده‌فرمول، ‌یک‌فرمول ‌آسانی‌نیست‌از ‌کار ‌موارد، ‌است‌‌تر ‌ناپیوستگی‌مشتق‌دوم ‌مبتنی‌بر ‌که تر

‌:معرفی‌شده‌است‌(5)صورت‌این‌فرمول‌‌به ‌[12]در‌.‌کنیم‌استفاده‌می

 
n-1

2
- +

D k k

k=2

E = S (x )- S (x ) ,                                              (5)  

کار‌‌های‌مشتق‌دوم‌است‌به‌تری‌که‌بر‌اساس‌‌قدرمطلق‌ناپیوستگی‌توان‌عبارت‌ساده‌می (5)جای‌استفاده‌از‌فرمول‌به

‌.برد
n-1

- +

D k k

k=2

E = S (x )- S (x ) .                                                     (6)  

تر‌از‌مقدار‌‌کنیم‌که‌قدرمطلق‌ناپیوستگی‌مشتق‌دوم‌روی‌هر‌بازه‌کم‌ای‌معرفی‌می‌گونه‌را‌بهksمتغیرهای‌کمکی حال

‌:داریممتغیر‌کمکی‌روی‌همان‌بازه‌شود،‌یعنی‌

‌ ( ) ( ) ,k k kS x S x s                                                        (7)  

( ) ( ) ,k k kS x S x s        

DEبنابراین‌فرمول‌ ‌:صورت‌نوشت‌دینتوان‌ب‌را‌می 
n-1

D k

k=2

E = s ,                                                           (2)  

معرفی‌شده‌است،‌را‌مشروط‌بر‌قیود‌ (2)،‌که‌در‌فرمول‌DEدست‌آوردن‌جواب‌بهینه‌ابتدا‌تابع‌هدف‌بهاکنون‌برای‌

‌:کنیم‌می‌کمینهزیر‌

 (6)قیدهای‌قدرمطلق‌در‌معادله‌ 

 (8)قیدهای‌مقید‌بودن‌در‌معادله‌ 

 :صورت‌است‌‌دینآید‌ب‌دست‌می‌به‌مسئلهریزی‌خطی‌مواجه‌هستیم‌و‌جوابی‌که‌از‌این‌‌برنامه‌مسئلهجا‌با‌یک‌‌در‌این

 
t*

0 1 n 1 n-1F = m ,m ,...,m ,s ,...,s  

‌جای ‌تابع‌هدف‌با ‌تابع‌هدف‌در‌نقطه‌بهینه‌به (2)در‌فرمول‌‌DEگذاری‌این‌جواب‌در ‌آید‌دست‌می‌مقدار اگر‌این‌.

کردن‌انرژی‌داشته‌‌کمینه‌مسئلهبرای‌‌2Cتوان‌امیدوار‌بود‌که‌جوابی‌با‌پیوستگی‌گاه‌می‌آن‌مقدار‌بسیار‌کوچک‌باشد

ریزی‌غیرخطی‌را‌مشروط‌بر‌قیود‌زیر‌را‌حل‌‌برنامه‌مسئلهیک‌ (4)باشیم‌و‌در‌این‌حالت‌با‌انتخاب‌تابع‌هدف‌فرمول‌

‌:کنیم‌می
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 (خوارزمینشریه‌علوم‌دانشگاه‌)

 (8)‌ۀقیدهای‌مقید‌بودن‌در‌معادل 

 (3)‌ۀقیدهای‌پیوستگی‌مشتق‌دوم‌در‌معادل 

‌ ‌این ‌جواب‌برنامه‌مسئلهبرای‌حل ‌از ‌برنامه‌F*ریزی‌غیرخطی ‌حل ‌از ‌به‌که ‌قبل ‌مرحله دست‌آمد‌‌ریزی‌خطی‌در

‌.کنیم‌عنوان‌حدس‌اولیه‌استفاده‌می‌به

 گیری ها و نتیجه مثال

خطای‌هر‌مثال‌ابتدا‌‌ۀلازم‌به‌ذکر‌است‌برای‌محاسب.‌اند‌اجرا‌شده ‌1متلبافزار‌‌های‌این‌بخش‌با‌استفاده‌از‌نرم‌مثال

سازی‌مطلوب‌و‌‌از‌نظر‌قدرمطلق‌روی‌هر‌زیربازه‌با‌استفاده‌از‌گسسته‌یاب‌درونترین‌‌اختلاف‌تابع‌اصلی‌و‌تابع‌‌بیش

عنوان‌‌ها‌را‌به‌دست‌آمده‌از‌میان‌مقادیر‌خطای‌زیربازه‌ترین‌مقدار‌به‌نرم‌بینهایت‌برداری‌محاسبه‌شده‌‌و‌سپس‌بیش

nبرای‌گزارش‌خطا‌تعداد‌نقاط‌هر‌زیربازه‌را‌.‌شده‌است‌‌خطای‌روش‌درنظر‌گرفته 100ایم‌اختیار‌کرده‌‌.‌

 داده های مربوط به مثال اول .1جدول 

6‌5‌4‌3‌2‌1‌0‌
ix‌

0.1133-‌0.7757-‌-1.0528 -1.0625 0.8884-‌0.5459-‌0‌
if‌

‌12‌11‌10‌9‌8‌7‌
ix‌

‌1.4597 2.4908 3.1516 3.0402 2.1658 0.9504 
if‌

‌نواخت‌تابع‌‌ها‌از‌طریق‌افراز‌یک‌این‌داده.‌را‌در‌اختیار‌داریم‌1های‌موجود‌در‌جدول‌‌فرض‌کنیم‌داده‌.3.1مثال 
2-(x-4) -2(x-4)

10 10

(3-x)

xe 3xe

10
f(x)= -

e 10
 

‌ۀروی‌باز 0,12یاب‌درونکنیم‌که‌‌یابی‌درونرا‌طوری‌‌1های‌جدول‌‌در‌این‌مثال‌قصد‌داریم‌داده.‌اند‌دست‌آمده‌به‌‌

2حاصل‌‌به‌تابع‌

1f (x)=0 / 1x -1 / 08x2عنوان‌کران‌پایین‌و‌تابع‌به‌

2f (x)= -0 / 12x -1 / 56x‌ عنوان‌به

‌آمده‌است‌1برای‌این‌مثال‌در‌شکل‌‌1Cجواب.‌کران‌بالا‌محدود‌باشد دست‌آمده‌‌برابر‌‌خطایی‌که‌از‌این‌روش‌به.

/0 ‌است‌1733 ‌‌2Cچنین‌جواب‌هم. مشاهده‌‌8توان‌در‌شکل‌‌آید‌می‌دست‌می‌کردن‌انرژی‌بهکمینه‌که‌از‌روش‌را

0/دست‌آمده‌از‌این‌روش‌نیز‌برابر‌با‌‌خطای‌به.‌دکر آید‌این‌‌چه‌که‌از‌مقایسه‌خطای‌این‌دو‌روش‌برمی‌آن.‌است‌0120

روش‌دیگر‌دارد‌بنابراین‌‌تری‌نیز‌نسبت‌به‌کردن‌انرژی‌ضمن‌افزایش‌درجه‌همواری،‌خطای‌کم‌کمینهاست‌که‌روش‌

‌مقید‌باشد‌ارمیتدست‌آوردن‌اسپلاین‌مکعبی‌‌تری‌برای‌به‌تواند‌انتخاب‌مناسب‌می لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌در‌هر‌دو‌.

ای‌با‌‌و‌نقاط‌داده‌--با‌خط‌ممتد،‌توابع‌کران‌پایین‌و‌بالا‌با‌خط‌چین‌‌یاب‌درون،‌تابع‌...‌شکل‌تابع‌اصلی‌با‌نقاط‌متوالی

‌.نقاط‌مشکی‌نمایان‌هستند

‌داده‌های‌به‌جواب‌ۀبرای‌مقایس ‌از‌نرم‌دست‌آمده ‌استفاده ‌با ‌را ‌تنظیم‌پیش‌فرض‌ها ‌با اسپلاین‌حل‌‌افزار‌متلب‌و

 .دهد‌ها‌ارائه‌می‌تفکیک‌روش‌و‌زیربازه‌خطاها‌را‌به‌8ایم،‌جدول‌‌کرده

‌البته‌طبق‌این‌جدول.‌تری‌است‌روش‌اسپلاین‌معمولی‌دارای‌خطای‌کم‌نسبت‌به‌2Cشود‌که‌روش‌مشاهده‌می

های‌متنوع‌مشاهده‌‌بر‌اساس‌مشاهدات‌تجربی‌روی‌داده‌حال‌کند،‌با‌این‌رقابت‌می‌1Cروش‌اسپلاین‌معمولی‌با‌روش

های‌پیشنهادی‌ارجعیت‌‌تر‌باشند،‌روش‌ها‌نزدیک‌هایی‌که‌کران‌بالا‌و‌پایین‌انتخاب‌شده‌به‌داده‌برای‌مثالشود‌که‌‌می

‌.نسبت‌به‌اسپلاین‌متلب‌دارند‌گیری‌چشم

                                                           
1. MATLAB MathWorks 
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Cمقید  ارمیتاسپلاین مکعبی  .1شکل 
 برای مثال اول  1

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

2 دیمق ارمیت یمکعب نیاسپلا .2 شکل
 C اول مثال یبرا 

 مقایسه خطاهای مربوط به مثال اول .2جدول 

روش‌‌روش‌اسپلاین‌متلب
2Cروش‌‌

1C‌1[ , ]i ix x ‌

0.1112 0.0120 0.1584 [0,1] 

0.0299 0.0033 0.0425 [1,2] 

0.0078 0.0007 0.0112 [2,3] 

0.0024 0.0005 0.0033 [3,4] 

0.0005 0.0001 0.0008 [4,5] 

0.0003‌0.0005‌0.0003‌[5,6] 

0.0014‌0.0012‌0.0014‌[6,7] 

0.0003‌0.0007‌0.0002‌[7,8] 

0.0030‌0.0010‌0.0027‌[8,9] 

0.0153‌0.0018‌0.0142‌[9,10] 

0.0497‌0.0010‌0.0456‌[10,11] 

0.1884‌0.0009‌0.1733‌[11,12] 
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=sin(x)f(x)،‌که‌مربوط‌به‌تابع3های‌جدول‌‌در‌این‌مثال‌قصد‌داریم‌داده‌.2مثال  -0 / 5xe[3.5 ,3.5-]روی‌بازه‌‌‌

2بین‌تابع‌‌یاب‌درون‌کنیم‌که‌یابی‌دروناست،‌را‌طوری‌

1f (x)= -0 / 3x -0 / 7x -0 / عنوان‌کران‌پایین‌و‌‌به‌‌4

2تابع‌

2f (x)=0 / 2x -0 / 9x+0 / ‌عنوان‌کران‌بالا‌قرار‌گیرد‌به‌1 تفاوت‌مشهود‌این‌مثال‌با‌مثال‌قبل‌در‌این‌.

‌پایین‌به‌داده‌است‌که‌کران ‌های‌جدول‌نزدیک‌هستند‌های‌بالا‌و ‌‌1Cجواب. دست‌آمده‌در‌‌که‌برای‌این‌مثال‌بهرا

0/خطای‌حاصل‌از‌این‌روش‌برابر‌با‌.‌وان‌مشاهده‌کردت‌می‌3شکل‌ در‌شکل‌.‌رسد‌است‌که‌کمی‌زیاد‌به‌نظر‌می‌1662

‌‌2Cتوان‌جواب‌می‌4 ‌مشاهده ‌را ‌این‌جواب‌دارای‌خطایکراین‌مثال 0/د، طور‌به‌1Cروش‌نسبت‌به‌است‌0532

با‌خط‌‌یاب‌درون،‌تابع‌...لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌در‌هر‌دو‌شکل‌تابع‌اصلی‌با‌نقاط‌متوالی‌.‌کاهش‌یافته‌است‌گیری‌چشم

‌.ای‌با‌نقاط‌مشکی‌نمایان‌هستند‌و‌نقاط‌داده‌--ممتد،‌توابع‌کران‌پایین‌و‌بالا‌با‌خط‌چین‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

C دیمق ارمیت یمکعب نیاسپلا. 5 شکل
‌دوم مثال یبرا 1

 های مربوط به مثال دوم داده .5جدول 

3.5 3 2 1 0 1 --2 -3 3.5 -
ix‌

-1.2322 -1.7273 -2.4826 -1.1599 0 0.2155 0.4028 1.3026 2.4853 
if‌

‌.آمده‌است‌4فرض‌متلب‌در‌جدول‌‌های‌پیشنهادی‌با‌روش‌اسپلاین‌پیش‌خطای‌روش‌ۀمقایس

‌:تجربی‌ذیل‌قابل‌بیان‌هستند‌ۀدو‌نتیج

 دارد‌ثیر‌فراوانیأت‌یاب‌درونسازی‌انرژی‌در‌بهبود‌خطای‌اسپلاین‌مقید‌‌کمینهاستفاده‌از‌روش‌. 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌05یابی‌مقید‌با‌استفاده‌از‌اسپلاین‌مکعبی‌هرمیت‌درون

 های‌مقید‌ارائه‌‌داده‌یابی‌درونسازی‌انرژی‌ابزاری‌مفید‌برای‌‌کمینهروش‌اسپلاین‌مقید‌‌با‌بهره‌بردن‌از‌تکنیک‌

‌.تری‌دارد‌خطاهای‌کم(‌پیش‌فرض‌متلب)دهد‌که‌نسبت‌به‌اسپلاین‌معمولی‌‌می

 خطاهای مربوط به مثال دوم ۀمقایس .0جدول 

روش‌‌روش‌اسپلاین‌متلب
2Cروش‌‌

1C‌1[ , ]i ix x ‌

0.0676 0.0413‌0.1241 [-3.5, -3]‌

0.0501 0.0228 0.0782 [-3,-2] 

0.0086 0.0131 0.0277 [-2,-1] 

0.0190 0.0247 0.0297 [-1,0] 

0.0445 0.0507 0.0575 [0,1] 

0.0354 0.0532 0.0751 [1,2] 

0.0332 0.0386 0.1222 [2,3] 

0.0651 0.0405 0.1662 [3,3.5] 

‌‌ 
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