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Introduction 

This paper presents a reliable numerical technique based on Lucas 

polynomials for a family of fractional differential equations and multi order 

fractional differential equations by means of the least square method. The 

fractional derivative is in the Caputo sense. A relevant feature of this approach 

is the analyzing of the suggested technique by Gauss quadrature method and 

using the theory of Lagrange multipliers to solve a constrained optimization 

problem.  An upper error bound, the convergence, and error analysis of the 

scheme are investigated and the CPU time used, the values of maximum errors, 

the numerical convergence analysis based on the proposed technique for 

different values of parameters are discussed. Furthermore the results of present 

technique are compared with the, operational matrix of hybrid basis functions, 

the Jacobi orthogonal functions and pseudo-spectral scheme. In order to 

introduce the numerical behavior of the proposed technique in case of non-

smooth solutions, this issue is discussed. In this case, the obtained results imply 

an elegant superiority of our proposed technique. The numerical examples 

illustrate the accuracy and performance of the technique. Finally extending the 

proposed technique to high dimensions and system of fractional differential 

equations can be examined as a further works. 

Material and methods 

In this study, the least square method, the Gauss quadrature method and the 

theory of Lagrange multipliers are used to solve a constrained optimization 

problem. 
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Results and discussion 

Several numerical examples are examined using the proposed technique. The 

numerical examples illustrate the accuracy and performance of the technique. 

Also, the numerical results reported in the tables indicate that the accuracy 

improve by increasing the degree of the Lucas polynomials.  

Conclusion 

In this paper, Lucas polynomials have been successfully applied to compute the 

approximate solution of the fractional differential equations and multi order 

fractional differential equations. The results show that: 

• The proposed technique provides the solutions in terms of convergent series 

with easily computable components in a direct way, without using linearization, 

perturbation or restrictive assumption. 

• The proposed technique is very straightforward and the solution procedure can 

be done easily. 

• The numerical behavior of the proposed technique in case of non-smooth 

solutions, demonstrated that the obtained results imply an elegant superiority of 

our proposed technique. 

How to cite: Sayevand, Kh., Rostami, M.; (2022). Numerical solution of multi order fractional differential equations 

using Lucas polynomials. Mathematical Researches, 8 (1), 184-204 
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 های کلیدی: واژه

  ،کسری انتگرال و مشتق

 و کسری دیفرانسیل معادله

 ،کسری ایچندمرتبه

 ،لوکاس ایچندجمله

 ،گاوس گیریانتگرال 

  .خطا تحلیل

 

 

 کسری ایچندمرتبه و کسری دیفرانسیل ۀمعادل حل برای جدید روش یک مقاله این در

 ندچ کمک به ابتدا روش این در. باشدمی کاپوتو نوع از کسری مشتق. گیردمی قرار مطالعه مورد

 کمک به. گیریممی نظر در معادله جواب برای تقریب یک پایه، عنوان به لوکاس هایایجمله

 کمترین هلأمس حل برای. کنیممی تبدیل مربعات کمترین لهأمس یک به را معادله این تقریب، این

 لاگرانژ ضرائب ۀقضی از استفاده با سپس. کنیممی استفاده گاوس گیری انتگرال روش از مربعات

 ۀمعادل برای تقریبی جواب ،لهأمس این حل با. کنیممی حل را مقید سازیبهینه لهأمس یک

 و گیردمی قرار بررسی مورد روش این خطای آنالیز و همگرایی. شودمی حاصل دیفرانسیل

 .است کارا و ثرؤم روش، این که دهدمی نشان عددی هایمثال

 .180-240(، 1) 8، های ریاضیپژوهش. کسری دیفرانسیل معادلات رفتار بررسی در کارا روشی .(1041) ؛محمدرضا رستمی، خسرو؛ سایوند،: استناد

               

     نویسندگان. ©                                                                                                                                      خوارزمیناشر: دانشگاه 
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 مقدمه .1

ای رتبهم-چندمدل سازی بسیاری از مسائل طبیعی منجر به یک معادله دیفرانسیل خواهد شد که معادله دیفرانسیل 

با گسترش مطالعه در زمینه معادلات دیفرانسیل کسری، د. باشمیایجاد شده مهم ترین معادلات دیفرانسیل ی از یک

 جا که تا کنون انواع مختلفی از مشتقاتمطالعه قرار گرفته است. از آنمرتبه ای کسری نیز مورد -معادله دیفرانسیل چند

توان این معادله را با انواع مختلف تعریف مشتق کسری در نظر گرفت و مورد مطالعه قرار کسری تعریف شده است می

 در مکانیکعنوان مثال  به د.دارفراوان های فنی و مهندسی کاربرد عادلات دیفرانسیل کسری در سایر علوم و شاخهد. مدا

 .توان نام بردمی ]5[و ساختار سالیتون  ]4[ شناسی و پزشکی، زیست]3[ال ، پردازش سیگن]2[کنترل بهینه ،]1[سیالات

 .شوندانتگرال و مشتق کسری در واقع انتگرال و مشتق از مرتبه دلخواه تعریف می

کنیمفرض می :1تعریف  baCf , 0و  ،در این صورت انتگرال کسری ریمان مقداری حقیقی و دلخواه باشد

 :شودزیر تعریف می صورتبه   لیوویل از مرتبه 

 

 

 تعریف کرد. پس 1xو  fضرب پیچشیرا به صورت  fتوان انتگرال کسری باشد، می 0aدر صورتی که 

     

 

 

کنیمفرض می :2تعریف baCf n ,    وnn  1   ،مشتقدر این صورت مقداری حقیقی و دلخواه باشد 

 :شودزیر تعریف می صورتبه   از مرتبهکاپوتو کسری 

     

 کسری معادلات دیفرانسیلمراجعه نمود.  ]7,6[توان به مراجع برای مطالعه بیشتر در زمینه حسابان از مرتبه کسری می

 .دباشمیکاپوتو از نوع مشتق کسری ، دارای این مقالهمورد مطالعه در 

 :گیریمای کسری را در حالت کلی به صورت زیر در نظر میمرتبه-معادله دیفرانسیل چند
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 ط اولیهایبا شر   i

i yy 0 1,0,,1 به ازای  ni  که در آن Nn  وnn  1 و  k21 

kjو برای هر  ,,2,1   وجود داردNn j   به طوری کهjjj nn  1.       

 لذا بررسی و شودمی با مشتقات کسری منجریک معادله دیفرانسیل حل  ها بهر رشتهحل بسیاری از مسائل در سای

های با روش بسیاری از این معادلات آن جا کهباشد. از حائز اهمیت میدیفرانسیل  معادلاتاین دسته از های حل روش

 ]8[ ۀمقال گیرد. درمطالعه قرار میتوجه و عددی و تقریبی این معادلات مورد  ، حلشوندنمی حلستقیم و تحلیلی م

 اییو در آن همگر ه استمرتبه ای کسری مورد مطالعه قرار گرفت-روش عددی ریتز برای حل معادله دیفرانسیل چند
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کسری  مرتبه ای-ندوجود جواب، یکتایی جواب برای حل معادله دیفرانسیل چ  ست.نیز بررسی شده اآن و خطای  روش

مورد بررسی قرار گرفته است و روش بازسازی شده تکرار تغییراتی برای حل معادله استفاده شده است.  ]9[ ۀدر مقال

توان به باشند. از آن جمله میها میروش های دیگر برای حل این معادله به کار رفته است که مبتنی بر چندجمله ای

ی های عملیاتها از ماتریسه اشاره کرد. در برخی از این روشیشف و چبیشف انتقال یافتای های چبجملهاستفاده از چند

مراجعه کرد.  ]11,11[توان به مقالات برای مطالعه بیشتر می ،استفاده شده است تقریبی جواببه دست آوردن برای 

همچنین روش . ]15-12[شده است برای حل این معادله استفاده نیز چندجمله ای های لژاندر، برنشتاین و بوباکر 

ان توکه برای مطالعه آن می به کار رفته استای های چبیشف برای حل این معادله مکانی طیفی با پایه چندجملههم

-کای بلاای لژاندر و چندجملهجملهروش عددی که از ترکیب توابع چند ]17[در مقاله  را مشاهده کرد. ]16[ مقاله

ای کسری خطی و غیرخطی به کار رفته است که در آن مرتبه-رای حل معادله دیفرانسیل چندپالس ایجاد شده است ب

که یک روش عددی  استمطالعه شده است. موجک ها نیز برای حل این معادله استفاده شده  آنو خطای  روش همگرایی

 ]21[شاهده کرد. در مقاله را م ]21-18[توان مقالات د برای مطالعه میباشب برای تقریب جواب معادله میمناس

 یلدیفرانس ۀها معادلاند و به کمک آنهای لوکاس محاسبه نمودهایهای عملیاتی را برای چند جملهنویسندگان، ماتریس

های دیگر معادلات عملیاتی برای دسته یهاهای عددی بر پایه ماتریساند. روشای کسری را حل نمودهمرتبه-چند

های بعدی کسری با استفاده از ماتریس دومعادله تلگراف  ]22[ کار رفته است. از آن جمله در دیفرانسیل کسری نیز به

  حل و بررسی شده است.های لژاندر انتقال یافته ایجملهعملیاتی بر پایه چند

ر به کاای کسری خطی و غیرخطی مرتبه-چند کسری و دیفرانسیل ۀما روش عددی جدید برای حل معادل ،در این مقاله

گیریم و پس از ای های لوکاس تقریبی برای جواب معادله در نظر میبریم. در این روش ابتدا به کمک چندجملهمی

کنیم. انتگرال به دست آمده استفاده می ۀگیری گاوس برای محاسبله کمترین مربعات، از انتگرالأتبدیل معادله به یک مس

دیل تبسازی مقید له بهینهأبه یک مسمعادله دیفرانسیل را و مرزی داده شده در ادامه با در نظر گرفتن شرایط اولیه 

 آید. که با اعمال روش ضرائب لاگرانژ تقریب مورد نظر به دست می کنیم،می

واص آن و ای های لوکاس و برخی خچندجمله ،مقالهباشد. در بخش دوم می به شرح ذیلبخش چند این مقاله شامل 

ازی سپیادهدیفرانسیل معادله حل آن را برای روش عددی را بیان و  مقاله، کنیم. در بخش سومان میتقریب توابع را بی

 و در نهایت در بخش پنجمشود ایی و تجزیه و تحلیل خطا مطرح میهای همگرقضیهمقاله،  کنیم. در بخش چهارممی

بریم. با مقایسه نتایج به دست به کار میها آنکنیم و روش بیان شده را برای حل مقاله، چند مثال و معادله مطرح می

های ارائه شده در سایر با سایر روش ای کسریمرتبه-چنداز به کار گیری این روش برای حل معادله دیفرانسیل  آمده

 باشد.ثر و کارا میؤکه این روش برای حل این معادله م شودمشخص می ،مقالات

 وابعمعرفی چندجمله ای لوکاس و تقریب ت .2

  .کنیممی ها را بیانبرخی از خواص آنهای لوکاس و ایجملهدر این بخش چند

  را باRb  و Ra با پارامتر های n ۀهای اصلاح شده لوکاس از درجایجملهچند :3تعریف
ba

n

,   نشان

 ]21 [شوندیبازگشتی زیر تعریف م ۀصورت رابط بهدهیم و می
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که در آن  xaxba ,

1  و  2,

0 xba. 

1به ازای  ba ای شباهت این چندجمله. ]23[است  شدهتوسط بیکنل معرفی  1971ای لوکاس در سال چندجمله

1به ازای  (4)اگر در  فقط جملات شروع آن متفاوت است. ای فیبوناتچی دارد وبسیار زیادی با چندجمله ba مقدار 

x   اگر آیند. اعداد لوکاس به دست میگاه در نظر بگیریم آن 1را برابرn  اصلاح شده  ایعددی فرد باشد چندجمله

زیر  ۀبه کمک رابط زوج است. ۀاز درج لوکاس ۀاصلاح شدای عددی زوج  باشد چندجمله n فرد و اگر ۀدرجاز لوکاس 

 لوکاس را به طور مستقیم به دست آورد.  ۀهای اصلاح شدایتوان چندجملهمی

         

 

 

 دهد. های لوکاس را نتیجه میایزیر نیز چندجمله ۀهمچنین رابط

 

 

 

 و 2a لوکاس با در نظر گرفتن پارامترهایاصلاح شده های ایجملهتوان بررسی کرد که در چندبه سادگی می

1b ،های ایپس چندجمله .باشندچبیشف نوع اول میهای ایبه دست آمده دو برابر چندجملههای ایجملهچند

های مختلفی برای هر کدام از توان ویژگیباشد که میای میت تعمیم یافته چند نوع چندجملهاصلاح شده لوکاس حال

های اصلاح شده لوکاس ایهای چبیشف نوع اول که حالت خاصی از چندجملهایها بیان کرد. به عنوان مثال چندجملهآن

 هایایعدادی از چندجملهت د.ندیفرانسیل دارهای متعددی است و کاربرد فراوانی در حل معادلات باشد دارای ویژگیمی

 .نشان داده شده است 1 لوکاس در جدولاصلاح شده 

 : تعدادی از چندجمله ای های لوکاس1جدول

 

 

 

 

fابعت کنیم. فرض میشودمیبرای تقریب توابع استفاده  ای پایه،به عنوان توابع چندجملههای لوکاس ایاز چندجمله

 روی 1,02L تابعبسط در این صورت  ،تعریف شده باشد f شودای لوکاس به شکل زیر بیان میبر حسب چندجمله 
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که در آن  M

T cccC ,,, 10    و        Tba

M

baba .,,.,.. ,,

1

,

0  . 

 

 ای کسریمرتبه-ۀ دیفرانسیل چندحل معادل .3

گیریم. این معادله ممکن است دارای شرایط اولیه یا مرزی باشد را در نظر می (3) ای کسریمرتبه-دیفرانسیل چند ۀمعادل

(  My) ۀی برای جواب معادلتقریب (6) ۀرابطبا توجه به باشد. این روش قابل اجرا می له،أبا شرایط داده شده برای مسکه 

 گیریمنظر میدر  زیر به صورت

  

 

 کنیمرا به صورت زیر تعریف میG اکنون تابع
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 کنیمگذاری میجای بالاله أرا در مس (7) اکنون تقریب

 

واضح است 
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2,1,0,,1شرایط اولیه داده شده به ازای   ni  با توجه به تقریب در نظر گرفته شده به صورت زیر در نظر را

 گیریممی
  

 

   12.000  iMi

i yyyy
i

 

 

.  که در آن گیریمرا به صورت زیر در نظر می بعدی  nبردار سطری
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 گیریمله جدید زیر در نظر میأاکنون مس
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*  T
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که در آن  n

T  ,,, 21  ان وتسازی با شرایط فوق میله بهینهأباشد. با در نظر گرفتن مسبردار ضرائب لاگرانژ می

 .شرط لازم بهینگی برای تعیین جواب را بررسی و به صورت زیر بیان کرد

 

 

 

 که یک دستگاه معادلات جبری با 1 nM معادله و 1 nM باشد. با حل دستگاه فوق با روش مجهول می

یبی، وردن جواب تقردست آاگر برای به شود. ل میمعادله حاصبرای تکراری نیوتن و تعیین مقادیر مجهول، جواب تقریبی 

 باگاه جواب تقریبی را استفاده کنیم، آن اینقطه L لوکاس و انتگرال گیری گاوس ۀاصلاح شدای چندجملهM  از

  xy L

M دهیمنشان می. 

 

 آنالیز همگرایی .0

 بیان و زمینه همگرایی و کران بالای خطاکنیم و چند قضیه در خش همگرایی روش بیان شده را بررسی میدر این ب

  .کنیماثبات می

روی  0 نرم سوبولوف را به ازای مقادیر صحیح 1,0 کنیمتعریف می، به صورت زیر 
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که در آن  ]26[کنیم را به صورت زیر تعریف می iy  مشتق مرتبهi  از تابعy  .می باشد

 

 

 

 . کندبیان می (5)زیر کران بالایی برای ضرائب تقریب  ۀقضی

داشته با شیم  0iتعریف شده باشد و برای  [1،  0] روی fکنیمفرض می : 1 ۀقضی    iif 0 که ضریبی

NMمثبت است و  در این صورت اگر ،f گاه داریم بسط داده شود، آن (5)به صورت 

 

 

 و

 

 

baSکه در آن  211 . 

 .]21[اثبات در برهان. 

 

شود دارای یک کران بسط داده می( 5) ۀضرائب موجود در بسط یک تابع که به صورت رابط کند کهن میافوق بی ۀقضی

مقدار کاهش  Mشوند. همچنین خطای مطلق تقریب با افزایشتر میاین ضرائب کوچک kباشد که با افزایشبالا می

     باشد. کوچک شدن خطا با افزایش تعداد جملات تقریب می ۀکنندبیان  ،در واقعیابد. می

تعریف شده و  [1،  0]روی  fکنیمفرض می : 2 ۀقضی fEN
خطای حاصل از به کارگیری روش انتگرال گیری گاوس  

 باشد، در این صورت اگر  [1،  0]روی  fنقطه برای Nبا  1,0Cf گاهباشد، آن 

 

 

 .]27[اثبات در برهان. 

 

 بریم با افزایش تعداد نقاطبه کار میروش انتگرال گیری گاوس که ما در حل معادله خطای  کند کهبیان می فوق ۀقضی

   .  رودو ضریب اطمینان روش بالا می یابدهش می( کاNانتگرال گیری )

 کنیمفرض می : 3 ۀقضی 1,0Wy  0به طوری که وMy بهترین تقریب برایy باشد، در این صورت  
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و برای  s1  

 

 

  وابسته است. به  cکه 

 

 .]28,26[اثبات در برهان. 

 

ای های لوکاس نیز دارای کران بالا از آن جا که بهترین تقریب منحصر به فرد است پس تقریب با چند جمله:  1 ۀنتیج

 باشدبه صورت زیر می

 

 

و برای  s1  

 

 

های لوکاس را به دست ایجملهو تقریب آن به کمک چند y های کسری تابعکران بالا برای تفاضل مشتقزیر  ۀدر قضی

 م.آوریمی

 کنیمفرض می :0 ۀقضی 1,0Wy 0به طوری 1و sM  وsnn   1 در این صورت  

 

 

 

که در آن  s1. 

 توان نوشتمی با توجه به خواص مشتق و انتگرال کسری برهان.   xfDIxfD n
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 لذا مطابق با  عددی صحیح است. 1nو دو تابع ب پیچشی که در آن * نماد ضر

 توان نوشتمی

 

 

 

 

 

 

snو این که  (16) ۀدر رابط نرم سوبولوفبا توجه به تعریف   1 است، داریم 

 

 

 توان نوشتمی 1 ۀلذا با توجه به نتیج

 

 

 

 

  .شودحاصل می (25) ۀفوق رابط گیری از طرفین نامساویدر نهایت با جذر

 

 کنیمفرض می :5 ۀقضی 1,0Wy 0به طوری 1و sM  و تابعG  لیپشیتز با ضریب (  8)در

باشد، در این صورت کران بالای خطای روش ارائه شده 
ME باشد.به صورت زیر می 

 

 

 

که در آن  s1. 

ابتدا  برهان.
ME دهیمرا به صورت زیر قرار می 
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 ریم دا 4و قضیه  1اکنون با توجه به نتیجه 

 در نتیجه 

 

 

 و اثبات قضیه تمام است. 
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 برای تقریب های متفاوتیروش (34) ۀدر صورتی که جواب دقیق معادله مشخص نباشد، برای تحلیل خطا در رابط تذکر:

توان از آن جمله میهای عددی مربوط به خواص تابع میتاگ لفلر و بهره جویی از خواص آن وجود دارد. نظیر ایده مشتق

   نمود. ملاحظهرا  ]31,29[ هایقالهم
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 مثال های عددی . 5

 در اینو روش بیان شده  گیریمدر نظر میای کسری را مرتبه-چند کسری و دیفرانسیل ۀدر این بخش چند معادل

معادله  ها و جواب دقیقسایر روشعددی بریم. نتایج عددی به دست آمده را با نتایج ها به کار میآنرا برای حل مقاله 

 ثر و کارا برای حل معادلهؤم یکه این روش، روش باشدمشخص میکنیم. با توجه به نتایج به دست آمده مقایسه می

 .باشدمی ای کسریمرتبه-دیفرانسیل چند

 .گیریمخطی زیر را با شرایط اولیه در نظر میای کسری غیرهمرتب-معادله دیفرانسیل چند: 1مثال 
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 که در آن 
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  جواب دقیق این معادله 
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3x
xy بریم. برای این . روش ارائه شده در این مقاله را برای حل معادله به کار میاست

14321 کنیم منظور فرض می  aaaa 25.1,2.2و 1    75.02و   ،ین در اباشند

 گیریمصورت تقریب زیر را برای جواب معادله در نظر می
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1 های لوکاس را به ازایایاکنون چندجمله ba گیری گاوس را با روش انتگرال (36) گیریم و انتگرالدر نظر می

به یک  (37)های قید با( 36)مساله کمینه  4Mبا در نظر گرفتن  آوریم. در نهایتدست میبه  10L به ازای 

رائب زیر ضمساله و اعمال شرط لازم بهینگی ب لاگرانژ ضرائ ۀبه قضی. با توجه شودسازی مقید تبدیل میمساله بهینه

 .تانجام شده اس   Mapleمحاسبات با بسته نرم افزاری همۀ. شودحاصل می
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ایسه دیگر مقالات مق در روش هاسایر نمایش داده شده است و با خطای مطلق  4M خطای مطلق به ازای 2 در جدول

  ای اصلاح شده لوکاس به عنوان پایه،چندجملههمچنین واضح است که در این روش با انتخاب تعداد کمی   ت.شده اس

 .است بسیار نزدیکبه جواب دقیق معادله آید که میتقریب مناسب و خوبی به دست 

  1ال و مقایسه با سایر روش ها در مث4Mخطای مطلق به ازای: 2لجدو
 x روش این مقاله [17]روش مقاله  [20]روش مقاله 

61079.4  610291.3  211018.5  1.0 
61011.8  610614.6  211070.9  2.0 
510189.1  610672.9  201052.4  3.0 
510835.1  510241.1  191001.1  4.0 
510357.2  510481.1  191086.1  5.0 
510608.2  510688.1  191089.2  6.0 
510442.2  510865.1  191010.4  7.0 
510689.2  510014.2  191050.4  8.0 
510577.3  510136.2  191030.6  9.0 

 رسم شده است.  4M جواب دقیق و جواب تقریبی معادله به ازای 1 در شکل

 

 1در مثال  4M: جواب دقیق و جواب تقریبی به ازای 1شکل                                    

 .گیریممرتبه ای کسری زیر را با شرایط اولیه در نظر می-معادله دیفرانسیل چند: 2مثال 
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 قیق این معادلهتوان بررسی کرد که جواب دبه سادگی می 
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با قرار دادن تقریب  35 رسیم.زیر میبهینه سازی مقید در معادله به مساله 
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1 های لوکاس را به ازایایچندجمله ba ل در نظر می گیریم و انتگرا 38 گیری گاوس به با روش انتگرال را

 .یندآبه دست می 3Mکنیم و نتایج زیر به ازای محاسبه می 10Lازای 
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گیری را با روش انتگرال (38)ل گیریم و انتگرادر نظر می2bو  3aچندجمله ای های لوکاس را به ازایهمچنین 

 .یندآبه دست می 3Mکنیم و نتایج زیر به ازای محاسبه می 10Lگاوس به ازای 

.10890734.4,10345665.3
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های لوکاس نمایش داده شده ایت در نظر گرفته شده برای چندجملهو دو حال 3Mخطای مطلق به ازای 3 در جدول

روش با انتخاب همچنین واضح است که در این  .مقایسه شده است ]17[ ۀ  قالائه شده در ماست و با خطای مطلق روش ار

 .همگرا است ۀتوان تقریب مناسب و خوبی به دست آورد و به جواب دقیق معادلتعداد کمی جمله می

 2و مقایسه با سایر روش ها در مثال 3M: خطای مطلق به ازای3جدول
 روش این مقاله به ازای  ]17[روش مقاله 

3a  2وb 

 روش این مقاله 

1به ازای  ba 

x 

61013767.8  0 0 1.0 
61020893.8  0 0 2.0 
61020212.8  0 0 3.0 
61011286.8  0 0 4.0 
61094738.7  0 0 5.0 
61071643.7  0 19101  6.0 
61043254.7  0 19101  7.0 
61010847.7  19101  0 8.0 
61075633.6  19101  0 9.0 

 .رسم شده است 3M ه ازایجواب دقیق و جواب تقریبی معادله ب 2ل در شک
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 2در مثال  3M: جواب دقیق و جواب تقریبی به ازای 2شکل                                     

 .گیریممرتبه ای کسری زیر را با شرایط اولیه در نظر می-معادله دیفرانسیل چند: 3مثال 
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 توان بررسی کرد که جواب دقیق این معادلهبه سادگی می  2xxy باشد. با قرار دادن تقریب می 35 در معادله به

 رسیم.زیر میبهینه سازی مقید مساله 
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

M

M

y

y
 

 گیری گاوس به ازاییم و با به کار بردن روش انتگرالگیرهای لوکاس در نظر میایر ادامه سه حالت را برای چندجملهد

10L  2نتایج زیر برایM شودحاصل می. 

1حالت اول: به ازای  ba 

,10574732.6,10120673.8

,1,0,1
19

2

19

1

210

 

 ccc
 

 2bو  3aبه ازای : حالت دوم

,10032524.1,10940284.1

,111111.0,0,222222.0
20

2

19

1

210

 

 ccc
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 1bو  2aبه ازای حالت سوم: 

.10493420.2,10461476.1

,25.0,0,25.0
20

2

19

1

210

 

 ccc
 

این  .وکاس نمایش داده شده استو حالت های مختلف برای چندجمله ای های ل 2M خطای مطلق به ازای 4جدول

جواب دقیق  شده است و با استفاده از ماتریس های عملیاتی چندجمله ای های لوکاسو بررسی حل  [21] مثال در

  2xxy انتقال یافته  و مکانی با پایه چندجمله ای های ژاکوبی از مرتبه دلخواهحاصل شده است. همچنین روش هم

 5به کار رفته است و خطای مطلق گزارش شده با خطای مطلق این روش در جدول  ]31[ ن معادله دربرای حل ای

 مقایسه شده است.

 3در مثال  حالت های مختلف چندجمله ای لوکاسو 2M: خطای مطلق به ازای0جدول
 روش این مقاله به ازای 

2a  1وb 

 روش این مقاله به ازای 

3a  2وb 

 روش این مقاله 

1به ازای  ba 

x 

0 0 0 1.0 

0 0 0 2.0 

0 0 0 3.0 

0 0 0 4.0 

0 0 0 5.0 

0 0 0 6.0 

0 0 0 7.0 

0 20101  0 8.0 

0 20101  0 9.0 

 و مقایسه با سایر روش ها 3در مثال2M: خطای مطلق به ازای5جدول
 روش این مقاله به ازای  ]31[روش مقاله 

3a  2وb 

 روش این مقاله 

1به ازای  ba 

x 

171071.9  0 0 0.0 
171020.1  0 0 2.0 
171076.2  0 0 4.0 

171063.5  0 0 6.0 
171064.8  20101  0 8.0 
161024.1  20101  0 0.1 

و حالت های مختلف چند جمله ای های لوکاس رسم  2M دقیق و جواب تقریبی معادله به ازای جواب 3 در شکل

 .شده است
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 3در مثال  2M: جواب دقیق و جواب تقریبی به ازای 3شکل 

 

 .گیریممعادله دیفرانسیل کسری زیر را با شرط اولیه در نظر می: 4مثال 

      
  .10,10

,15.0

0





yx

xerfexyxyD x

x

C

 

که در آن  xerf شودبه صورت زیر تعریف می وباشد تابع خطا می . 

  

 

توان بررسی کرد که به سادگی می  xexy   .لهأدر معادله به مس( 35)با قرار دادن تقریب جواب دقیق معادله است 

با قید سازی بهینه  10:1  My رسیم.می 

 

        .1
1

0

2
5.0

0  dxxerfexyxyDMin x

x

C 

 

1 مقادیر را با های لوکاسایچندجمله لهأمسبرای حل این  ba به ازای روش ارائه شده را و گیریم در نظر می

10,6,4,2M مقدار زایشبا اف شودنشان داده شده است و ملاحظه می 6. نتایج حاصل در جدول بریمبه کار می M 

 یابد. کاهش می ی مطلقخطا

 

 

 

 

  .
2

0

2




x
t dtexerf


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 0در مثال  Mمقادیر مختلف  : خطای مطلق به ازای6جدول
روش این مقاله به 

 ازای 

10M  

روش این مقاله به 

 ازای 

6M 

روش این مقاله به 

 ازای 

4M  

 روش این مقاله 

 2Mبه ازای 

x 

12100.4  
8104.1  5105.3  3103.8  1.0 

12107.4  
8105.3  6102.5  2101.1  2.0 

12101.2  
8103.1  5102.2  2100.1  3.0 

12107.1  
8102.4  5101.2  3101.6  4.0 

12104.4  
9104.1  6104.2  4108.5  5.0 

12107.1  
8108.3  5105.2  3108.4  6.0 

12103.2  
9100.8  5105.2  3103.8  7.0 

12103.4  
8102.4  5106.2  3100.8  8.0 

12102.4  
8100.1  5109.3  3109.1  9.0 

 

بیشترین مقدار های عملیاتی حل و بررسی شده است. با استفاده از ماتریس ]21[از طرف دیگر این معادله در مرجع 

 شده است. و مقایسه گزارش  7در جدول  ]21[مقاله روش ارائه شده در و  حاضر خطای مطلق روش

 

 0در مثال  ]21[: مقایسه بیشترین خطای مطلق این روش و روش مقاله 7جدول

به  ]21[روش مقاله 

 ازای 

10M  

روش این مقاله به 

 ازای 

10M 

به   ]21[روش مقاله 

 ازای 

6M  

 ن مقاله روش ای

 6Mبه ازای 

b a 

101091.6  
121069.4  41034.2  81021.4  1 1 

91021.2  
141097.2  41026.5  81021.4  1 2 

91015.1  
141082.2  41033.4  81021.4  1 2 

91012.8  
141004.3  41021.6  51087.5  2 3 

 

 .گیریمکسری زیر را با شرط اولیه در نظر می معادله دیفرانسیل :5مثال 

     

  .10,10

,025.0

00





yx

xyxyDxyD x

C

x

C 

 

 

 باشدبه صورت زیر میو شرط اولیه داده شده،  1به ازای جواب دقیق معادله فوق 

      ,
2

1
2

6

1

3

2

2

1
,

2

1

2

1
,

2

1
x

xE
x

xE
x

xy


 
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که در آن  ,E لفلر با پارامترهای -تابع میتاک  0و باشد.می  

 
 

 .0,0,
0

, 











k

k

k

x
xE 

های لوکاس را با مقادیر ایبرای حل این معادله چندجمله جواب غیر هموار دارد. [1،  0]ه واضح است که این معادله در باز

1 ba 7,4,2گیریم و روش ارائه شده را به ازای در نظر میM نشان  8بریم. نتایج حاصل در جدول به کار می

 یابد. خطای مطلق کاهش می Mقدار با افزایش م شودداده شده است و ملاحظه می

 5در مثال  M: خطای مطلق به ازای مقادیر مختلف 8جدول   
روش این مقاله به ازای 

7M 

روش این مقاله به ازای

4M  

 روش این مقاله 

 2Mبه ازای 
x 

4108.1  3103.1  2104.2  1.0 
4103.3  4101.9  2100.3  2.0 
4101.4  3102.1  2107.2  3.0 

5105.6  4100.2  2109.1  4.0 

5104.3  3101.1  3108.8  5.0 
4103.3  3108.1  3101.8  6.0 
4105.4  3105.1  3101.7  7.0 

4103.2  4106.5  3103.7  8.0 

4105.2  4102.2  3106.1  9.0 

بدست آمده تقریبی  مقدار 9حل و بررسی شده است. در جدول تعمیم یافته طیفی -با روش شبه ]32[این مثال در مقاله 

 مقایسه شده است. ]32[با نتایج مقاله  1xب در نقطه برای جوا Mبه ازای مقادیر مختلف 

 

 5در مثال  1xدر نقطه  ]32[مقایسه جواب دقیق و جواب تقریبی بدست آمده در این مقاله و مقاله : 9جدول

ای هایباشد که با در نظر گرفتن تعداد کمی جمله از چندجملهبا توجه به مثال های ارائه شده قابل مشاهده می تذکر:

-ش را برای حل معادلات دیفرانسیل کسری و چندتوان این رولذا می گردد.حاصل میبرای جواب لوکاس تقریب مناسبی 

ای کسری در دو بعد و بالاتر تعمیم داد و به کار برد. همچنین این روش برای حل دستگاه معادلات دیفرانسیل مرتبه

 ها وجود خواهد داشت.در مطالعات آینده امکان بررسی آنتواند مناسب باشد که کسری می

 

 

  

 ]32[روش ارائه شده در مقاله  روش ارائه شده در این مقاله

 1x nمقدار تقریبی در 1x Mمقدار تقریبی در

401544.3 2 714336.2 5 

423628.3 4 426525.3 10 

424090.3 7 424960.3 15 

424098.3 10 424807.3 20 

 1xمقدار دقیق در 1x 42445.3ق درمقدار دقی 42445.3
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 بحث و نتیجه گیری. 6

. مایارائه نمودهای کسری مرتبه-چندکسری و ثر را برای حل معادله دیفرانسیل ؤما یک روش ساده و م ،قالهدر این م

ا به ر دیفرانسیل ۀ، معادلایرای جواب تقریبی به صورت چندجملهبه عنوان پایه ب های لوکاسایبا استفاده از چندجمله

رال و اعمال انتگ ۀبرای محاسب لژاندر-گیری گاوسفرمول انتگرالاستفاده از  کنیم.تبدیل می له کمترین مربعاتأیک مس

ن کند. یکی از مزایای ایله بهینه سازی مقید تبدیل میأله را به یک مسأمس شرایط اولیه و مرزی داده شده برای معادله،

د شومشاهده می به سادگی. ها به خوبی نشان داده شده استلباشد که در مثاروش همگرایی سریع به جواب دقیق می

شترین همچنین بی شود.ای لوکاس به عنوان تقریب، جواب تقریبی مناسبی حاصل میکه با انتخاب تعداد کمی چندجمله

برای  استمشخص نشان داده شده است که  11در جدول مطابق با الگوریتم ارائه شده های این مقاله حل مثالزمان 

 .توان برای حل سایر معادلات دیفرانسیل کسری به کار بردلذا این روش را میها زمان اندکی مورد نیاز است. حل مثال

 های مقاله : بیشترین زمان اجرای مثال14 جدول

 بیشترین زمان اجرای مثال)ثانیه( شماره مثال

1 16.71 

2 1 

3 1.19 

4 1.37 

5 1.46 
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