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 چکیده
های ای بعد دستگاهجملهترین ابزار برای یافتن چندبرای یک مدول تفاضلی، مهم گربنر نسبت به چند ترتیب ۀپای

بتدا برای . برای این منظور، اشده استه گربنر ارائ ۀاین پای ۀدیفرانسیلی و تفاضلی است. در این مقاله، الگوریتمی برای محاسب

این  کنیم. سپس با استفاده ازترتیب، معرفی می هر عضو از یک مدول تفاضلی نوعی نمایش، موسوم به نمایش نسبت به چند

فی لازم و کا یدهیم. همچنین شرطه میهای تفاضلی متناهی مولد، ارائبوخبرگر در مدول ۀنمایش، اثباتی برای تعمیم قضی

 ۀایپ ۀسببیان کرده و در ادامه، الگوریتمی برای محارا نسبت به چند ترتیب برای یک مدول تفاضلی  گربنر ۀبرای وجود پای

 شود.ه میاهی مولد نسبت به چند ترتیب، ارائمدول تفاضلی متنگربنر یک زیر

 گربنر، الگوریتم بوخبرگر. ۀتفاضلی، مدول تفاضلی، پای ۀ: حلقهای کلیدیواژه

 

 مقدمه .1
نو میلادی توسط برو 1974 ۀاین نظریه در ده گربنر ابزاری بسیار مهم در جبر محاسباتی است. اگرچهۀ پای ۀنظری

، اما طولی نکشید که به یک [1]ها ابداع شد ایجملهچند ۀی عضویت در حلقمنظور حل الگوریتمی مسالهبوخبرگر به

گربنر  ۀپای ۀمختلف ریاضیات در علوم پایه و مهندسی تبدیل شد. اهمیت نظری مسائلابزار الگوریتمی قوی برای حل 

های جایی، در سالههای جابگربنر در جبر ۀهای فراوان پایکاربرد به دلیل ماهیت الگوریتمی آن است. در کنار بیشتر

های های دیفرانسیلی و جبرجایی، جبرههای ناجابمربوط به جبر مسائلاخیر، پژوهشگران زیادی از این مفهوم در حل 

 . [8،10،00،03] اندتفاضلی بهره برده

معادلات  ۀمنظور مطالع میلادی به 1934 ۀوزف ریت در دهنام ج بار توسط ریاضیدانی به جبر دیفرانسیلی نخستین

های مشابهی برای حل معادلات تفاضلی به کار . بعد از گذشت چند سال، ریت، روش[02،02] دیفرانسیلی مطرح شد

 ها و حتی تا چند دهه پس ازسال نام جبر تفاضلی شد. اما در آن جدیدی در ریاضیات به ۀکه منجر به ایجاد شاخ بست

از قریب به  که بعدثیر جبر دیفرانسیلی، جبر تفاضلی نتوانست نظر پژوهشگران را به خود جلب کند. تا اینأآن، تحت ت

های دیفرانسیلی . جبر[0]مند آن پرداخت نام ریچارد کوهن، به بیان نظامبار ریاضیدانی بهسال پس از معرفی آن، این 34

های اخیر استفاده از این مفهوم در سال پردازند.گر بر یک ساختار جبری میاثر یک یا چند عمل ۀو تفاضلی به مطالع

 . [0،11،10،00] گسترش زیادی داشته است

های تفاضلی از جمله بعد فضای جواب زیادی در جبر مسائلگربنر برای حل  ۀتوان نشان داد، استفاده از مفهوم پایمی

کلی طوربه .[09]تفاضلی ضروری است -ای بعد دیفرانسیلیجملهچند ۀتفاضلی خطی و محاسب -معادلات دیفرانسیلی
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 ۀلی و مدولی قابل بررسی است. تطبیق مفهوم پایآهای تفاضلی از دو منظر ایدهی گربنر در جبراستفاده از مفهوم پایه

حل دستگاه  .[9،07] ی گربنر تفاضلی شده استهای تفاضلی منجر به تعریف پایهلآگربنر با مفاهیم موجود در ایده

 . [8،11،01] گربنر تفاضلی است ۀهای پایای از کاربردهای فینمان نمونهی و انتگرالمعادلات دیفرانسیل جزئ

های ایهجملچندای بعد دستگاه شبهجملهای بعد دستگاه معادلات دیفرانسیلی و تفاضلی و چندجملهآوردن چند دست به

 ای بعد دیفرانسیلی نخستینجمله. مفهوم چند[0،18] دیفرانسیلی و تفاضلی است هایرمهم در جب مسائلتفاضلی، یکی از 

و دژاوادف  . سپس لوین[10] توسط کلچین، برای توصیف بعد توسیع یک میدان دیفرانسیلی مطرح شد 1920بار در سال 

. [2،12] یفرانسیلی پرداختندد -ای بعد تفاضلیجملهای بعد تفاضلی و چندجملهبه ترتیب به معرفی مفاهیم چند

 های بعد تفاضلیایجملهمطالعه کرد. چند [00] کتاب 8و  2های فصل توان درها را میایجملههای این چندویژگی

 دیفرانسیلی( -)دیفرانسیلی، تفاضلی های جبری تفاضلیساختار ۀدیفرانسیلی( همان نقشی را در مطالع -)دیفرانسیلی، تفاضلی

ر های هیلبرت در جبایجملهدیفرانسیلی( دارند که چند -)دیفرانسیلی، تفاضلی ادلات جبری تفاضلیدستگاه مع و

قل دیفرانسیلی حدا -های بعد تفاضلی، دیفرانسیلی و تفاضلیایجملهاهمیت چند کنند.جبری ایفا می ۀجایی و هندسهجاب

 جهت قابل بیان است:  3از 

تگاه از دیفرانسیلی( بیانگر قدرت این دس –)دیفرانسیلی و تفاضلی  عادلات تفاضلیای بعد یک دستگاه مجملهچند الف.

 .[10،17،19] است[ 7] منظر فیزیکی برحسب تعریف آلبرت اینشتین

های توسیع یک میدان تفاضلی، دارای ناورداها و اعدادی است که ای بعد یک دستگاه متناهی شامل مولدجملهچند ب.

 .[11،10،00] کنندییر نمیها تغبا تغییر مولد

ها نای بعد آجملههای تفاضلی اول بازتابی و چندالبین ایده ۀرابط ۀای بعد تفاضلی بر پایجملهاهمیت دیگر چند پ.

 .[00] شودها میهای تفاضلی و مدولبعد کرول جبر ۀاست، که منجر به یافتن نتایج جالبی دربار

مشخصه و  ۀای بعد وجود دارد. روش اول مبتنی بر مفهوم مجموعجملهدچن ۀدر حالت کلی سه روش برای محاسب

ها، نخست عدم وجود یک الگوریتم کارا برای . اشکال این روش[10،00] مبنای تحلیل آزاد یک مدول است روش دوم بر

 1970در سال ها، است. مشخصه و سپس ممکن نبودن استفاده از روش تحلیل آزاد برای انواع دستگاه ۀمجموع ۀمحاسب

ک ای هیلبرت یجملهای بعد دیفرانسیلی یک توسیع میدان دیفرانسیلی مشابه چندجملهچند [14] جانسون نشان داد

 ینا ای بعد شد. بهجملهگربنر در محاسبات مربوط به چند ۀمدول دیفرانسیلی است. این موضوع باعث ورود مفهوم پای

 گذاری شد. در واقع لوین مبانی نظری وگربنر است. این روش توسط لوین پایه ۀترتیب، روش سوم مبتنی بر مفهوم پای

 [.10،17] ای بعد را وضع کردجملهچند ۀگربنر در محاسب ۀجبری استفاده از مفهوم پای

ر با ای دیگجملهای نسبت به یک یا چند، چندجملهگربنر مفهوم کاهش یک چند ۀپای ۀهای مهم در نظرییکی از ابزار

 ۀگربنر برای محاسب ۀتوان از پایر نظر گرفتن یک یا چند ترتیب است. با توجه به نوع کاهش، حداقل به دو روش مید

 : [04]ای بعد بهره گرفتجملهچند

های نام دو ریاضیدان به 0448گربنر نسبی. در سال  ۀپای -0گربنر نسبت به چند ترتیب؛  ۀاستفاده از مفهوم پای -1

تفاضلی  -نسیلیای بعد دیفراجملهمنظور دستیابی به چند گربنر نسبی به ۀپای ۀوینکلر دو الگوریتم برای محاسب ژو منگ و فرانز

 ئهاراافزار میپل دو سال بعد وینکلر به همراه کریستین دنچ، اجرای این الگوریتم را در نرم .[34] دو متغیره مطرح کردند
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رگر در بوخب ۀتعمیم قضی گربنر نسبت به چند ترتیب را معرفی و سپس ۀپایبار، مفهوم . لوین، برای اولین[2] دادند

کنیم. حاضر، اثبات متفاوتی برای این قضیه بیان می ۀ. در مقال[8] های تفاضلی متناهی مولد را بیان و اثبات کردمدول

 ۀرائااند. در ادامه به ه شدههایی است که در اثبات لوین در نظر گرفتبرتری روش اثبات در این مقاله، کاستن از فرض

وش مبتنی پردازیم. این الگوریتم تنها رمدول تفاضلی میگربنر یک زیر ۀپای ۀالگوریتمی مبتنی بر این قضیه، برای محاسب

ای بعد تفاضلی چندمتغیره است. اجرای این الگوریتم توسط نویسندگان این جملهچند ۀگربنر برای محاسب ۀبر مفهوم پای

های تفاضلی، متناهی مولد عملگر ۀال از حلقایم هر ایده. همچنین نشان داده[08] افزار میپل انجام شده استنرم مقاله در

است. سپس یک نمایش برای هر عضو از یک مدول تفاضلی آزاد نسبت به یک زیرمجموعه از آن مدول و نسبت به چند 

، اهمیت فراوانی دارد. در ادامه، شرطی لازم و کافی برای وجود مذکور ۀکنیم. این نمایش در اثبات قضیترتیب، معرفی می

 دهیم. می ارائهمدول تفاضلی متناهی مولد گربنر نسبت به چند ترتیب برای یک زیر ۀیک پای

های تفاضلی مرور ، تعاریف و قضایای لازم از جبر0صورت زیر سازماندهی شده است. در بخش  این مقاله به ۀادام

های تفاضلی تعریف ایم. در سومین بخش، یک ترتیب روی مدولمهم پرداخته ۀاین بخش به اثبات دو گزار اند. درشده

چند  گربنر نسبت به ۀ، مفهوم کاهش نسبت به چند ترتیب را بیان نموده، سپس به بیان مفهوم پای0کنیم. در بخش می

دو عضو از یک مدول تفاضلی آزاد تعریف شده است. ای بین جملهچند -𝑆امین -𝑘پردازیم. همچنین مفهوم ترتیب می

در بخش آخر، یک نمایش نسبت به یک مجموعه و چند ترتیب برای هر عضو از یک مدول تفاضلی آزاد معرفی کرده و 

یک  گربنر ۀآوردن پای دست در آخر، یک الگوریتم برای به پردازیم.بوخبرگر می ۀبر اساس آن به اثبات تعمیم قضی

 دهیم. می ارائهل تفاضلی متناهی مولد نسبت به چند ترتیب مدوزیر

 نیازهاتعاریف و پیش .2

 ۀاست. برای مطالعهای تفاضلی، آورده شدهی گربنر در جبرهای لازم برای درک مفهوم پایهنیازدر این بخش، پیش

ها حلقه ۀاین نوشتار، هم ۀدر ادام. مراجعه کنید [3]و  [0،12]ترتیب به گربنر به ۀهای تفاضلی و پایجبر ۀبیشتر دربار

مدول چپ  -𝑹یکدار و  𝑹 ۀها روی حلقمدول ۀاند. همچنین همپذیر و یکدار در نظر گرفته شدهجایی، شرکتهجاب

اعداد گویا  ۀاعداد صحیح نامنفی و مجموع ۀمجموع اعداد صحیح، ۀمجموع ۀدهندترتیب نشانبه ℚو  ℤ ،ℕهستند. 

 هستند. 

σجایی و هجاب ۀیک حلق 𝑅فرض کنید  [11] .2.1 فتعری = {𝛼1, … , 𝛼𝑛} یک از بهیک هایریختیای از خودمجموعه

𝑅 که برای هر طوریباشد، به  𝛼𝑖, 𝛼𝑗 ∈ σ و هر𝑎 ∈ 𝑅 داشته باشیم  𝛼𝑖𝛼𝑗(𝑎) = 𝛼𝑗𝛼𝑖(𝑎)، صورت زوج ایندر

(𝑅, 𝜎) ی به مجموعه شود.ده میی تفاضلی نامییک حلقه𝜎 هایریختیخود ی پایه و بهمجموعه𝛼1و .... و𝛼𝑛   انتقال

 شود.)یا تبدیل( گفته می

,𝑅) گاه یک میدان باشد، آن Rدر تعریف بالا، اگر  𝜎)شودیک میدان تفاضلی نامیده می.  

 باشد. همچنین، ℝ𝑛بعدی حقیقی  -𝑛فضای  حقیقی و پیوسته روی ۀمتغیر 𝑛توابع  ۀحلق 𝐴فرض کنید  .2.2مثال

𝑓اگر برای هر اعداد حقیقی ثابتی باشند.  ℎ𝑛و... و  ℎ1فرض کنید  ∈ 𝐴 هایعملگر 𝛼1  و ... و𝛼𝑛 صورت را به 

(𝛼𝑖  𝑓)(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑖 + ℎ𝑖, … , 𝑥𝑚) 

σ ۀپای ۀی تفاضلی با مجموعیک حلقه 𝐴گاه تعریف کنیم، آن 𝐴روی  = {𝛼1, … , 𝛼𝑛} .است 
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σ ۀپای ۀتفاضلی با مجموع ۀحلقیک  𝑅اگر  = {𝛼1, … , 𝛼𝑛}  گروه آزاد تولید شده توسط باشد، نیم σ  را با 𝑇𝜎  نشان

τصورت به 𝑇𝜎 از  τهر عضو   دهیم.می =  𝛼1
𝑘1 … 𝛼𝑛

𝑘𝑛 شود که در آن اده مینمایش د𝑘1, … , 𝑘𝑛 ∈  ℕًبه  . ) معمولا

 .کنیم(استفاده می 𝑇از    𝑇𝜎جای

∑ شکل  عبارتی به 𝑅تفاضلی  ۀیک عملگر تفاضلی روی حلق[ 11] .2.5تعریف 𝑎𝜏𝜏𝜏∈𝑇در آن که  ،است𝑎𝜏 ∈ 𝑅  و

τفقط برای تعداد متناهی ∈ 𝑇 ،𝑎𝜏.دو عملگر تفاضلی ها مخالف صفر هستند∑ 𝑎𝜏𝜏𝜏∈𝑇 ∑و    𝑏𝜏𝜏𝜏∈𝑇 مساوی هستند   

τ اگر به ازای هر تنها و اگر ∈ 𝑇 ،𝑎𝜏 = 𝑏𝜏.  

∑  داده و برای هر  نشان 𝒟 ارا ب 𝑅های تفاضلی روی عملگر ۀهم ۀمجموع 𝑎𝜏𝜏𝜏∈𝑇  ∈ 𝒟  و ∑ 𝑏𝜏𝜏𝜏∈𝑇،  دو عمل

 :شودرت زیر تعریف میصوجمع و ضرب به

 ∑ 𝑎𝜏𝜏 +  ∑ 𝑏𝜏𝜏𝜏∈𝑇 =  ∑ (𝑎𝜏 + 𝑏𝜏)𝜏𝜏∈𝑇  𝜏∈𝑇  

 𝑎 ∑ 𝑎𝜏𝜏𝜏∈𝑇 =  ∑ (𝑎𝑎𝜏)𝜏𝜏∈𝑇    

 (∑ 𝑎𝜏𝜏𝜏∈𝑇 )𝜏1 =  ∑ 𝑎𝜏(𝜏𝜏1)𝜏∈𝑇  

 𝜏1𝑎 =  𝜏1(𝑎)𝜏1 . 

 نامند.می 𝑅های تفاضلی روی عملگر ۀشود که آن را حلقه میتبدیل به یک حلق 𝒟با اعمال فوق 

مدول  -𝒟یک  𝐸باشد. اگر 𝑅های تفاضلی روی عملگر ۀحلق 𝒟تفاضلی و  ۀیک حلق 𝑅فرض کنید  [11] .2.5تعریف 

ل تفاضلی مدو -𝑅میدان تفاضلی باشد، یک  𝑅که در حالتی .شودمدول تفاضلی نامیده می -𝑅یک  𝐸 گاه چپ باشد، آن

𝐸،  یک فضای برداری تفاضلی روی𝑅  است. همچنین اگر𝐸 یک مدول آزاد روی𝒟 گاه باشد، آن𝐸  یک فضای برداری

𝑒متناهی  ۀتوسط مجموع Eخواهد بود. فرض کنید  𝐾تفاضلی آزاد روی = {𝑒1, … , 𝑒𝑚} این ، درده باشدتولید ش 

,𝑒1}های آزاد با مولد 𝒟روی  یک فضای برداری آزاد متناهی مولد 𝐸صورت … , 𝑒𝑚} شودنامیده می.  

 𝒟های تفاضلی عملگر ۀیک فضای برداری آزاد متناهی مولد روی حلق 𝐸یک میدان تفاضلی و  𝐾فرض کنید  .2.3لم 

𝑒های با مولد = {𝑒1, … , 𝑒𝑚} ،صورت  این در باشد𝐸  فضای برداری آزاد روی یک𝐾 ایبا مولده 

𝑇𝑒 = {𝜏𝑒𝑖|𝜏 ∈ 𝑇, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚} 

 است.

 ■وضوح این حکم برقرار است. هباثبات. 

𝑓با توجه به لم فوق، هر عضو غیر صفر  ∈ 𝐸 دارای نمایش یکتای 

𝑓 =  𝑎1𝜏1𝑒𝑖1
+ ⋯ + 𝑎𝑙𝜏𝑙𝑒𝑖𝑙

  

𝜏1𝑒𝑖1 است که در آن 
𝜏𝑙𝑒𝑖𝑙و ... و  

هستند. به  𝐾عناصر غیر صفری از 𝑎𝑙و ... و  𝑎1و  𝑇𝑒 های متمایز ازایجملهکت 

. اهمیت زیادی در اثبات 7. 0 ۀپردازیم. قضیمهم می ۀگوییم. در ادامه به اثبات دو گزارای میجملهتک 𝑇𝑒اعضای 

 گربنر یک مدول تفاضلی دارد. ۀپای ۀپذیری الگوریتم محاسبپایان
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 ، متناهی مولد است. 𝒟عملگرهای تفاضلی  ۀای در حلقجملهال تکهر ایده .2.1 گزاره

σی ی پایهیک میدان تفاضلی با مجموعه 𝐾فرض کنید اثبات.  = {𝛼1, … , 𝛼𝑛}  و𝒟 های تفاضلی ی عملگرحلقه

در  𝐾روی  𝛼𝑛و ... .و  𝛼1های ای معمولی بر حسب متغیرجملهی چندعنوان یک حلقهرا به 𝒟توان باشد. می 𝐾روی 

 ■شود.، حکم گزاره ثابت می𝒟برای [ 13]ی اساسی هیلبرت نظر گرفت. حال با استفاده از قضیه

یک مدول تفاضلی  𝐸باشد. اگر  𝐾های تفاضلی روی عملگر ۀحلق 𝒟یک میدان تفاضلی و  𝐾فرض کنید  .2.5قضیه

 متناهی مولد است. ،𝐸ای از جملهمدول تفاضلی تکگاه هر زیرباشد، آن 𝐷آزاد متناهی مولد روی 

,𝑒1}فرض کنید  اثبات … , 𝑒𝑛} مولد برای ۀیک مجموع 𝐸و𝑁 ای از جملهمدول تفاضلی تکیک زیر𝐸 .همچنین  باشد

𝑁𝑖 صورت  به 𝑁ای از مجموعهزیر 𝑁𝑖کنید  فرض =  {τ ∈ 𝑇 |τ𝑒𝑖 ∈ N}که  ابت کردتوان ثاست. می𝑁𝑖 ال یک ایده

، 𝑖متناهی مولد است. فرض کنید به ازای هر  𝑁𝑖ال ایده شود کهنتیجه می .0.2ۀ است. بنابراین، از گزار𝒟 ای ازجملهتک

𝐵𝑖  مولد𝑁𝑖 حال قرار دهید باشد .𝐵 = 𝐵1𝑒1 ∪ … ∪ 𝐵𝑛 𝑒𝑚 شود که راحتی دیده می . به𝐵 ی مولد مجموعه یک

 ■است. 𝑁متناهی برای 

 های تفاضلیروی مدول ترتیب .5

زیر .کنیمتعریف می 𝑇𝑒ی های تفاضلی متناهی مولد، ابتدا یک ترتیب روی مجموعهی گربنر برای مدولمنظور تعریف پایه به

𝜎1های مجموعه = {𝛼1, … , 𝛼𝑛1
} ،𝜎2 = {𝛼𝑛1+1, … , 𝛼𝑛1+𝑛2

𝜎𝑝و ... و  { = {𝛼𝑛1+𝑛2+⋯+𝑛𝑝−1+1, … , 𝛼𝑛} از ، را

σ ۀپای ۀمجموع = {𝛼1, … , 𝛼𝑛} گیریم که برای هر طوری در نظر می𝑖 = 1, … , 𝑝 ،𝑛𝑖 ≥ 𝑛1و  1 + ⋯ +  𝑛𝑝 = 𝑛 .

 .نددهتشکیل می σ ۀها یک افراز برای مجموعمجموعهاین زیرواضح است که 

τبرای هر  =  𝛼1
𝑘1 … 𝛼𝑛

𝑘𝑛 ∈ 𝑇، کلی  ۀمرتبτ ۀو مرتب τ  نسبت به𝜎𝑖 صورت  ترتیب به را به𝑜𝑟𝑑 𝜏 =  ∑ 𝑘𝑖
𝑛
𝑖=1 

𝑜𝑟𝑑𝑖 𝜏 و =  ∑ 𝑘𝑣 =𝛼𝑖∈𝜎𝑖,𝛼𝑖
𝑘𝑣|𝜏 ∑ 𝑘𝑣

𝑛1+⋯+𝑛𝑖
𝑣=𝑛1+⋯+𝑛𝑖−1+1 ۀدیگر، مرتب عبارت بهکنیم. عریف میت τ  نسبت به

𝜎𝑖 های اعضایی ازبرابر است با مجموع توان𝜎𝑖  که درτ شوند.ظاهر می 

 گیریم:صورت زیر در نظر می به 𝑇گروه را روی نیم 𝑝>و ... و  2>، 1>های حال ترتیب

τ =  𝛼1
𝑘1 … 𝛼𝑛

𝑘𝑛 <𝑖  𝜏′ =  𝛼1
𝑙1 … 𝛼𝑛

𝑙𝑛 

 اگر تنها و اگر

(𝑜𝑟𝑑𝑖𝜏, 𝑜𝑟𝑑 𝜏, 𝑜𝑟𝑑1𝜏, … , 𝑜𝑟𝑑𝑖−1𝜏, 𝑜𝑟𝑑𝑖+1𝜏, … , 𝑜𝑟𝑑𝑝𝜏, 

𝑘𝑛1+⋯+𝑛𝑖−1+1, … , 𝑘𝑛1+⋯+𝑛𝑖
, 𝑘1, … , 𝑘𝑛1+⋯+𝑛𝑖−1

, 𝑘𝑛1+⋯+𝑛𝑖+1, … , 𝑘𝑛) 

<𝑙𝑒𝑥 (𝑜𝑟𝑑𝑖𝜏′, 𝑜𝑟𝑑 𝜏′, 𝑜𝑟𝑑1𝜏′, … , 𝑜𝑟𝑑𝑖−1𝜏′, 𝑜𝑟𝑑𝑖+1𝜏′, … , 𝑜𝑟𝑑𝑝𝜏′, 

𝑙𝑛1+⋯+𝑛𝑖−1+1, … , 𝑙𝑛1+⋯+𝑛𝑖
, 𝑙1, … , 𝑙𝑛1+⋯+𝑛𝑖−1

, 𝑙𝑛1+⋯+𝑛𝑖+1, … , 𝑙𝑛) 

𝑝که  حالتی در = 𝛼1ای الفبایی با شرط ترتیب فوق به ترتیب درجه  1 > 𝛼2 > ⋯ > 𝛼𝑛 شود.تبدیل می 

 .ترتیب هستندخوش ،𝑇گروه روی نیم 𝑝>، ... و 2>، 1> هایترتیب
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نشان داده  𝑝>و ... و  2>، 1>ها را مجدد باایجاد کرد. این ترتیب 𝑇𝑒 ۀای روی مجموعترتیب جمله 𝑝توان اکنون می

 شوند:صورت زیر تعریف می و به

τ𝑒𝜇 <𝑖   𝜏′𝑒𝜈 اگر  تنها و اگر τ <𝑖 𝜏′ یا τ =  𝜏′ و μ < 𝜈. 

𝑓هرگاه  = ∑ 𝑎𝑗𝜏𝑗𝑒𝑖𝑗

𝑛
𝑗=1  عضوی از𝐸  ،باشد𝑙𝑚𝑘(𝑓)  عبارتست از𝜏𝑣𝑒𝑖𝑣

بزرگترین عبارت از که  

{𝜏1𝑒𝑖1
, … , 𝜏𝑛𝑒𝑖𝑛

𝑢𝑓است و به 𝑘>نسبت به ترتیب  {
(𝑘) دهند. همچنین نمایش می𝑜𝑟𝑑𝑘(𝑓) ۀمرتب ۀدهند نشان 

 است. 𝑙𝑚𝑘(𝑓)ضریب  ۀدهند نشان 𝑙𝑐𝑘(𝑓)و 𝑙𝑚𝑘(𝑓)کلی 

 ترتیبگربنر نسبت به چندین  ۀپای. 5

پردازیم. ابتدا مفهوم کاهش نسبت به چند ترتیب را بیان گربنر می ۀپای ۀدر این بخش به معرفی دو ابزار مهم در نظری

گربنر نسبت  ۀکنیم. همچنین مفهوم پایرا تعریف می 𝐸ای بین دو عضو از جملهچند -𝑆امین  -𝑘کرده، سپس مفهوم 

آوردن  دست برای به [19]کاهش نسبت به چند ترتیب را اولین بار لوین در کنیم. مفهوم به چند ترتیب را بررسی می

 یک دستگاه تفاضلی مطرح کرده است. ۀمشخص ۀمجموع

,𝑓فرض کنید  .5.1 تعریف 𝑔 ∈ 𝐸  و𝑔 ≠  ۀعناصر متمایزی از مجموع kو  𝑖𝑙و ... و  𝑖1 ،𝑖2همچنین فرض کنید . 0

{1, 2,…, p} صورت گوییم این باشند. در 𝑓 ،(<𝑘 , <𝑖1
, … , <𝑖𝑙

 𝑙𝑚𝑘(𝑔) است، اگر  𝑔یافته نسبت بهکاهش -(

که  𝑖𝑣گاه حداقل یک را عاد کند، آن  𝑓از τ𝑒𝑖ای مانند جمله 𝑙𝑚𝑘(𝑔)اگر  یا را عاد نکند 𝑓هایهیچکدام از جمله

1 ≤ 𝑣 ≤ 𝑙، وجود داشته باشد که 

𝑜𝑟𝑑𝑖𝑣
(

𝜏𝑒𝑖

𝑙𝑚𝑘(𝑔)
𝑙𝑚𝑖𝑣

(𝑔)) > 𝑜𝑟𝑑𝑖𝑣
(𝑙𝑚𝑖𝑣

(𝑓)). 

𝑓و  𝐸مجموعه از یک زیر 𝐺اگر  ∈ 𝐸گاه گوییم ، آن𝑓  نسبت به𝐺، (<𝑘 , <𝑖1
, … , <𝑖𝑙

یافته است، اگر نسبت کاهش -(

𝐺 ،(<𝑘به هر عضو  , <𝑖1
, … , <𝑖𝑙

 .یافته باشدکاهش -(

𝑘>)گاه آن ،باشد𝐺  به یافته نسبتکاهش - 𝑓،(<𝑘)واضح است که اگر .5.2تذکر , <𝑖1
, … , <𝑖𝑙

یافته نسبت کاهش -(

 .یستنبرقرار  است. عکس جمله بالا لزوماً  𝐺به 

,𝑓فرض کنید  .5.5تعریف 𝑔, ℎ ∈ 𝐸  و𝑔 ≠ با ضریب  𝜔مانند   𝑓ای ازجمله 𝑙𝑚𝑘(𝑔). همچنین فرض کنید 0

𝑐  را بشمارد. اگر قرار دهیمℎ = 𝑓 − 𝑐 (
𝜔

𝑙𝑚𝑘(𝑔)
( 𝑙𝑐𝑘(𝑔)))

−1 𝜔

𝑙𝑚𝑘(𝑔)
𝑔 که طوری به 

𝑜𝑟𝑑𝑖𝑣
(

𝜔

𝑙𝑚𝑘(𝑔)
𝑙𝑚𝑖𝑣

(𝑔)) ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑖𝑣
(𝑙𝑚𝑖𝑣

(𝑓))        (1 ≤ 𝑣 ≤ 𝑙) ، 

,𝑘>)با ترتیب  𝑔 ۀبه پیمان 𝑓گوییم  <𝑖1
, … , <𝑖𝑙

 .یابدکاهش می ℎدر یک مرحله به  (

 راحتی برای چند مرحله کاهش نیز قابل تعمیم است.   تعریف فوق به
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𝑝عنوان  به 𝑧𝑝−1و... و 𝑧1 در ادامه با در نظر گرفتن  − گربنر نسبت به چند ترتیب  ۀنماد جدید، به بیان تعریف پای 1

γهای توانی ضربحاصل ۀجایی آزاد شامل همهگروه جابنیم Γفرض کنید  پردازیم.می =

 𝛼1
𝑘1 … 𝛼𝑛

𝑘𝑛  𝑧1
𝑙1 … 𝑧𝑝−1

𝑙𝑝−1 های صحیح نامنفی باشد. بنابراین با توان 

Γ𝑒 = {𝛾𝑒𝑗|𝛾 ∈  Γ ,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} =  Γ × {𝑒1, … , 𝑒𝑚}. 

 ، قرار دهید𝐸از  𝑓همچنین، فرض کنید برای هر عضو غیر صفر 

𝑑𝑖(𝑓) =  𝑜𝑟𝑑𝑖(𝑙𝑚𝑖(𝑓)) −  𝑜𝑟𝑑𝑖(𝑙𝑚1(𝑓))         (2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝). 

:ρحال نگاشت  𝐸 →  Γ𝑒 صورت  بهρ(𝑓) =  𝑧1
𝑑2(𝑓)

… 𝑧𝑝−1

𝑑𝑝(𝑓)
 𝑙𝑚1(𝑓) شود.تعریف می 

مانند  𝑁صفرمتناهی از اعضای غیر ۀمجموعباشد. یک زیر 𝐸زیر مدول از  -𝒟یک  𝑁فرض کنید  [12] .5.5 ریفتع

𝐺 = {𝑔1, … , 𝑔𝑟} 1>)ی گربنر نسبت به ترتیب را یک پایه , … , <𝑝)  برای𝑁  گوییم، هرگاه برای هر عضو غیر صفر

𝑓 ∈ 𝑁 عضوی از ،𝐺  مانند𝑔𝑖 که در طورید بهموجود باشΓ𝑒 ،ρ(𝑔𝑖)| 𝜌(𝑓). 

گربنر یک مدول تفاضلی متناهی مولد  ۀ. یک شرط لازم و کافی برای وجود پای0. 0در ادامه، با بررسی دقیق تعریف 

 آوریم.دست مینسبت به چند ترتیب را به

𝑧1گاه ، آنρ(𝑔𝑖)| 𝜌(𝑓)اگر 
𝑑2(𝑔𝑖)

… 𝑧𝑝−1

𝑑𝑝(𝑔𝑖)
 𝑙𝑚1(𝑔𝑖)| 𝑧1

𝑑2(𝑓)
… 𝑧𝑝−1

𝑑𝑝(𝑓)
 𝑙𝑚1(𝑓) بنابراین به ازای هر عضو غیر .

𝑓صفر  ∈ 𝑁  عضوی از𝐺  مانند𝑔𝑖  که  طوری وجود دارد به𝑙𝑚1(𝑔𝑖)| 𝑙𝑚1(𝑓)  2و به ازای هر ≤ 𝑗 ≤ 𝑝 ،𝑑𝑗(𝑔𝑖) ≤

𝑑𝑗(𝑓).   با قرار دادن حالθ =  
𝑙𝑚1(𝑓)

𝑙𝑚1(𝑔𝑖)
𝑓توان نتیجه گرفت، به ازای هر عضو غیر صفر می  ∈ 𝑁   عضوی از𝐺  مانند

𝑔𝑖 که  طوری وجود دارد به𝑙𝑚1(𝑔𝑖)| 𝑙𝑚1(𝑓)  2و به ازای هر ≤ 𝑗 ≤ 𝑝 ،𝑜𝑟𝑑𝑗(𝜃𝑙𝑚𝑗(𝑔𝑖)) ≤  𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑙𝑚𝑗(𝑓)) .

, 𝐺 ،(<1 ۀنسبت به مجموع 𝑁مدول پس، اعضای ناصفر زیر … , <𝑝)– یافته نیستند. با استفاده از مطالب فوق، کاهش

 شود.    راحتی ثابت می لم زیر به

𝐺فرض کنید  .5.3 لم = {𝑔1, … , 𝑔𝑟} صفر مجموعه از اعضای غیریک زیر𝒟- مدول زیر𝑁 صورت  این باشد. در𝐺 

, 1>)گربنر نسبت به ترتیب  ۀیک پای … , <𝑝)  برای𝑁 اگر برای هر عضو غیر صفر  تنها و است اگر𝑓 ∈ 𝑁 عضوی از ،

𝐺  مانند𝑔𝑖 که  طوری موجود باشد به𝑙𝑚1(𝑔𝑖)| 𝑙𝑚1(𝑓)  و برای هر𝑗 = 2, … , 𝑝   داشته

𝑜𝑟𝑑𝑗                                    باشیم ( 
𝑙𝑚1(𝑓)

𝑙𝑚1(𝑔𝑖)
𝑙𝑚𝑗(𝑔𝑖)) ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑙𝑚𝑗(𝑓)).     

,1} ۀعضو دلخواهی از مجموع 𝑘و  𝐸مدول آزاد  -𝒟دو عضو غیر صفر از  𝑔و  𝑓فرض کنید  [12] .5.1 تعریف … , 𝑝} 

 صورت عبارت این باشند، در

                             𝑆𝑘(𝑓, 𝑔) =  (
𝑙𝑐𝑚(𝑙𝑚𝑘(𝑓),𝑙𝑚𝑘(𝑔))

𝑙𝑚𝑘(𝑓)
 𝑙𝑐𝑘(𝑓))

−1

 
𝑙𝑐𝑚(𝑙𝑚𝑘(𝑓),𝑙𝑚𝑘(𝑔))

𝑙𝑚𝑘(𝑓)
 𝑓  

                              − (
𝑙𝑐𝑚(𝑙𝑚𝑘(𝑓),𝑙𝑚𝑘(𝑔))

𝑙𝑚𝑘(𝑔)
 𝑙𝑐𝑘(𝑔))

−1

 
𝑙𝑐𝑚(𝑙𝑚𝑘(𝑓),𝑙𝑚𝑘(𝑔))

𝑙𝑚𝑘(𝑔)
 𝑔      

 نامیم.می 𝑔و  𝑓ای جملهچند -𝑆امین -𝑘را 
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 گربنر نسبت به چند ترتیب  ۀپای ۀبوخبرگر و الگوریتم محاسب ۀقضی .3

یب معرفی کرده، و نسبت به چند ترت 𝐸مجموعه از نوعی نمایش نسبت به یک زیر 𝐸در این بخش ابتدا برای هر عضو 

یم. پس از پردازهای تفاضلی میبوخبرگر نسبت به چند ترتیب در مدول ۀسپس بر اساس این نوع نمایش به اثبات قضی

ی مربوط به هاالگوریتمدهیم. اجرای این الگوریتم و زیرمی ارائهگربنر نسبت به چند ترتیب را  ۀپای ۀآن الگوریتم محاسب

 ت.    قابل مشاهده اس [08]آن در 

𝑃فرض کنید  .3.1تعریف  = {𝑝1, … , 𝑝𝑟} متناهی از  ۀمجموعیک زیر𝐸  و𝑓 صفر از یک عضو غیر𝐸  باشد. یک

(<𝑘 , <𝑖1
, … , <𝑖𝑙

𝑓عبارتست از :  𝑃نسبت به  𝑓نمایش برای  -( =  ∑  𝑐𝑖𝑤𝑖𝑝𝑖
𝑟
𝑖=1 کهطوری به 

𝑚𝑎𝑥<𝑘
{𝑙𝑚𝑘(𝑤𝑖𝑝𝑖)|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟} =  𝑙𝑚𝑘(𝑓) و 

𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑙𝑚𝑗(𝑤𝑖𝑝𝑖)) ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑙𝑚𝑗(𝑓))         (𝑗 =  𝑖1, … , 𝑖𝑙). 

,𝑐1که در آن  … , 𝑐𝑘 ∈ 𝐾  و𝑤1, … , 𝑤𝑟 ∈ 𝑇. 

 کنیم.مدول تفاضلی را بیان میترتیب برای یک زیرگربنر نسبت به چند  ۀبین نمایش مذکور و پای ۀزیر رابط ۀدر قضی

متناهی از اعضای  ۀمجموعیک زیر 𝐺باشد. همچنین فرض کنید  𝐸زیر مدول از  -𝒟یک  𝑁فرض کنید  .3.2قضیه 

,𝑘>)گربنر نسبت به  ۀیک پای 𝐺صورت  این باشد. در 𝑁صفر غیر <𝑖1
, … , <𝑖𝑙

اگر، هر  تنها و است اگر 𝑁برای  (

,𝑘>)یک  𝑁عضو  <𝑖1
, … , <𝑖𝑙

 داشته باشد. 𝐺نمایش نسبت به  -(

,𝑘>)ی گربنر نسبت به ترتیب یک پایه 𝐺( اگر ⟸)اثبات. <𝑖1
, … , <𝑖𝑙

 𝑓 ،[12] 3.3.10ۀ گاه طبق قضیباشد، آن (

,𝑘>)با ترتیب  <𝑖1
, … , <𝑖𝑙

,𝑘>)یک  𝑓یابد. پس کاهش می به صفر ( <𝑖1
, … , <𝑖𝑙

 نمایش دارد. -(

𝐺( فرض کنید ⟹) = {𝑔1, … , 𝑔𝑟} همچنین فرض کنید .𝑓 ∈ 𝑁  یک(<𝑘 , <𝑖1
, … , <𝑖𝑙

 𝐺نمایش نسبت به  -(

1داشته باشد. طبق تعریف اگر حداقل یک  ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 که طوریوجود داشته باشد بهρ(𝑔𝑖)| 𝜌(𝑓)شود. ثابت می ۀ، قضی

𝑚𝑎𝑥<𝑘 له فرض کنید أبدون کاستن از کلیت مس
{𝑙𝑚𝑘(𝑤𝑖𝑝𝑖)|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟} =  𝑤1𝑔1 پس .𝑙𝑚𝑘(𝑔1)| 𝑙𝑚𝑘(𝑓) .

,𝑘>)یک  دارای 𝑓چون  <𝑖1
, … , <𝑖𝑙

 نمایش است، پس -(

 𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑙𝑚𝑗(𝑔1)) ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑙𝑚𝑗(𝑓))         (𝑗 =  𝑖1, … , 𝑖𝑙). 

  ■.ρ(𝑔𝑖)| 𝜌(𝑓)گیریم نتیجه می .0.2حال از لم 

به چند  گربنر یک مدول تفاضلی نسبت ۀمنظور دستیابی به پای های تفاضلی بهبوخبرگر در جبر ۀدر ادامه، به تعمیم قضی

ثابت شده است. در این مقاله اثباتی متفاوت مبتنی بر استقراء و نمایش  [12]این قضیه توسط لوین درپردازیم. ترتیب می

چه در اثبات لوین، هم از استقراء و هم از نمایش نسبت به دهیم. اگرمی ارائهنسبت به چند ترتیب، که معرفی کردیم، 

بهره  [12] 3.3.10ۀ یافتن به این نمایش، از گزار ستطور ضمنی استفاده شده است، ولی در آن برای د چند ترتیب به

 .    افزایدند اثبات به پیچیدگی آن میایکردن آنها در فرباشد که فراهمبرده شده است، که دارای سه فرض اساسی می
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𝐺فرض کنید  .3.5قضیه = {𝑔1, … , 𝑔𝑟} های گربنر نسبت به هر یک از ترتیب ۀیک پای<𝑝 ،(<𝑝−1, <𝑝)  و ... و

(<𝑘+1, … , <𝑝) (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 − ,𝑔𝑖باشد. همچنین فرض کنید به ازای هر  𝑁مدول زیر -𝒟برای  (1 𝑔𝑗 ∈ 𝐺  ،

𝑆𝑘(𝑔𝑖, 𝑔𝑗)  نسبت به ترتیب(<𝑘 , <𝑘+1, … , <𝑝) ۀو مجموع 𝐺 صورت  این به صفر کاهش یابد. در𝐺 گربنر  ۀیک پای

,𝑘>)به ترتیب  نسبت <𝑘+1, … , <𝑝)  برای𝑁 .است 

0کافی است نشان دهیم هر اثبات.  ≠ 𝑓 ∈ 𝑁  دارای یک(<𝑘 , <𝑘+1, … , <𝑝)-  نمایش نسبت به𝐺  است. طبق

𝑘فرض، برای هر  < 𝑝 ،𝐺 گربنر  ۀپای𝒟-مدول زیر𝑁  نسبت به ترتیب(<𝑘+1, … , <𝑝) هر 0. 2 ۀاست. طبق قضی .

0 ≠ 𝑓 ∈ 𝑁  یک(<𝑘+1, … , <𝑝)-  نمایش نسبت به𝐺 توان نوشت:دارد. بنابراین می 

𝑓 =  ∑   𝑐𝑖𝑤𝑖𝑔𝑖                                                                                      𝑟
𝑖=1  (1)  

 که  طوری به

𝑚𝑎𝑥<𝑘+1
{𝑙𝑚𝑘+1(𝑤𝑖𝑔𝑖)|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟} =   𝑙𝑚𝑘+1(𝑓)                                          (0)  

𝑗و به ازای  = 𝑘 + 2, … , 𝑝 

𝑜𝑟𝑑𝑗 (                                      3) و (𝑙𝑚𝑗(𝑤𝑖𝑔𝑖)) ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑙𝑚𝑗(𝑓))                    

𝑐𝑖که  ∈ 𝐾  ،𝑤𝑖 ∈ 𝑇 . 

𝑜𝑟𝑑𝑘+1(𝑙𝑚𝑘+1(𝑤𝑖𝑔𝑖))( داریم 0) ۀحال با توجه به رابط ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑘+1(𝑙𝑚𝑘+1(𝑓))( به ازای 3نامساوی ) . بنابراین

𝑗 = 𝑘 + 1, … , 𝑝   برقرار است. پس شرط دوم برای داشتن یک(<𝑘 , <𝑘+1, … , <𝑝)-  نمایش نسبت به𝐺 آید.دست می به 

𝑠 برای رسیدن به شرط اول، قرار دهید  =  𝑚𝑎𝑥<𝑘
{𝑙𝑚𝑘(𝑤𝑖𝑔𝑖)|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 باید ثابت کنیم .𝑠 =  𝑙𝑚𝑘(𝑓). 

𝑙𝑚𝑘(𝑓) < 𝑠در ادامه، یک نمایش برای .𝑓 نسبت به𝐺  آوریم که با مینیمال بودن دست میبه𝑠  .فرض کنید در تناقض است𝑠 

تعداد  𝑛𝑠فرض کنید  ( مینیمال باشد. همچنین فرض کنید، فرض خلف3( و )0( با شرایط )1) به شکل 𝑓های ایشنم ۀدر بین هم

𝑙𝑚𝑘(𝑤𝑖𝑔𝑖)که طوری باشد به 𝑖های اندیس = 𝑠 با استقراء روی .𝑛𝑠 که  جاییدهیم. از آنادامه می𝑠 شود، پس حذف می

𝑛𝑠 > 𝑛𝑠د . حال قرار دهی1 = 𝑙𝑚𝑘(𝑤1𝑔1)وله، فرض کنید أ. بدون کاستن از کلیت مس2 = 𝑙𝑚𝑘(𝑤2𝑔2)  پس

𝑤1𝑙𝑚𝑘(𝑔1) = 𝑤2𝑙𝑚𝑘(𝑔2) = 𝑠.  

 بنابراین

𝐿𝐶𝑀(𝑙𝑚𝑘(𝑔1), 𝑙𝑚𝑘(𝑔2))|𝑠 

 پس

𝑠 = 𝑢 𝐿𝐶𝑀(𝑙𝑚𝑘(𝑔1), 𝑙𝑚𝑘(𝑔2))  

𝑢که  ∈ 𝑇 چون .𝑛𝑠 = 𝑐1𝑙𝑐𝑘(𝑤1𝑔1)پس 2 = − 𝑐2𝑙𝑐𝑘(𝑤2𝑔2)   که در آن𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝐾حال، با در نظر گرفتن . 

𝑎 = 𝑐1(𝑤1𝑙𝑐𝑘(𝑔1)) = −𝑐2(𝑤2𝑙𝑐𝑘(𝑔2)) 
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 شود که راحتی دیده می به

𝑐1(𝑤1𝑔1) + 𝑐2(𝑤2𝑔2) = 𝑎𝑢𝑆𝑘(𝑔1, 𝑔2). (0                                       )  

  

,𝑆𝑘(𝑔1طبق فرض 𝑔2)  نسبت به ترتیب(<𝑘, <𝑘+1, … , <𝑝) ۀو مجموع 𝐺 توان پس می یابد.به صفر کاهش می

 نوشت

𝑆𝑘(𝑔1, 𝑔2) =  ∑   𝑐𝑖
′𝑤𝑖

′𝑔𝑖
′𝑟′

𝑖=1                                                              (2)  

𝑙𝑚𝑘(𝑤𝑖که در آن 
′𝑔𝑖

′) ≤𝑘  𝑙𝑚𝑘(𝑆𝑘(𝑔1, 𝑔2)) و همچنین 

(2) 

 𝑜𝑟𝑑𝑙(𝑙𝑚𝑙(𝑤𝑖
′𝑔𝑖

′)) ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑙 (𝑙𝑚𝑙(𝑆𝑘(𝑔1, 𝑔2)))      (𝑙 = 𝑘 + 1, … , 𝑝).  

 ( داریم:2) ۀو با توجه به رابط 𝑓( در 0) ۀحال با جایگذاری رابط

𝑓 = ∑   𝑐𝑖𝑤𝑖𝑔𝑖

𝑟

𝑖=3

+ 𝑎𝑢 ∑   𝑐𝑖
′𝑤𝑖

′𝑔𝑖
′

𝑟′

𝑖=1

 . 

 تر است. همچنین در دومین مجموع داریمکوچک 𝑠از  𝑘>واضح است که در مجموع اول بزرگترین جمله نسبت به 

(7) 

𝑢 𝑚𝑎𝑥<𝑘
{𝑙𝑚𝑘(𝑤𝑖

′𝑔𝑖
′)|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟′} ≤ 𝑢 𝑙𝑚𝑘(𝑆𝑘(𝑔1, 𝑔2)) <  𝐿𝐶𝑀 ((𝑙𝑚𝑘(𝑔1), 𝑙𝑚𝑘(𝑔2))) = 𝑠.          

𝑖در ادامه باید نشان دهیم به ازای  = 1, … , 𝑟′  و𝑗 = 𝑘 + 1, … , 𝑝 داریم 

𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑙𝑚𝑗(𝑢 𝑤𝑖
′𝑔𝑖

′)) ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑙𝑚𝑗(𝑓)).   

 توان نوشت( می2با توجه به نامساوی )

𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑙𝑚𝑗(𝑢 𝑤𝑖
′𝑔𝑖

′)) ≤  𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑢 𝑙𝑚𝑗(𝑆𝑘(𝑔1, 𝑔2)))  ≤ 

max {𝑜𝑟𝑑𝑗(𝑢
𝐿𝐶𝑀((𝑙𝑚𝑘(𝑔1),𝑙𝑚𝑘(𝑔2)))

𝑙𝑚𝑘(𝑔1)
 𝑙𝑚𝑗(𝑔1)), 𝑜𝑟𝑑𝑗(𝑢

𝐿𝐶𝑀((𝑙𝑚𝑘(𝑔1),𝑙𝑚𝑘(𝑔2)))

𝑙𝑚𝑘(𝑔2)
 𝑙𝑚𝑗(𝑔2)) }   

 له، فرض کنید ماکسیمم فوق برابر عبارت أبدون کاستن از کلیت مس

                                           𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑢
𝐿𝐶𝑀((𝑙𝑚𝑘(𝑔1),𝑙𝑚𝑘(𝑔2)))

𝑙𝑚𝑘(𝑔1)
 𝑙𝑚𝑗(𝑔1))  

 باشد. بنابراین داریم
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(8) 

𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑙𝑚𝑗(𝑢 𝑤𝑖
′𝑔𝑖

′)) ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑗 (
𝑠

𝑙𝑚𝑘(𝑔1)
 𝑙𝑚𝑗(𝑔1)) =  𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑤1  𝑙𝑚𝑗(𝑔1)) ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑗 (𝑙𝑚𝑗(𝑓)).        

𝑛𝑠(،  قضیه در حالت 8( و )7های )با توجه به نامساوی =  شود.ثابت می 2

𝑛𝑠حال فرض کنید  > 𝑖و برای  2 = 1, … , 𝑛𝑠  داشته باشیم𝑙𝑚𝑘(𝑤𝑖𝑔𝑖) = 𝑠 توان. می𝑓 صورت را به 

 

𝑓 = ∑   𝑐𝑖𝑤𝑖𝑔𝑖 = 

𝑟

𝑖=1

𝑐1𝑤1𝑔1 −
𝑐1𝑙𝑐𝑘(𝑤1𝑔1)

𝑐2𝑙𝑐𝑘(𝑤2𝑔2)
 𝑐2𝑤2𝑔2 + (

𝑐1𝑙𝑐𝑘(𝑤1𝑔1)

𝑐2𝑙𝑐𝑘(𝑤2𝑔2)
+ 1) 𝑐2𝑤2𝑔2 + ∑   𝑐𝑖𝑤𝑖𝑔𝑖

𝑟

𝑖=3

 

𝑛𝑠اول به کار برد. در جملات بعدی نیز حداکثر  ۀجمل توان فرض استقراء را برای دوه سادگی مینوشت. ب −  ۀبار جمل 1

𝑠 شود.کار گرفت. بنابراین حکم قضیه ثابت میتوان فرض استقراء را بهجا نیز میشود. پس در اینظاهر می■ 

یم خواهبالا، می ۀک مدول تفاضلی باشد. با استفاده از قضیصفر یمتناهی از اعضای غیر ۀمجموعیک زیر 𝐺فرض کنید 

دهیم. تا حد شناخت ما، این الگوریتم، تنها  ارائهنسبت به چند ترتیب  𝐺گربنر از اعضای  ۀالگوریتمی برای تولید یک پای

 متغیره است. ای بعد تفاضلی چندجملهچند ۀگربنر برای محاسب ۀروش مبتنی بر پای

𝐺(𝑖1,…,𝑖𝑙)ه، منظور از مقال ۀدر ادام
(𝑘)ۀگربنر مجموع ۀ، پای 𝐺 آن از  ۀاست که در الگوریتم محاسب𝑘-  امین𝑆- ای چندجمله

𝑖1>)و از کاهش نسبت به ترتیب 
, … , <𝑖𝑙

 استفاده شده است. (

𝐺فرض کنید . 5. 3قضیه  = {𝑔1, … , 𝑔𝑟} صفر عضای غیرمتناهی از ا ۀمجموعیک زیر𝑁 های باشد. مجموعه𝐺(1) ،

𝐺(2)  و ... و𝐺(𝑝) صورت زیر در نظر بگیرید:را به 

𝐺(1) =  𝐺(<𝑝)
(𝑝)

;  𝐺(2) =  𝐺(1)
(<𝑝−1,<𝑝)

(𝑝−1)
; … ; 𝐺(𝑝) =  𝐺(𝑝 − 1)(<1,…,<𝑝)

(1)
 

,1>)ی گربنر نسبت به پایه 𝐺(𝑝)صورت ایندر … , <𝑝)  برای𝑁 .است 

,1>)نسبت به ترتیب  𝑁زیر مدول  -𝒟ی گربنر ی پایهاین قضیه یک الگوریتم جهت محاسبهاثبات.   … , <𝑝)  فراهم

 دهیم.می ارائه( را 1) کند. برای این منظور الگوریتممی

𝐺اثبات درستی الگوریتم: فرض کنید  = {𝑔1, … , 𝑔𝑟} ۀان ورودی الگوریتم باشد. در مرحلدلخواه به عنو ۀیک مجموع 

 ۀوارد حلق 𝐺(1)دوم  ۀآید. در مرحلبه دست می 𝐺(1)نام به 𝑝>نسبت به ترتیب  𝐺اول الگوریتم، یک پایه گربنر برای 

while ۀاولین گام در حلق شود.می while گربنر برای  ۀیک پای𝐺(1)  نسبت به(<𝑝−1, <𝑝)  با استفاده از𝑆𝑝−1 به 

نسبت  𝐺گربنر برای  ۀیک پای 𝐺(2)شود نتیجه می. 3.2کند. از قضیه ، تولید می𝐺(2)نام ای، بهجملهچند -𝑆عنوان 

,𝑝−1>)به ترتیب  <𝑝)  است. در گام آخر با قرار دادن𝑖 = |𝑇| − ها است، ها برابر تعداد افراز، چون تعداد ترتیب1

 داریم: 

𝐺𝑇[𝑖+1]
(𝑝−𝑖)

= 𝐺
(<1,…,<𝑝)

(1)
= 𝐺(𝑝) 
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 گربنر مطلوب است. ۀپای 𝐺(𝑝)توان نشان داد های قبلی، میبا استدلالی مشابه گام
 

,1>)گربنر نسبت به  ۀپای ۀالگوریتم محاسب 1الگوریتم  … , <𝑝)   

Input: 𝑔1, … , 𝑔𝑟; a list of elements of 𝐸, 

           𝑇; a list of  polyorders (<𝑝); (<𝑝−1, <𝑝); … ; (<1, … , <𝑝), 

            𝑃; a partition of the basic set 𝜎. 

Output: A Grobner basis for the submodule generated by 𝑔1, … , 𝑔𝑟                              with respect to (<1, … , <𝑝). 

  𝐺:= {𝑔1, … , 𝑔𝑟}<𝑝

(𝑝)
 with partition P; 

  i:= 1; 

  while 𝑖 ≤ (|𝑇| − 1) do 

      𝐺:= 𝐺𝑇[𝑖+1]
(𝑝−𝑖)

 with partition P; 

      i:= i+1; 

  end do; 

  return(𝑮); 

 

 ۀپذیر بودن الگوریتم محاسببه پایانو سپس  |𝑇|پذیری الگوریتم به دو عامل بستگی دارد. نخست به متناهی بودن پایان

دهد. را نتیجه می |𝑇|بودن ، متناهیσۀ پای ۀهای مجموعبودن تعداد افراز. متناهی𝐺(𝑝)و ... و  𝐺(1) ،𝐺(2)هر کدام از 

توان نشان داد، کاهش نسبت به چند ترتیب یک کاهش نوتری است. با توجه به این نکته و طبق قضیه راحتی می به

   ■شود.نیز ثابت می 𝐺(1) ،𝐺(2) ،...،𝐺(𝑝) ۀپذیر بودن الگوریتم محاسب.، پایان0.7

 گیرینتیجه .1

ک مدول گربنر ی ۀمنظور دستیابی به پای بوخبرگر در جبرهای تفاضلی به ۀدر این مقاله، اثباتی برای تعمیم قضی

به معرفی یک نوع نمایش برای هر عضو از یک  شده است. برای رسیدن به این مهم، ارائهتفاضلی نسبت به چند ترتیب، 

الگوریتم  ایم. اجرای اینگربنر را نیز بیان کرده ۀاین پای ۀایم. سپس الگوریتم محاسبمدول تفاضلی متناهی مولد پرداخته

ود کارایی هایی جهت بهبمحک ۀارائتوان در آینده بررسی کرد، چه که مییافت. آن [08] توان درافزار میپل را میدر نرم

تم عنوان اولین گام برای بهبود این الگوریتوان بههای بوخبرگر برای این الگوریتم را میسازی محکالگوریتم است. شبیه

 بررسی کرد.
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