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 چکیده
‌اخیر‌پیشرفت‌از‌الهام‌با‌مقاله‌این‌در به‌‌0(MLMC)‌ای‌مرحله‌چند‌کارلو-مونت‌روش‌کارگیری‌به‌ۀزمین‌در‌های

‌با‌استفاده‌از.‌پردازیم‌گذاری‌اختیار‌معاملات‌می‌ارزش دارایی‌پایه‌که‌در‌یک‌‌ارزش‌روش‌اویلر‌ضعیف،‌تخمین‌عددی‌ابتدا

کارلو‌چند‌-کمک‌روش‌مونت‌شود‌و‌سپس‌به‌کند‌محاسبه‌می‌صدق‌می‌2لویۀ‌فچند‌بعدی‌با‌نوتصادفی‌دیفرانسیل‌ۀ‌معادل

‌ای‌‌مرحله ‌اختیار‌خرید‌بهضعیف، ‌آید‌دست‌می‌قیمت‌مورد‌انتظار ‌با‌‌ بلومسنیعنوان‌بهبودی‌بر‌کار‌‌در‌این‌پژوهش‌به. و

‌نظریه، ‌در‌فضای‌‌همگرایی رویکردی‌جدید‌در ‌را )ها )pL 2با‌p نه‌فقط‌‌‌ ‌اثبات‌می‌2و ‌کنیم‌بیان‌و چنین‌‌هم.

و‌iدر‌ابعادjXو‌iXهای‌ضعیف‌برای‌معادلات‌غیرخطی‌در‌حالتی‌هستیم‌که‌مؤلفه‌MLMCدرصدد‌اجرای‌الگوریتم‌

jمستقل‌نیستند‌،‌ ‌استفاده‌از‌چند‌مثال‌عددی‌برای‌. ‌کارایی‌روش‌با های‌مختلف‌با‌اختیار‌خرید‌نشان‌فراینددر‌پایان،

 .داده‌شده‌است

 .لوی‌فرایند،‌0ای‌ضعیف،‌تخمین‌ضعیف،‌روش‌اویلر‌کارلو‌چند‌مرحله-تصادفی،‌روش‌مونتحل‌عددی‌معادلات‌دیفرانسیل‌:‌های کلیدی واژه

 

 مقدمه

فرض‌کنید‌ , ,یک‌فضای‌احتمال‌کامل‌مجهز‌به‌پالایه‌{ }tباشد‌ بعدی‌nتصادفی‌فرایند. tXرا‌‌

 کند‌صدق‌می‌(0)دیفرانسیل‌تصادفی‌ۀ‌در‌نظر‌بگیرید‌که‌در‌معادل

00( ) ( ) , , ,n

t t t tdX a X dt b X dZ t T X                            (0)  

‌آن ‌در :‌که n na ‌(مجموع‌‌ ‌حقیقیۀ ‌اعداد ‌جمل( :، شده‌جبران‌۵رانشۀ n n qb  و‌

 ,1 ,, ,t t t qZ Z Zلوی‌فرایند،‌یک‌qبعدی‌شامل‌یک‌حرکت‌براونی‌qشده‌‌پواسون‌جبران‌فرایندبعدی‌و‌یک‌‌

فرض‌[.‌0۸]قابل‌توجیه‌است‌‌7گذاری‌عادلانه‌قیمتۀ‌و‌این‌انتخاب‌با‌نظری‌استیک‌مارتینگل‌‌tZکه‌در‌نتیجه‌است

‌پیوست‌نگاشت‌bو‌aکنیم‌می ‌های ‌معادلۀ ‌نتیجه ‌در ‌و ‌دارند ‌خطی ‌رشد ‌حداکثر ‌که ‌هستند ‌لیپشیتس (‌0)ۀ

:یک‌اختیار‌معامله،‌با‌عایدی‌‌قیمتۀ‌هدف‌محاسب.‌تعریف‌و‌دارای‌جواب‌یکتاست‌خوش nf که‌یک‌تابع‌‌
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1. Multilevel Monte-Carlo 

2. Lévy 

3. ‌‌‌Belomestny 
4. Euler 

5. Drift 

6. Compensated 
7. Fair pricing 
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]صورت‌‌لیپشیتس‌است،‌در‌یک‌بازار‌بدون‌آربیتراژ‌بهۀ‌پیوست ( )]Tf Xمقصود‌به‌این‌صورت‌‌به‌برای‌رسیدن.‌است‌

کمک‌روش‌‌کنیم‌که‌ابتدا‌تخمین‌عددی‌ارزش‌دارایی‌با‌استفاده‌از‌روش‌اویلر‌ضعیف‌محاسبه‌شده،‌سپس‌به‌عمل‌می

است‌که‌هر‌‌ای‌گونه‌به‌الگوریتمآید،‌البته‌ماهیت‌‌میدست‌‌بهاختیار‌معامله‌‌قیمتای‌ضعیف‌‌کارلوی‌چند‌مرحله-مونت

‌ .روند‌زمان‌پیش‌می‌صورت‌هم‌دو‌مرحله‌به

های‌‌دیفرانسیل‌تصادفی‌در‌قالبۀ‌های‌حل‌عددی‌معادل‌روشۀ‌دانان‌مختلفی‌به‌ارائ‌ریاضی‌‌‌07۸1از‌حدود‌سال‌

ها‌در‌ریاضیات‌مالی‌‌گیری‌این‌روشکار‌بهبا‌این‌وجود‌از‌.‌های‌صریح‌و‌ضمنی‌پرداختند‌همگرایی‌قوی‌و‌ضعیف‌و‌روش

‌‌ها‌مارتینگل-سازی‌را‌برای‌نیم‌روشی‌ضعیف‌مبتنی‌بر‌گسسته‌‌0،‌پلاتن‌و‌ریبالدو‌07۸۵در‌سال‌.‌گذرد‌زمان‌زیادی‌نمی

‌ ‌‌[07]معرفی‌کردند .‌ ‌سال ‌آورینا‌‌روش‌به‌‌ ‌07۸در ‌آرتماو‌‌2عددی ‌0]‌‌ و ‌تلاش[ ‌دراموند‌و ‌همکارانش‌‌0های [‌7]‌‌و

های‌ایتو‌بیان‌فرایندبسط‌تیلور‌قوی‌و‌سازگار‌با‌پرش‌را‌برای‌‌‌07۸۸در‌سال‌‌‌ و‌پلاتن‌‌۵میکلوشس‌‌.توان‌اشاره‌کرد‌می

‌‌[ 0]‌کردندبیان‌ مطرح‌‌‌‌077۵در‌سال‌‌۸برونیابی‌برای‌معادلات‌انتشارهمراه‌‌و‌همکارانش‌روشی‌ضعیف‌به‌‌7کلودن.

‌[02]کردند‌ ‌بارژ‌‌7بارژ. ‌‌و ‌سال‌نیز ‌معرفی‌کردندۀ‌کوتای‌مرتب-هنگوروش‌ر‌ 077در ‌[۵]‌‌بالا‌را یک‌روش‌ضمنی‌.

د‌شو‌پلاتن‌ابداع‌‌‌01لیبراتی-بروتی‌وسیلۀ‌به‌‌ ‌211اصلاحگر‌در‌سال‌-های‌پیشگو‌ضعیف‌عاری‌از‌مشتق‌مبتنی‌بر‌روش

بر‌اساس‌یک‌روش‌‌02و‌ویکتور‌00ناینومیاۀ‌توان‌به‌مقال‌ریاضیات‌مالی‌میۀ‌انجام‌شده‌در‌زمینهای‌‌بررسیدر‌مورد‌.‌‌‌[0]

اشاره‌کرد‌‌‌‌211۸گذاری‌مشتقات‌مالی‌در‌سال‌‌همگرای‌ضعیف‌برای‌معادلات‌انتشار‌و‌کاربرد‌جواب‌حاصل‌در‌ارزش

گذاری‌مشتقات‌‌‌برای‌ارزش‌‌0۵روش‌تیلور‌قوی‌و‌ضعیف‌را‌در‌مدل‌لایبر‌‌00و‌تایکمن‌ 0نیز‌سیوپچا‌‌2100در‌سال‌.‌[07]

ۀ‌ای‌را‌برای‌تخمین‌عددی‌جواب‌یک‌معادل‌روش‌درخت‌چندجمله‌نیز‌و‌همکاران‌‌ 0کاستیبل‌‌.[20]گرفتند‌‌کار‌بهمالی‌

‌.[ ]‌کردندگذاری‌مشتقات‌مالی‌معرفی‌‌به‌همراه‌رژیم‌در‌ارزش‌07پرش-انتشار

‌0۸محاسباتی‌مقدار‌مورد‌انتظارۀ‌منظور‌کاهش‌هزین‌به‌211۸ای‌اولین‌بار‌در‌سال‌‌مرحله‌کارلوی‌چند-روش‌مونت

در‌‌.معرفی‌شد[‌7]جایلز‌‌وسیلۀ‌بهکارلوی‌استاندارد،‌-دیفرانسیل‌تصادفی‌با‌استفاده‌از‌روش‌مونتۀ‌جواب‌یک‌معادل

‌محاسباتی‌برای‌تابع‌عایدی‌لیپشیتس‌از‌ۀ‌این‌مقاله‌نشان‌داده‌شد‌که‌هزین 3( ) 2به‌‌ 2( (log ) )کاهش‌‌

‌یابد‌می ‌معرفی‌. ‌‌پژوهشMLMC ‌‌پس‌از ‌و ‌استفاده ‌آن‌پرداختند‌بررسیگران‌زیادی‌به ‌سال‌. ‌07مارکسن‌2101در

گیری‌از‌‌با‌بهره‌21اشیدر‌همان‌سال‌جایلز‌و‌.‌]00[لوی‌بهبود‌داد‌ۀ‌را‌برای‌معادلات‌تصادفی‌با‌نوف‌MLMCالگوریتم‌

برای‌‌MLMCروش‌نیز‌‌]01[در‌.‌]22[بستند‌‌کار‌بهپرش‌-الگوریتم‌را‌برای‌معادلات‌انتشار‌،20سازوار-پرشهای‌‌روش

ای‌نیاز‌به‌شرایطی‌اولیه‌دارد‌تا‌قابل‌اجرا‌‌کارلو‌چند‌مرحله-روش‌مونت.‌تابع‌بازدهی‌غیر‌لیپشیتس‌آنالیز‌و‌بررسی‌شد

                                                           
1. Rebolledo 

2. Averina 
3. Artemav 

4. Drummond 

5. Mikulevicius 
6. Platen 

7. Kloeden 

8. Diffusion 
9. Burrage 

10. Bruti-Liberati 

11. Ninomiya 
12. Victoir 

13. Siopacha 

14. Teichmann 

15. LIBOR 

16. Costabile 

17. Jump-diffusion 
18. Expectation 

19. Marxen 

20. Xia 
21. Jump-adapted 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌355پرش-در‌حالت‌معادلات‌انتشارسازی‌مشتقات‌مالی‌‌برای‌شبیهضعیف‌ای‌‌کارلو‌چندمرحله-روش‌مونت

از‌.‌های‌تخمین‌قوی‌بودند‌منظور‌تأمین‌این‌شرایط‌فقط‌قادر‌به‌استفاده‌از‌روش‌گران‌به‌پژوهش‌‌‌2100تا‌سال‌.‌باشد

های‌‌بردن‌روش‌کار‌به،‌‌استدشوار‌و‌زمانبر‌‌‌‌ها‌آنۀ‌،‌که‌محاسب‌‌‌0نواحی‌لویدلیل‌وجود‌‌طرفی‌در‌فضاهای‌چند‌بعدی‌به

‌مرتب ‌‌مقرون‌به‌صرفه‌نیست‌‌MLMCوسیلۀ‌بهمحاسباتی‌ۀ‌منظور‌کاهش‌هزین‌بالا‌بهۀ‌عددی‌قوی‌با عنوان‌اولین‌‌به.

‌به‌‌ ای‌متضاد‌کارلوی‌چند‌مرحله-روش‌مونت‌2چاجایلز‌و‌سپر‌های‌تخمین‌قوی،‌تلاش‌برای‌عدم‌استفاده‌از‌روش را

در‌.‌]۸[معرفی‌کردند‌‌سازی‌معادلات‌انتشار‌در‌حالت‌چند‌بعدی‌برای‌افزایش‌سرعت‌شبیهMLMC عنوان‌بهبودی‌بر‌

‌‌روش‌آن ‌با ‌روش‌میلشتینها ‌از ‌دارای‌مرتب)بدون‌نواحی‌لوی‌‌0استفاده ‌که ‌تری‌است‌همگرایی‌قوی‌کمۀ همراه‌‌به(

‌نرخ‌کاهش‌واریانس‌به‌انداز‌MLMCالگوریتم‌ دست‌‌بهبا‌روش‌میلشتین‌کامل‌‌MLMCگیری‌روش‌کار‌ۀ‌بهمتضاد،

‌آمد .‌ ‌در ‌زمینتلاش‌دوم ‌ۀ ‌‌گیری‌روشکار‌بهعدم ‌سال‌های‌تخمین‌قوی، ‌نگپتیان‌‌‌بلومسنی‌وسیلۀ‌به‌‌‌2107در با‌‌۵و

‌‌] [ضعیف‌انجام‌شد‌‌MLMC ‌‌معرفی‌روش‌ ‌آن. ‌روش‌ها ‌روش‌اویلر‌ضعیف‌‌MLMCنه‌تنها ‌با بردند‌بلکه‌‌کار‌بهرا

ای‌ضعیف‌از‌این‌نظر‌قابل‌توجه‌است‌که‌‌کارلو‌چند‌مرحله-بنابراین‌روش‌مونت.‌نیز‌افزایش‌نیافت‌آنمحاسباتی‌ۀ‌هزین

‌.های‌تخمین‌قوی‌ندارد‌استفاده‌از‌روشدیگر‌نیازی‌به‌

‌اید ‌از ‌الهام ‌با ‌مقاله، ‌این ‌در ‌همگراییۀ ‌بهبود ‌درصدد ‌نظریه، ‌در ‌جدید ‌رویکردی ‌با ‌و ‌روش‌‌بلومسنی ‌برای ها

MLMCضعیف‌در‌فضای‌( )pL 2برای‌p ۀوابستهای‌‌مثال‌برای‌معادلات‌غیرخطی‌با‌مؤلفهۀ‌طور‌ارائ‌و‌همین‌ 

Xۀاصلی‌بر‌اساس‌نمایش‌جملۀ‌اید.‌هستیم‌f
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

 استوار‌‌

‌پردازیم‌است‌که‌به‌تفصیل‌به‌تشریح‌آن‌می کارلوی‌-مونتدر‌بخش‌دو‌روش‌‌،صورت‌است‌‌دینبنابراین‌طرح‌مقاله‌ب.

‌شرح‌می‌ای‌کارلوی‌چند‌مرحله-مونتروش‌ای‌و‌‌چند‌مرحله در‌بخش‌سوم‌با‌رویکرد‌نظری‌جدید،‌‌.دهیم‌ضعیف‌را

‌می‌به‌MLMCروش‌‌به ‌ضعیف ‌روش‌اویلر ‌پردازیم‌همراه ‌شبیه. ‌بخش‌چهار، ‌‌در ‌سازی ‌عددی‌مدل ‌نتایج ‌همراه به

  .گیری‌بیان‌شده‌است‌در‌بخش‌پنج‌نیز‌نتیجه.‌شود‌عنوان‌شاهدی‌بر‌صحت‌نظریه‌ارائه‌می‌به

 

 ای کارلوی چند مرحله-روش مونت
‌ ‌مونت‌MLMCالگوریتم ‌بر ‌را ‌برتری‌خود ‌خیلی‌زود ‌کاهش‌واریانس، ‌تخفیف‌عملیات‌محاسباتی‌و کارلوی‌-با

این‌روش،‌محاسبات‌را‌در‌.‌ای‌یافت‌ویژه‌علوم‌مالی‌جایگاه‌ویژه‌سازی‌فضاهای‌چندبعدی‌و‌به‌استاندارد‌یافت‌و‌در‌شبیه

‌شیوه ‌به ‌مراحل‌ای‌پیش‌می‌چندین‌مرحله ‌در ‌که ‌مسیرهای‌بهینه ‌تعداد ‌که روند‌‌می‌کار‌بهسازی‌‌مختلف‌شبیه‌برد

‌هم‌متفاوتند‌که‌در‌مرحله‌ای‌گونه‌به تری‌انتخاب‌‌ای‌کم‌تری‌وجود‌دارد‌مسیرهای‌نمونه‌های‌زمانی‌بیش‌ای‌که‌بازه‌با

‌.دهد‌محاسبات‌را‌کاهش‌میۀ‌شود‌و‌به‌این‌ترتیب‌هزین‌می

/در‌توضیح‌آن‌فرض‌کنید 2l

l T ‌،0, ,l Lو‌l

TXۀگسست‌تخمین‌عددی‌ TXبا‌روش‌عددی‌مبتنی‌

 ‌:است‌(2)مجموع‌تلسکوپی‌ۀ‌بر‌پای‌MLMCاساس‌روش‌.‌باشد‌lبر
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های‌‌با‌هزینه)های‌پی‌در‌پی‌‌صورت‌مجموع‌تخمین‌به(‌محاسباتی‌بالایی‌داردۀ‌که‌هزین)ترین‌تخمین‌‌که‌در‌آن‌ظریف

‌محاسباتی‌کمتر ‌سپس‌روش‌مونت( ‌و ‌شده ‌-نوشته ‌مجموع ‌در ‌انتظار ‌مورد ‌برای‌تخمین‌مقادیر گرفته‌‌کار‌بهکارلو

                                                           
1. Lévy area 
2. Szpruch 

3. Antithetic 

4. Milstein 
5. Nagapetyan 



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0011تابستان‌،‌2،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌353
 (خوارزمینشریه‌علوم‌دانشگاه‌)

,1طور‌مستقل‌برای‌هرتر،‌به‌عبارت‌دقیقبه.‌شود‌می ,l Lتعداد‌،lNسازی‌از‌شبیه‌l

TX1و‌l

TX شود‌و‌‌انجام‌می‌

]برای‌تخمین‌‌MLMCتقریبسپس‌ ( )]Tf Xشود‌صورت‌محاسبه‌می‌ینبد‌:‌ 
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‌.به‌بیان‌آنها‌پرداخته‌است[‌7]برد‌شرایطی‌مورد‌نیاز‌است‌که‌جایلز‌‌کار‌بهرا‌‌MLMCکه‌بتوان‌روش‌‌برای‌این

)فرض‌کنید )TP f Xو‌‌( )l

l TP f X‌،1, ,l Lشود‌بازنویسی‌می ( )صورت‌‌به(‌2)ۀ‌که‌در‌نتیجه‌معادل‌: 
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‌‌هم ‌فرض ‌‌0برآوردگر‌0Yکنیدچنین ]0تخمین ]Pاساس‌‌ ‌و‌شبیه‌0Nبر ‌lYسازی ،1l تخمین‌برآوردگر‌
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1های‌مثبت‌اگر‌ثابت (.پیچیدگی‌محاسباتی) [9] قضیه 2 3
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, , , ,

2
c c ca bشرایط‌ اینموجود‌باشند‌که‌‌ای‌گونه‌به‌‌

 برقرار‌باشند،
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‌‌‌‌2‌‌.0

1

[ ], 0
[ ]

[ ], 0
l

l l

P l
Y

P P l


 

 
‌، 

‌‌‌‌ ‌‌.lCمحاسباتی‌ۀ‌هزین‌lY1،‌در‌

2l l lC c N  ‌‌،صدق‌کند 

‌‌‌‌0‌‌.1

3( )l l lY c N b ‌, 

وجود‌دارد‌که‌برای‌هر‌4cدر‌این‌صورت‌ثابت‌
1

e
e اعداد‌،Lو‌lNوجود‌دارند‌که‌تقریب‌‌MLMC‌ 
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 ‌2دارای‌خطای‌میانگین‌مربع
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 .است

‌ ‌الگوریتم ‌مرحله-مونتدر ‌چند ‌برای‌ای‌کارلوی ‌بهینه ‌کمینه‌lNمقدار ‌از ‌استفاده ‌هزین‌با ‌سازی ‌محاسباتی‌ۀ کل
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l ll
N 


21،‌به‌شرط
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2

Y eهمراه‌شرطآید‌که‌به‌میدست‌‌به‌ 
1

[ ] [ ]
2

Y P e مقدار‌‌،MSE‌

                                                           
1. Estimator 
2. Mean square error 
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 [:‌7]عبارت‌است‌از‌‌lNمقدار‌بهینه‌برای.‌بودتر‌خواهد‌‌کم‌2eاز

2

0

2 ( ) ( ) / .
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N Y Ye 



 
   

 
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‌برای‌اجرای‌روش‌ ‌نیاز ‌بین‌شرایط‌مورد ‌فقط‌برقراری‌شرط‌MLMCاز ‌استآ، ‌خر‌دشوار شرط‌اول‌به‌معنای‌.

‌همگرایی‌ضعیف‌روش‌عددی‌استفاده‌ ‌مرتب‌Xبرای‌تخمینشده ‌است‌aۀاز ‌اریبی‌. ‌نا تخمین‌‌برآوردگرشرط‌دوم

‌نشان‌می ‌کرانۀ‌دهد‌و‌شرط‌سوم‌که‌دور‌از‌ذهن‌هم‌نیست،‌هزین‌مقادیر‌مورد‌انتظار‌را دار‌‌محاسباتی‌هر‌مرحله‌را

همگرایی‌قوی‌روش‌عددی‌از‌استانداردترین‌راه‌برقراری‌شرط‌چهارم‌برای‌یک‌تابع‌عایدی‌لیپشیتس،‌از‌طریق‌.‌کند‌می

/ۀ‌مرتب 2bاست،‌زیرا‌‌ 

 2 2
1 1( ) ( ) ,l l l l

T T f T T T T f lf X f X c X X X X c b    
    

          
 

/ۀ‌که‌در‌نتیجه‌روش‌همگرای‌ضعیف‌از‌مرتب 2a bاختیار‌‌قیمتست‌که‌ما‌به‌ا‌جا‌اما‌نکته‌این.‌نیز‌خواهد‌بود‌

آن‌هم‌)مناسبی‌نیست‌ۀ‌بردن‌همگرایی‌قوی‌اید‌کار‌بهمندیم‌و‌بنابراین‌‌علاقه(‌عنوان‌یک‌مقدار‌مورد‌انتظار‌به)معامله‌

منظور‌برطرف‌کردن‌این‌مشکل‌بلومسنی‌روش‌‌به‌رو،‌از‌این،‌(سازی‌دقیق‌مسیرهای‌لوی‌دشوار‌است‌زمانی‌که‌شبیه

MLMCضعیف‌را‌معرفی‌کرد‌‌[ .]‌

 ضعیفای  کارلوی چند مرحله-روش مونت

‌می‌ای‌کارلوی‌چند‌مرحله-مونتبلومسنی‌نشان‌داد‌که‌روش‌ ‌روش‌را ‌‌توان‌با ‌کار‌بههای‌عددی‌تخمین‌ضعیف‌نیز

0سازی‌جفت‌ۀاید‌یک‌از‌گرفتن‌‌بهره‌با‌او‌.گرفت
متوالی‌سازی‌گسسته‌مراحل‌بین‌ 1 ,l lX X

دیفرانسیل‌‌های‌معادله‌در‌

رفته‌‌کار‌به‌Xسازی‌محاسباتی‌با‌حالتی‌که‌تخمین‌عددی‌اویلر‌قوی‌در‌شبیهۀ‌هزین‌لوی‌نشان‌داد‌کهۀ‌تصادفی‌با‌نوف

‌است ‌یکسان ‌گسسته. ‌روش ‌اجرای ‌در ‌که ‌معنا ‌این ‌دقت‌به ‌به ‌دستیابی ‌برای ‌ضعیف ‌اویلر )سازی )eهزین‌ ۀ‌،

2محاسباتی‌همانند‌روش‌اویلر‌قوی 2( ( ) )loge e0توان‌گفت‌که‌بلومسنی‌برقراری‌شرط‌‌به‌بیان‌دیگر‌می.‌است‌‌

آورد،‌یعنی‌نشان‌دست‌‌بهرا‌مستقل‌از‌همگرایی‌قوی‌روش‌عددی‌‌‌MLMCروش گیریکار‌بهاز‌شرایط‌مورد‌نیاز‌برای‌

‌معادلات‌دیفرانسیل ‌در ‌توابع‌شرکت‌کننده ‌بر ‌روش‌-تصادفی‌انتشار‌داد‌که‌بدون‌اعمال‌شرایط‌محدودکننده پرش،

‌روش‌اویلر‌قوی‌است‌و‌این‌مطلب‌‌0ۀ‌ای‌مرتب‌اویلر‌ضعیف‌دارای‌واریانس‌مرحله ‌با است‌که‌مشابه‌معادلات‌انتشار

‌.استضعیف‌‌MLMCحاکی‌از‌ارزشمندی‌روش‌

‌که ‌کنید ‌فرض ‌آن ‌توضیح f×2در cn n،/f fT n ،/c cT n ظریف‌گام‌ترتیب‌به‌‌ ‌زمانی و‌‌2های

fباشند،‌‌ درشت q

jz ‌،1, , fj nتقریب‌مناسبی‌از‌نموهای‌لوی‌)توزیع‌‌متغیرهای‌تصادفی‌مستقل‌و‌هم‌

cباشند‌و‌(‌تر‌ظریفۀ‌در‌باز q

jz ها‌‌محاسبه‌شوند‌که‌اختلاف‌آن‌ای‌گونه‌بهتر،‌‌درشتۀ‌یعنی‌تقریب‌نموها‌در‌باز‌

‌درjصورت‌که‌به

2 1 2 , 1, , ,c f f

j j j j cj nz z z    

‌انداز ‌به ‌شده، ‌تعریف ‌باشدۀ ‌کوچک ‌کافی ‌اگر. ‌که ‌کرد ‌ثابت ]بلومسنی ] ( )f

j fz  ،
2[ ] ( )f

j fz  2و‌‌ 2[ ] ( )j f 0،‌برایf داریم‌‌] [‌: 
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0

( ),max
f c

j j f
c cj n

c

X X
 

 
 

 
   

 
 

                                                           
1. Coupling 

2. Fine 
3. Coarse 
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‌ ‌آن ‌در ‌‌که ‌شرط ‌و ‌است ‌اقلیدسی ‌به‌0نرم ‌‌را 1bازای می‌‌ ‌سازد‌محقق ‌جمل. ‌مطلب، ‌این ‌اثبات ‌در ۀاو

f c
r r

c c
X X

 

 را‌بر‌حسب‌( 1) ( 1)

f c
r r

c c
X X

 

   دار‌ساختن‌سایر‌جملات‌موجود‌و‌استفاده‌از‌‌بسط‌داده‌و‌با‌کران‌

‌.پردازیم‌ها‌با‌رویکردی‌جدید‌می‌و‌همگرایی‌MLMCروش‌‌در‌بخش‌بعد‌به.‌رسد‌دلخواه‌میۀ‌به‌نتیج‌0نامساوی‌دوب

‌(00فونت‌)

‌

MLMC با روش اویلر ضعیف 

‌مجموع‌)‌Nفرض‌کنید ‌طبیعیۀ T/،(اعداد N 0و‌

nX باشد‌‌ ‌اولیه ‌مقدار ‌تصادفی .‌بردار

 :‌کند‌عبارت‌است‌از‌صدق‌می(‌0)ۀ‌در‌معادل،‌که‌Xمiی‌مؤلفه،‌iXگیری‌روش‌اویلر‌برای‌تخمین‌عددیکار‌به

(0)‌  
, ( 1) , ( 1) ( 1) ,

1

( ) ( ) ,
q

r i r i i r ij r r j

j

X X a X b X Z   

      



    

,که‌در‌آن‌ , ( 1) ,r j r j r jZ Z Z    ‌،1, , , 1, ,r N j q 0و‌X
h   

 
h,1و‌‌ ‌. 

 مفروضات

‌ ‌چهارم ‌شرط ‌اثبات ‌برای ‌لازم ‌مفروضات ‌قسمت ‌این ‌در ‌نیاز ‌مورد ‌‌به‌MLMCالگوریتم 1bازای ‌(کاهش‌

)فرض‌کنید.‌گردد‌برای‌روش‌اویلر‌ضعیف‌ارائه‌می(‌اولۀ‌واریانس‌مرتب , )n na Cو‌( , )n n qb C ‌،

‌مرتب ‌مشتقات ‌دارای ‌کرانۀ ‌باشند‌اول ‌یکنواخت ‌دار ‌دقیق‌به. ‌هر‌عبارت ‌برای ,تر nx x،1 i n و‌‌

1 ,j l q ثابت‌،Cموجود‌است‌که‌‌ 

( ) , ( ) .
iji

l l

ba
x C x C

x x


 

 
 

 :‌نماد‌قدر‌مطلق‌است‌و‌در‌نتیجه‌با‌نرم‌اقلیدسی‌داریم‌که‌

( ) ( ) , ( ) (1 ),' '

i i ia x a x C x x a x C x      

( ) ( ) , ( ) (1 ).' '

ij ij ijb x b x C x x b x C x      

‌.را‌فراهم‌کنیم‌0و‌‌0،‌باید‌برقراری‌شرایط‌MLMCمنظور‌اجرای‌موفقیت‌آمیز‌الگوریتم‌به

/ۀ‌همگرای‌قوی‌از‌مرتب(‌0)اگر‌روش‌اویلر‌ 2bباشد،‌یعنی‌‌ 

2

0

,max j j
r N

X X b

 
 

  
  

 

/ازای‌به‌0و‌‌0در‌این‌صورت‌شرایط‌ 2a bروش‌ضعیف‌‌مند‌به‌که‌گفته‌شد‌ما‌علاقه‌چناناما‌.‌برقرار‌خواهند‌بود‌

r,خواهیم‌نمو‌لوی‌هستیم،‌به‌این‌معنا‌که‌می jZتر‌است،‌‌سازی‌آنها‌ساده‌های‌تصادفی‌گسسته‌که‌شبیه‌را‌با‌متغیر‌

f×2برای‌این‌منظور‌فرض‌کنید.‌گزین‌کنیم‌جای cN Nو‌/f fT N و‌/c cT N ترتیب‌مربوط‌به‌‌،‌به

‌گسسته‌گسسته ‌باز)سازی‌درشت‌باشند‌‌سازی‌ظریف‌و ‌هر ‌باززمانی‌ۀ ‌درشت‌به‌دو ‌شود‌ظریف‌تقسیم‌میۀ اساس‌(.

,روش‌همانند‌بلومسنی‌به‌این‌صورت‌است‌که‌ابتدا

f

r jzکافی‌به‌ۀ‌شود‌که‌توزیع‌آن‌به‌انداز‌به‌طریقی‌انتخاب‌می‌

f,توزیع‌ r jZنزدیک‌باشد‌و‌سپس‌,

c

r jzشود‌که‌‌تعریف‌می‌ای‌گونه‌به‌ 

(۵)‌‌‌, 2 1, 2 , , 1, , , 1, , .c f f

r j r j r j cr N j qz z z   ‌ 

                                                           
1. Doob 
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‌بردارهای‌تصادفی‌چنین‌فرض‌می‌هم ‌که شود
1 , ,f f

N
f

z zهم‌‌ ‌های‌لوی‌نمو)توزیع‌‌مستقل‌و ‌گشتاور( های‌‌و

1gازای‌عدد‌صحیح‌و‌ثابت‌‌ها‌به‌آن در‌‌ 

( )‌‌‌2[ ] ( ) , ( )f f

r f r f

g
g

z z    
  

 

1vۀ‌همگرایی‌ضعیف‌روش‌اویلر‌با‌مرتب.‌صدق‌کند در‌.‌ثبات‌شده‌استا‌02و‌‌0،‌ های‌‌قضیه[‌0۸]و‌[‌21]در‌‌

‌به‌این ‌همگرایی ‌رده‌جا ‌توابع‌ازای ‌از )2ای 1) ( , )v n

Pg C توابع‌ ‌شامل ،2( 1)vمشتق‌‌ ‌که‌‌بار ‌پیوسته پذیر

)2ۀمشتقات‌خود‌تا‌مرتبهمراه‌‌به 1)vبنابراین‌اگر‌از‌روش‌اویلر‌.‌شود‌ای‌هستند،‌بررسی‌می‌جمله‌دارای‌رشد‌چند‌

1aازای‌‌ضعیف‌استفاده‌کنیم‌شرط‌اول‌به از‌.‌پردازیم‌می‌‌0اکنون‌به‌مقدمات‌لازم‌برای‌برقراری‌شرط.‌برقرار‌است‌

4توابع‌ۀ‌که‌ردجا‌آن ( , )n

PCرا‌داریم‌0است،‌لم‌‌مانشامل‌توابع‌لیپشیتس‌و‌بنابراین‌تابع‌عایدی‌مورد‌نظر‌‌. 

 وجود‌دارد‌که‌‌ای‌گونه‌به‌،‌مستقل‌از‌pKعدد‌ثابت.‌۱لم 

[ ( )] [ ( )] ,N T pg X g X K

     

0

,max
p

r p
r N

X K


 

  
  

 

1pکه‌در‌آن‌ ‌،4 ( , )n

Pg Cو‌/T N استسازی‌‌گام‌زمانی‌گسسته‌‌. 

‌اثبات ثابت‌شده‌است،‌بنابراین‌‌02و‌‌0،‌ های‌‌هقضی‌[0۸]نامساوی‌اول‌که‌همگرایی‌روش‌اویلر‌ضعیف‌است‌و‌در‌.

‌ ‌است ‌مرتبکافی ‌گشتاور ‌دارای ‌ضعیف ‌اویلر ‌تخمین ‌کنیم ‌ثابت ‌یعنی ‌بپردازیم ‌دوم ‌نامساوی ‌به دار‌‌کران‌pۀکه

‌.کافی‌است‌برقراری‌دو‌نامساوی‌مورد‌نیاز‌را‌اثبات‌کنیم[‌7,0لم‌,‌0۵]برای‌این‌منظور‌با‌استناد‌به‌.‌یکنواخت‌است

 برداری‌صورت‌‌برای‌این‌منظور‌روش‌اویلر‌را‌به

( 1) 1 ( 1)( , , ; ),r r r r rX X A t X z  

         

1

( , , ; ) ( ) ( ) ,
q

j j

j

A t x a x b xz z


    

:کنیم‌که‌در‌آن‌بازنویسی‌می n n

jb ستون‌،jمbاست،‌باید‌ثابت‌کنیم‌‌: 

1

2
1( , , ; ) ( )(1 ) ,r r rA t x M xz z      

 1( , , ; ) (1 ) ,r rA t x K xz      

)عددی‌ثابت‌و‌Kآنکه‌در‌ )rM zشامل‌گشتاورهای‌rzاست‌.‌

 ‌:صورت‌نوشت‌‌دینتوان‌ب‌را‌می‌A،( )با‌استفاده‌از‌مفروضات‌

1

ˆ( , , ; ) ( ) ( ) ,
q

j j

j

A t x a x b xz z


     

ˆکه‌طوریبه
j jz z . 

 :‌داریم‌3cو‌‌2cو‌‌1cهای‌‌ازای‌ثابت‌برای‌نامساوی‌اول،‌به

1 ,

1

1 2

3

ˆ( , , ; ) ( ) ( )

ˆ(1 ) (1 ) ,

ˆ(1 )(1 ) .

q

r r j r j

j

r

r

A t x a x b x

c x c x

c x

z z

z

z





     

     

   


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 که‌‌طوریوجود‌دارد‌به‌2cاول‌ثابت‌ۀ‌طریق‌مشابه‌برای‌جملبه
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با‌در‌.‌کنیم‌گذاری‌می‌جای‌)*(بندی‌کرده‌و‌در‌‌را‌جمع)**(‌آمده‌برای‌جملات‌دست‌‌بههای‌‌در‌این‌مرحله‌تمام‌کران

                                                           
1. Burkholder-Davis-Gundy 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌335پرش-در‌حالت‌معادلات‌انتشارسازی‌مشتقات‌مالی‌‌برای‌شبیهضعیف‌ای‌‌کارلو‌چندمرحله-روش‌مونت

mکه‌نظر‌داشتن‌این T 7،‌ثابتcکه‌‌طوری‌موجود‌است‌به‌ 

1 11
1 12 2 2 2

1 2 4 6

0 0

1

2
7

0

4 ( )

( ).

p p p pm m
p p p p

m f r c f r f

r r

p m

f r f

r

S n c T c T S c T c T S

c S

 
 

 





       

   

 



 

 رساند‌‌مطلوب‌میۀ‌را‌به‌نتیجما‌‌] [در‌حالت‌گسسته‌‌0اکنون‌استفاده‌از‌نامساوی‌گرانوال
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2p،‌قرار‌دادنfبرای‌تابع‌عایدی‌لیپشیتس‌:توجه دهد‌‌نتیجه‌می‌۵ۀ‌در‌قضی‌ 
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N N ff X f X    

2pدر‌توضیح‌اهمیت‌حالت: توجه توان‌به‌الگوریتم‌‌می‌MLMCمعرفی‌شد‌اشاره‌] ۸[جایلز‌‌وسیلۀ‌بهمتضاد‌که‌‌

‌کرد همراه‌روش‌اویلر‌ضعیف‌انجام‌دادیم‌متوجه‌شدیم‌که‌‌این‌روش‌به‌وسیلۀ‌بههایی‌که‌‌سازی‌ها‌و‌شبیه‌در‌بررسی.

‌یابد‌ضعیف‌کاهش‌می‌MLMCواریانس‌با‌یک‌ضریب‌ثابت‌در‌مقایسه‌با‌ این‌مقاله‌رجوع‌‌‌‌۵,2ۀقضیاثبات‌اگر‌به‌.

های‌بزرگ‌pناپیوسته‌مانند‌اختیار‌خرید‌اروپایی‌به‌برقراری‌روابط‌برای‌شود‌که‌برای‌توابع‌عایدی‌شود،‌مشاهده‌می

 .نیاز‌است

 نتایج عددی
‌برای‌ۀهزین‌بخش‌این‌در 5}محاسباتی 3,1 3,5 4,2 4,1 4}RMSE e e e e e       ‌ ‌و‌و واریانس

‌اند‌گزارش‌شدهRMSEهمگرایی‌برای‌آخرین‌مقدار‌ 6Lۀ‌انتخاب‌اولیبا‌. ،الگوریتم‌‌MLMCطراحی‌‌ای‌گونه‌به‌

‌‌‌Lشده‌که‌امکان‌افزایش تر‌توضیح‌دادیم‌در‌تکمیل‌کار‌‌که‌پیش‌چنان.‌صورت‌خودکار‌داراستبهدر‌صورت‌نیاز‌را

‌.ایم‌بسته‌کار‌به‌Xی‌وابستههای‌‌،‌الگوریتم‌را‌برای‌معادلات‌غیرخطی‌و‌مؤلفهبلومسنی

 های انتشارفرایند

بعدی‌nفرایند tXرا‌در‌نظر‌بگیرید‌‌ 
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1. Grönwall 
2. Binomial 
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‌ارتباط‌است‌ ‌ ]در ‌آن[ ‌در ‌دوجمله‌Binکه ‌ای‌است‌توزیع ‌متغیرهای‌تصادفی‌می. ‌تولید ‌در ‌از‌‌برای‌تسریع توان

‌[.‌ ]استفاده‌کرد‌‌0های‌جستجو‌در‌جدول‌روش

 فرض‌کنید‌‌.3مثال 

1 1 1,1 1 1 1,2 1 2 2( ) ( ) sin( ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( ),dX t rX t dt X t dW t X t X t dW ts s     

2 2 2,1 2 1 2,2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) cos( ( )) ( ),dX t rX t dt X t dW t X t dW ts s    

1وابسته‌به‌2های‌براونی‌مستقل‌و‌توابع‌تلاطم‌که‌در‌آن‌حرکت 2,x x1های‌اند‌و‌مؤلفه‌و‌غیرخطی‌انتخاب‌شده‌( )X tو‌

2 ( )X tصورت‌اروپایی‌در‌حالت‌دوبعدی‌به‌ خرید‌سبدی‌اختیار‌عایدی‌‌مند‌به‌تابع‌در‌این‌مقاله‌علاقه.‌وابسته‌هستند‌ 

   1 2 1 2( ), ( ) max ( ) ( ) ,0 ,rTf X T X T e X T X T K    

 صورت‌‌با‌انتخاب‌پارامترها‌به.‌هستیم

0,1 0,20.05, 1, 2, 1, 1,r T K X X      

1,1 1,2 2,1 2,20.05, 0.1, 0.15, 0.2.s s s s     

‌.شود‌خودکار‌انتخاب‌میصورت‌‌،‌تعداد‌مراحل‌بهRMSEگیریم‌که‌با‌تغییر‌‌می‌کار‌به‌ای‌گونه‌بهرا‌‌MLMCالگوریتم‌

‌
 اروپایی  سبدیاختیار خرید  .۱شکل 

1aۀ‌مرتب.‌اروپایی‌نتایج‌بر‌طبق‌انتظار‌ظاهر‌شده‌استسبدی‌برای‌تابع‌عایدی‌اختیار‌خرید‌‌0در‌شکل‌ ‌(شیب‌

‌1bو‌برای‌همگرایی‌ضعیف(‌خط‌برآورد‌شده بالا‌سمت‌راست‌و‌‌نمودارترتیب‌در‌برای‌واریانس‌مرحله‌به‌مرحله‌به‌

‌است ‌مشاهده ‌قابل ‌چپ ‌سمت ‌بالا ‌‌هم. ‌قضیچنین ‌اساس ‌بر ‌ۀ ‌محاسباتی ‌1bازای‌بهپیچیدگی ۀمرتب‌

                                                           
1. Table lookup 

2. Volatility 
3. Basket option 
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 .یابند‌کاهش‌می

 پرش-های انتشارفرایند

پرش‌-انتشار‌فرایند tXرا‌در‌نظر‌بگیرید‌ 
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به‌‌tJپواسون‌باشد،‌فرایندیک‌‌tNتوزیع‌و‌مستقل‌و‌هم‌iYاگر‌متغیرهای‌تصادفی.‌است‌0شمارشی‌فرایندیک‌‌tNو

های‌پرش‌شود‌که‌زمان‌به‌این‌صورت‌عمل‌میهای‌پرش‌فرایندسازی‌‌برای‌شبیه.‌شود‌پواسون‌مرکب‌تبدیل‌می‌فرایند

tNنقاط‌گسسته‌شبیه‌‌ ‌به ‌و ‌می‌سازی‌شده ‌شوند‌سازی‌زمان‌افزوده ‌آن. ‌از ‌استفاده ‌‌با ‌ ]چه‌در ‌تعداد‌[ ‌است، آمده

 م‌از‌iم‌و‌گام‌زمانیlۀها‌در‌مرحل‌پرش

, Bin(2 ,2 ),L l L
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‌.‌استپواسون‌‌فرایندشدت‌‌lشود‌که‌تولید‌می

 دیفرانسیل‌تصادفی‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌ۀ‌معادل‌(.پرش از نوع مرتون-انتشار فرایند) .3مثال 
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 که‌در‌آن‌
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( ) ( 1), log( ) ( , ), 1,2.

kN t
k k

k j j k k

j

J t Y Y N m kq    

kو

jY
 صورت‌‌با‌انتخاب‌پارامترها‌به.‌شوند‌سازی‌می‌صورت‌دقیق‌شبیه‌به‌

0.05, 1, 2,r T K    

0,1 1 1 11, 0.5, 0.05, 0.25,X ml q     

0,2 2 2 21, 0.6, 0.06, 0.35,X ml q     

1,1 1,2 2,1 2,20.05, 0.1, 0.15, 0.2,s s s s     

دیگر‌نیز‌مستقل‌هستند،‌‌پواسون‌مرکب‌مستقل‌و‌دو‌حرکت‌براونی‌مستقل‌که‌از‌یک‌فرایند‌دوسازی‌ضعیف‌‌و‌شبیه

‌.‌در‌ذیل‌آورده‌شده‌است‌MLMCاجرای‌الگوریتم‌ۀ‌نتیج

‌حالت‌انتشار ‌در ‌صحت‌-نتایج ‌بر ‌گواه ‌است‌نظریهپرش‌نیز .‌ ‌واریانس‌مرتبنمودارهادر ‌و ‌همگرایی ،‌ ‌هزینۀ ‌و ۀ‌اول

2صورت‌به‌2تر‌از‌‌کمۀ‌محاسباتی‌با‌مرتب 2( ( ) )loge eتعداد‌مسیرهای‌بهینه‌کاهش‌و‌بر‌طبق‌انتظار‌‌استمشهود‌‌

                                                           
1. Counting process 
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‌.یافته‌است

‌صورت‌دینهمراه‌پرش‌از‌نوع‌مرتون‌ب‌،‌مدل‌هستون‌را‌به[2]‌ 077در‌سال‌‌2بیتس‌(.پرشی ۱مدل هستون) .3مثال 

‌:معرفی‌کرد

 

20.5

1 0

2 0

( ) ( ( 1)) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (0) ,

( ) ( ) ( ) ( ), (0) ,

mdX t r e X t dt t X t dW t X t dJ t X X

d t t dt t dW t

ql n

n k w n x n n n

     

   
 

 دو‌حرکت‌براونی‌با‌ضریب‌همبستگی‌2Wو‌1W،پرش‌همانند‌قبل‌فرایند‌Jکه‌در‌آن
rاگرچه‌این‌معادله‌.‌هستند‌

 .کننده‌است‌کند،‌اما‌نتیجۀ‌اجرای‌الگوریتم‌راضی‌در‌شرط‌لیپشیتس‌صدق‌نمی

 
  با مدل مرتون اروپایی سبدیاختیار خرید  .۲شکل 

0لامبرتیوابسته‌هستند‌و‌ما‌از‌تبدیل‌‌Xn,طور‌ها‌و‌همین‌در‌این‌مثال‌نوفه
ای‌با‌ضرایب‌‌برای‌تبدیل‌معادله‌به‌معادله 

 با‌انتخاب‌پارامترها‌به‌صورت‌.‌استفاده‌کردیم‌nخطی‌و‌نا‌منفی‌نگه‌داشتن

0 1, 1, 1, 0.05, 1, 0.05, 0.25,X T K r ml q        

0 0.04, 0.5, 5, 0.04, 0.25,n r k w x       

و‌تابع‌عایدی‌   ( ) max ( ) ,0rTf X T e X T K صورت‌زیر‌هستندبه‌نمودارها‌‌.‌

‌مطلوب‌ۀ‌است‌ولی‌مرتب‌0تر‌از‌‌همگرایی‌کمۀ‌مرتب‌ در‌شکل‌ ‌استواریانس‌کاملاً از‌آن‌است‌که‌این‌مثال‌حاکی‌.

نظمی‌در‌تعداد‌مسیرهای‌بهینه‌در‌مراحل‌‌کند‌و‌فقط‌اندکی‌بی‌خوبی‌عمل‌می‌های‌وابسته‌نیز‌به‌الگوریتم‌برای‌نوفه

‌.شود‌پایانی‌مشاهده‌می

                                                           
1. Heston 

2. Bates 

3. Correlation 
4. Lamperti 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌339پرش-در‌حالت‌معادلات‌انتشارسازی‌مشتقات‌مالی‌‌برای‌شبیهضعیف‌ای‌‌کارلو‌چندمرحله-روش‌مونت

‌
 اختیار خرید اروپایی با مدل هستون .3شکل 

 
 گیری نتیجه

گذاری‌اختیار‌معاملات‌در‌فضای‌‌به‌ارزش‌MLMCهمراه‌الگوریتم‌‌کارگیری‌روش‌اویلر‌ضعیف‌به‌در‌این‌مقاله،‌با‌به
مشاهده‌شد‌که‌برای‌روش‌اویلر،‌همگرایی‌ضعیف‌و‌کاهش‌واریانس‌از‌مرتبۀ‌اول‌بوده‌و‌هزینۀ‌.‌چندبعدی‌پرداختیم

)ها‌را‌در‌فضای‌همگرایی.‌یابد‌کارلو‌کاهش‌می-محاسباتی‌در‌مقایسه‌با‌روش‌مونت )pL 2با‌‌p ثابت‌‌2و‌نه‌فقط‌‌
نشان‌‌Xۀهای‌وابست‌مؤلفه‌وهای‌عددی‌نتیجۀ‌اجرای‌الگوریتم‌را‌برای‌اختیار‌خرید‌با‌معادلات‌غیرخطی‌‌مثال.‌کردیم
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