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 پذیرتصویری برگشت چی ریترزی از انحنای راند های متریکبررسی 
‌

‌‌؛مهران‌گبرانیر،‌سمیه‌اسمعیل‌پو‌،*بهمن‌رضایی
‌علوم‌ۀ،‌دانشکددانشگاه‌ارومیه

‌22/06/16پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌01/04/16دریافت‌

 چکیده

بندی‌‌ضمن‌دسته.‌پردازیممی‌تصویری‌ایزوتروپیک‌چی‌ریت‌انحنای‌نام‌به‌9از‌شنجدید‌‌یمفهوم‌بررسیاین‌مقاله‌به‌در‌

‌2ایزوتروپیکتصویری‌‌چی‌ریتراندرزی‌از‌انحنای‌‌های‌متریک ‌چی‌ریتراندرزی‌از‌انحنای‌‌های‌متریککه‌‌دهیممی‌نشان،

‌.مربعی‌باشندتصویری‌‌چی‌ریتاگر‌از‌انحنای‌‌تنها‌پذیرند‌اگر‌وبرگشتتصویری‌

‌‌.ایزوتروپیک‌تصویری‌چی‌ریت،‌انحنای‌چی‌ریت،‌انحنای‌ ،‌انحنای‌هندسه‌فینسلر‌:های کلیدیواژه

 

 مقدمه

‌:کرد‌صورت‌معرفیدینرا‌ب‌فینسلری‌متریکبرای‌یک‌‌تصویری‌چی‌ریتمفهوم‌انحنای‌(‌2009)در‌سال‌ نش

(9)                                                           ‌
‌آن ‌انحنای‌‌ ‌که‌در ‌هندسرکمیت‌غیر‌یک‌ بیانگر ‌در ‌نقش‌مهمی‌را ‌بازی‌می‌ۀیمانی‌است‌و ‌   ‌و‌کندفینسلر

‌4بروالد‌نسبت‌به‌التصاق‌3مشتق‌کواریان‌افقی‌ۀدهندنشان‌   ‌چنین‌نماد‌هم‌[.1]است‌‌چی‌ریتانحنای‌‌ۀدهندنشان

‌و‌است

    
 

   
   

‌صورت‌تصویری‌را‌به‌چی‌ریتانحنای‌‌ۀرابط(‌2092)‌و‌همکاران‌ چنگ

(2)             
   

   
       

   

      
                                        ‌

‌ ‌انحنای‌‌های‌متریکبیان‌و ‌به‌چی‌ریتراندرزی‌از ‌کامل‌دسته‌تصویری‌مسطح‌را ‌[2]‌بندی‌کردندطور ‌متریکیک‌.

‌.      تصویری‌مسطح‌گوییم‌هرگاه‌چی‌ریتفینسلر‌را‌از‌انحنای‌

‌       ‌صورت‌به‌که‌دهندرا‌تشکیل‌می‌فینسلری‌های‌متریک‌خاص‌از‌و‌مهم‌ایدسته‌هامتریک‌‌       

‌‌می‌تعریف ‌درشوند    آن‌‌که
𝛽

𝛼
         ،‌ریمانی‌متریک‌یک‌                    ‌،

      
‌رد‌مثبت‌یک‌تابع‌    و‌‌ روی‌‌صورت  یک‌‌‌  ‌فرض‌.است‌  ‌ۀاز ‌        ‌با ‌تابع‌‌آن، گاه

                                                           
 b.rezaei@urmia.ac.irنویسنده مسئول           *

1. Z. Shen 

2. Isotropic projective Ricci curvature 
3. Horizontal covariant derivative 

4. Berwald connection 

5. X. Cheng 
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     ‌‌ ‌روی‌را ‌شرایطی ‌گرفتن ‌نظر ‌در ‌با ‌‌ صورت‌‌  که ‌می‌متریکیک ‌یک‌فینسلری ‌را  متریکشود

‌:دهیم‌می‌قرار‌.نامیممی‌6راندرزی

      
 

 
                             

 

 
                  

‌آن‌نماد‌ ‌است‌‌αمتریک‌وابسته‌2ایتچیولوی نسبت‌به‌التصاق‌افقی‌مشتق‌کواریان‌ۀدهندنشان‌   که‌در چنین‌‌هم.

 :کنیمقرارداد‌می

  
              

                               
          

                      
              

                   
   

               
               𝛼                    

‌که‌در‌آن               
و‌‌            ‌.  

          
                

                
               

             
        

   

‌تعریف ‌متریکچی‌تصویری‌‌تانحنای‌ری‌ۀدهندنشان‌    و‌‌ ‌خمینۀفینسلری‌روی‌‌متریکیک‌‌ م‌فرض‌کنی:

 ‌‌ ‌به ‌بوسمن‌صورتنسبت ‌باشد‌ هاسدورف–حجمی ‌انحنای‌ صورت‌این‌در. ‌از ‌ایزوتروپیک‌ چی‌ریت را تصویری

‌:گوییم‌هرگاه

(3)                                                            ‌

‌آن‌ ‌در ‌اسکالر‌      که ‌‌ .‌است‌ روی‌‌یک‌تابع ‌انحنای ‌از ‌هرگاه‌‌چی‌ریترا ثابت‌‌ تصویری‌ثابت‌گوییم

‌دسته‌چی‌ریتراندرزی‌از‌انحنای‌‌های‌متریکدر‌ادامه‌‌.باشد ‌کنیمبندی‌میتصویری‌ایزوتروپیک‌را ‌9در‌واقع‌قضیه‌.

‌:استقابل‌بیان‌و‌اثبات‌

‌چی‌ریت‌از‌انحنای‌ ‌صورتدر‌اینباشد،‌‌ ‌خمینۀراندرزی‌روی‌‌متریکیک‌‌      کنیم‌‌فرض‌.5.5قضیه 

‌اگر‌‌تنهاتصویری‌ایزوتروپیک‌است‌اگر‌و‌

(4)                        
 
                          

                  ‌

( )   
                 

                                                 ‌

‌                                                                یا         (6)

‌.است‌ روی‌‌یک‌تابع‌اسکالر‌      و‌‌ یمانی‌ر‌متریک‌چی‌ریتانحنای‌‌ۀنشان‌دهند‌    که‌در‌آن‌نماد‌
‌چی‌ریت‌از‌انحنای‌ صورت‌در‌اینباشد،‌‌ ‌خمینۀروی‌‌راندرزی‌متریکیک‌‌     ‌فرض‌کنیم‌.2.5 قضیه

‌.مربعی‌باشد‌تصویری‌چی‌ریتاست‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌از‌انحنای‌ر‌پذیبرگشت‌تصویری
‌ ‌گاهایزوتروپیک‌باشد،‌آنو‌‌تصویری‌مربعی‌چی‌ریتراندرزی‌از‌انحنای‌‌متریکیک‌‌     اگر‌‌.3.5 ۀنتیج

‌.یمانی‌استر
‌

‌

                                                           
6. Randers metric 

7. Levi-Civita connection 

8. Busemann-Hausdorff volume form 
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 مقدمات

است‌از‌‌عبارت‌‌‌ ی‌‌صورت‌یک‌ساختار‌فینسلری‌رو‌،‌در‌این‌پذیر‌باشد‌دیفرانسیل‌خمینۀیک‌‌‌‌ م‌کنی‌‌فرض

‌:‌‌که‌در‌شرایط‌زیر‌صدق‌کند‌          ت‌نگاش
‌؛باشد ‌‌‌‌‌‌هموار‌          ی‌رو   ‌.9
λبه‌ازای‌هر‌‌یعنی‌‌.باشد‌از‌درجه‌یک‌1همگن‌مثبت ‌‌ ی‌رو   ‌‌.2 ‌؛  

                 
‌؛مثبت‌باشدمعین‌90ن‌‌‌ماتریس‌زیر‌موسوم‌به‌ماتریس‌هسیا‌‌‌‌‌‌  ز‌ا‌     ‌‌‌ره‌ازای‌هب‌.3

         
 

 

         

      
  

‌باشی‌   ی‌ازایعنی‌به ‌        م‌داشته ‌این‌‌.ندهست‌‌‌  رتانسوهای‌‌‌لفه‌‌مو‌   ه‌ک، را‌‌     صورت‌‌‌‌در

 ‌.گوییم‌99را‌تابع‌اساسی‌فینسلری‌  وفینسلری‌‌خمینۀ

فینسلری‌‌خمینۀدر‌‌    ‌صورت‌منحنیباشد،‌در‌این‌ ‌خمینۀفینسلری‌روی‌‌متریکیک‌‌ م‌کنی‌فرض‌

‌:کند‌در‌معادله‌زیر‌صدق‌یک‌است‌هرگاهزژئودو‌     

                                              

‌:شودتعریف‌می‌ ‌صورت‌روی‌دینو‌ب‌است‌  متریکضرایب‌اسپری‌حاصل‌از‌‌  که‌

   
 

 
                          

               ،‌      که‌در‌آن‌
  ‌

‌:شوندصورت‌تعریف‌می‌دینبند‌که‌هست‌   های‌خطی‌روی‌فضای‌مماس‌یمان‌یک‌خانواده‌از‌نگاشتر‌انحنای

                              

‌:صورت‌بیان‌کرد‌دینب‌   های‌فضای‌توان‌نسبت‌به‌پایهرا‌می‌  حالت‌موضعی‌که‌در‌

     
 

 

   
        

  ‌که‌طوریبه
    

‌:دنشوصورت‌تعریف‌می‌دینب‌و‌است‌  یمانرضرایب‌انحنای‌‌ۀدهندنشان‌      

  
   

   

   
   

    

      
    

    

      
 

   

   

   

   
  

‌:شودصورت‌تعریف‌می‌دینب‌و‌است،‌اثر‌انحنای‌ریمان‌چی‌ریتانحنای‌

           
        

 [.3]‌است‌  روی‌‌2ۀیک‌تابع‌معین‌مثبت‌از‌درج‌چی‌ریتطبق‌تعریف،‌انحنای‌

‌صورت‌دیگری‌و‌هاسدورف-حجمی‌بوسمن‌صورتحجمی‌مهم‌وجود‌دارند‌که‌یکی‌‌صورتفینسلر‌دو‌‌ۀدر‌هندس

       فرض‌کنیم‌.‌است‌92تامسون-هالمس‌حجمی
       و‌‌   دلخواه‌برای‌‌ۀپای‌ 

  پایه‌دوگان‌برای‌‌ 
  ‌‌

  صورت‌زیر‌مجموعه‌باز‌کراندار‌باشند،‌در‌این
‌:کنیمصورت‌تعریف‌می‌دینرا‌ب‌  در‌‌ 

                                                           
9. Positive homogeneity 
10. Hessian matrix 

11. Fundamental Finsler function 

12. Holmes-Thompson 



 های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9316،‌پاییز‌و‌زمستان2،‌شماره‌3جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌501

 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

  
                       

           فرض‌کنیم‌
‌این‌صورت‌       ‌در ‌در‌نظر‌گرفتنحجمی‌دلخواهی‌باشد، ‌‌‌‌     ‌صورت‌با

‌‌:صورتبه

       
          

      
  

  

‌‌دستبه‌   حجمی‌‌صورت ‌آمده ‌بوسمن‌صورترا ‌می حجمی ‌آن‌نامیمهاسدورف ‌در ‌حجم‌‌بیان‌   ‌که گر

𝜔اقلیدسی‌و‌
 

انحراف‌‌حجمی‌مفهوم‌صورتبا‌در‌نظر‌گرفتن‌این‌‌[4].‌است‌  در‌‌  حجم‌اقلیدسی‌گوی‌واحد‌‌

‌:کنیمصورت‌تعریف‌می‌دینرا‌ب‌93از‌معیار

𝜏         

              

      
  

‌معیار‌همگن‌مثبت‌از‌درجواضح‌است‌که‌مفهوم‌ ‌استصفر‌‌ۀانحراف‌از فرض‌‌          ‌برای‌یک‌بردار.

‌شرایطزیک‌ژئودو‌      کنیم‌ ‌این‌        ‌و‌      ‌یک‌با ‌در ‌انحنایباشد، ‌ب‌ ‌صورت صورت‌‌دینرا

‌:کنیمتعریف‌می

       
 

  
 𝜏                    

‌:یعنی.‌است‌هایکزروی‌ژئودو‌‌𝜏مشتق‌تحدید‌ ‌در‌واقع‌انحنای‌مذکوربنابر‌تعریف‌

       𝜏         
 . 

‌،   ازای‌هر‌‌یعنی‌به‌.استیک‌‌ۀهمگن‌از‌درج‌ توان‌دید‌که‌انحنای‌می‌وضوح‌به‌

                 

‌:طرفی‌در‌مختصات‌موضعی‌داریم‌از

         
 𝜏

   
  

 𝜏

   
    

‌:صورت‌زیر‌بدست‌آوردبه‌ توان‌رابطه‌دیگری‌برای‌انحنای‌می‌مذکور‌ۀبا‌توجه‌به‌رابط

       
   

   
   

 

   
   σ

  
   

 

تصویری ایزوتروپیک چی ریتانحنای   

‌:بیان‌کردند‌(2)صورت‌را‌به‌یراندرز‌های‌متریکتصویری‌‌چی‌ریتانحنای‌(‌‌2092)‌چنگ‌و‌همکاران

(2) 
         

𝛼
               

 
                                        

                            
 𝛼 

    
                 

𝛼

           
   

‌

‌تصویری‌ایزوتروپیک‌باشد‌چی‌ریتاز‌انحنای‌‌ ‌کنیمفرض‌‌9.9قضیه‌لزوم‌شرط‌برای‌اثبات‌ ‌توجه‌به‌رابط. ‌(2)‌‌ۀبا

‌:شودنتیجه‌می

                                                           
13. Distortion 
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( ) ‌‌‌
      

𝛼
                

 
                                                                   

         
 𝛼 

  
  
                 

𝛼

  
         

       
‌

‌:شودنتیجه‌می‌(1)رابطه‌‌‌  در‌‌مذکوررب‌طرفین‌رابطه‌ضبا‌

(1) 
        𝛼                                                                                   

                    
                                 

       
‌

‌:بازنویسی‌کرد‌(90)صورت‌توان‌بهرا‌می‌مذکور‌ۀرابط‌

(90)    
 
    

 
    

 
                                                   ‌

‌که‌در‌آن

(99)                                                                          ‌

(92)        
                     

                            ‌

(93) 
      

𝛼
     

                           
                                   

                  
                                                             

 

(94) 
     𝛼         

                   
               

               

                      
                                     

‌

(9 )        
𝛼

                       
                               ‌

‌:داریم‌(99)‌‌ۀاز‌رابط

(96)    
 
    

 
                                                           ‌

(92)    
 
                                                                  ‌

‌:توان‌گفتمی‌(96)‌‌‌ۀرابطاز‌

(9 )     
 
     

 
                                                          ‌

‌ αکه‌نجاآاز
 

‌از‌رابطهست‌همنسبت‌بهاول‌‌هایایچند‌جمله‌  و‌‌ ‌از‌( 9)‌‌ۀند، ‌استفاده ‌با که‌توان‌گفت‌می‌   ‌و

 :کهطوریوجود‌دارد‌به‌ روی‌‌ یک‌تابع‌اسکالر‌

(91)                            
                

 
                ‌

‌:داریم‌( 9)‌در‌‌(91)‌‌ۀگذاری‌رابطبا‌جای

(20)    
 
                                                                ‌

‌:داریم‌(93)‌‌‌ۀچنین‌از‌رابط‌هم

(29) 

             

        
 
     

                      
                    ‌

‌  :کنیمبازنویسی‌می‌(22)‌صورترا‌به‌(91)‌‌ۀرابط

(22)    
𝛼

      
 
                   

                                   ‌

‌‌:داریم‌(99)‌‌ۀو‌با‌استفاده‌از‌رابط‌(20)‌در‌‌(29)‌‌ۀگذاری‌رابطبا‌جای

(23)                 
 
           

              
   

                                                                   ‌
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‌:داریم‌مذکور‌ۀدر‌نتیجه‌از‌رابط

(24)                                                                    ‌

(2 )   
               

                                                 ‌

‌:داریم‌( 2)‌و‌‌(24)‌،‌(22)‌علاوه‌با‌استفاده‌از‌روابط‌‌به

(26)                  
 
                                            ‌

(22)                                                           ‌

‌:خواهیم‌داشت‌(92)‌‌ۀرابطدر‌نتیجه‌از‌

(2 )                                                                        ‌

‌.‌          یا‌‌    شود‌که‌نتیجه‌می‌مذکور‌ۀاز‌رابطو‌

‌:داریم‌(2)‌‌ۀدر‌رابط‌9-9موجود‌در‌قضیه‌‌شرطگذاری‌سه‌زیرا‌با‌جای.‌اثبات‌کفایت‌شرط‌بدیهی‌است

               

‌.تصویری‌ایزوتروپیک‌است‌چی‌ریتاز‌انحنای‌‌ توان‌گفت‌صورت‌میدر‌این

‌چی‌ریتاز‌انحنای‌‌‌ صورت‌این‌در‌،باشد‌ ‌خمینۀراندرزی‌روی‌‌متریکیک‌‌     کنیم‌‌فرض‌.9.2نتیجه‌

‌:روابط‌برقرار‌باشند‌این‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌مسطح‌استتصویری‌

             
 
                          

             

  
                 

                           

                                        یا        

 

 پذیر تصویری برگشت چی ریتراندرزی از انحنای  های متریک. 3

‌:باشد‌یعنی‌پذیرتصویری‌برگشت‌چی‌ریتانحنای‌از‌‌     فرض‌کنیم‌

                    
‌:قضیه‌زیر‌قابل‌بیان‌است‌‌صورتدر‌این

‌کنیم‌ .5.3قضیه  ‌‌     فرض ‌‌متریکیک ‌روی ‌باشد‌ ‌خمینۀراندرزی ‌این. ‌انحنای‌‌ صورت‌در ‌از را

 :اگر‌و‌فقط‌اگر‌استپذیر‌تصویری‌برگشت‌چی‌ریت

(21)   
               

                                                   ‌

‌          یا‌‌                                                          (30)

‌.تصویری‌مربعی‌است‌چی‌ریتاز‌انحنای‌‌ در‌این‌حالت‌

 و(‌2)‌ۀبا‌استفاده‌از‌رابط‌پذیر‌باشد،تصویری‌برگشت‌چی‌ریتاز‌انحنای‌‌ ‌کنیمفرض‌می: برهان

                   
‌:شودنتیجه‌می

(39)       
                 

           
                             ‌
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‌:است‌(32)‌ۀکه‌معادل‌با‌رابط

(32)    
 
    

 
                                                          ‌

‌که‌در‌آن‌

(33)       
               

                                              ‌

(34)        
                

                                        ‌

(3 )         
             

               
                        ‌

‌:داریم‌(32)‌‌ۀاز‌معادلبراین‌‌بنا

(36)    
 
                                                                 ‌

(32)                                                                         ‌

‌:آوریمدست‌می‌بهرا‌‌( 3)‌ۀرابط‌(36)‌‌ۀاز‌رابط

(3 )   
               

                                                  ‌

‌:داریم‌(32)‌در‌‌( 3)‌‌ۀگذاری‌رابطبا‌جای.‌است‌(21)‌‌ۀهمان‌معادل‌مذکور‌ۀرابط

(31)                                                                         ‌

‌.          یا‌‌    ‌در‌نتیجه‌

‌از‌فرض‌برقرار‌بودن‌روابط‌ در‌‌(31)‌و‌‌( 3)‌گذاری‌روابط‌و‌با‌جای‌(30)‌و‌‌(21)‌اثبات‌کفایت‌شرط‌بدیهی‌است‌زیرا

‌:خواهیم‌داشت‌(2)‌‌ۀرابط

(40)                
 
                  

                       ‌

‌معادل ‌می‌وضوح‌به‌مذکور‌ۀاز ‌که‌دیده ‌‌ شود ‌انحنای ‌استتصویری‌برگشت‌چی‌ریتاز ‌پذیر ‌واقع‌. ‌انحنای‌‌ در از

‌.شودمی اثباتکفایت‌شرط‌‌بیترتنیابه‌.تصویری‌مربعی‌است‌چی‌ریت

‌:یعنی،‌ایزوتروپیک‌باشد‌ از‌انحنای‌‌ ‌فینسلری‌متریک‌فرض‌کنیم‌‌

           

‌:داریمصورت‌در‌این.‌است‌ ‌خمینۀیک‌تابع‌اسکالر‌روی‌‌      که‌در‌آن‌

              

                               

‌تصویری‌مربعی‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌چی‌ریتاز‌انحنای‌‌ در‌این‌حالت‌‌.‌       و‌‌      که‌در‌آن‌

(49)                                 
                                        

‌:استقابل‌بیان‌‌3-2قضیه‌‌مذکور‌ۀبا‌استفاده‌از‌رابط

‌چی‌ریتاز‌انحنای‌‌بوده‌و‌ بعدی‌  ‌خمینۀراندرزی‌روی‌‌متریکیک‌‌     کنیم‌فرض‌می‌ .2.3قضیه 

‌. 0  تصویری‌مربعی‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌چی‌ریتاز‌انحنای‌‌ ‌صورتدر‌اینمربعی‌باشد،‌

باشد،‌‌یراندرز‌متریکیک‌‌     کنیم‌فرض.‌کنیملزوم‌شرط‌را‌اثبات‌می.‌کفایت‌شرط‌بدیهی‌است: برهان

 :صورتدر‌این



 های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9316،‌پاییز‌و‌زمستان2،‌شماره‌3جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌552

 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

(42)          
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𝛼
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‌و

(43)   
       

 

𝛼
               

 

𝛼
                 

 

𝛼
            

 

𝛼
           

                                                         

فرض‌کنیم‌.‌استبندی‌ها‌و‌سپس‌جمعمجموع‌چرخش‌روی‌اندیس‌ۀدهندنشان‌         که‌در‌آن‌نماد‌

‌:صورت‌داریممربعی‌باشد‌در‌این‌چی‌ریتاز‌انحنای‌‌ 

(44)                                                                            ‌

‌:داریم‌(49)‌‌ۀدر‌رابط‌(44)‌و‌‌(43)‌،‌(42)‌گذاری‌روابط‌‌با‌جای

(4 )          
 

𝛼
                         

 

𝛼
                 

 
  

𝛼
       

 

𝛼
                                                                                             

‌.   براین‌بنا.‌   زمانی‌برقرار‌است‌که‌‌( 4)‌‌ۀشود‌که‌رابطدیده‌می‌وضوح‌به
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