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تحلیل برآوردگر بیزی مورد انتظار و برآوردگر بیزی سلسله مراتبی برای 
ع رایلی تحت نمونه یحاصل از توز  پارامتر یک سیستم قابلیت اطمینان

 نوع دوم ۀسانسور فزایند
 

 الله دیریعین

 ، گروه آمار دانشگاه آزاد اسلامی واحد قائمشهر
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 چکیده 
مطرح    "  برآوردگرهای بیزی مورد انتظار "تعریف جدیدی از برآوردگرهای بیزی را با نام  ،  برای اولین بار  (2004)هان  

از این رو، هدف ( مطرح کردند  1972لیندلی و اسمیت )بود که    "بیز سلسله مراتبی"این رویکرد جدید، تعمیم روش  کرد.  

پارامتر یک  برای  برآوردگر بیزی سلسله مراتبی  و  انتظار  برآوردگر بیزی مورد  این تحقیق، بررسی و مقایسه  اصلی ما در 

همین منظور،  باشد. به  فزاینده نوع دوم میهای سانسور  تمال رایلی تحت دادهسیستم قابلیت اطمینان حاصل از توزیع اح

کنیم، در این قضایا قضیه بیان می  سههای برآوردگر بیزی مورد انتظار و برآوردگر بیزی سلسله مراتبی را در غالب  ویژگی 

های پیشین مختلف دهیم که مقادیر برآوردگرهای بیزی مورد انتظار و برآوردگر بیزی سلسله مراتبی تحت توزیعنشان می

 به سمت صفر همگرا هستند. 

 .پیشین، توزیع سلسله مراتبی ع برآوردگر بیزی مورد انتظار، توزیع رایلی، توزیهای کلیدی: اژهو

 

 مقدمه 

هایی است که در قابلیت اطمینان توزیع رایلی یکی از پرکاربردترین توزیع   باشد.توزیع رایلی حالت خاصی از توزیع وایبول می

 توزیع رایلی  توزیع احتمال رایلی را معرفی و خواص این توزیع را مورد بررسی قرار داد.  برای اولین بار، لرد رایلی.  رودکار می هب

های الکتریکی دارای در دستگاه احتمالی  این مدل  ، همچنین  گیردصورتی وسیع مورد استفاده قرار می سازی آماری به در مدل

متغیر تحت    شود کهکار گرفته می ه  در مواردی ب   لاًتوزیع احتمال رایلی معمو  .سزایی داردخلا و مهندسی ارتباطات نقش به 

بیشتر   ۀ برای مطالع  که هر دو دارای توزیع نرمال با واریانس مشابه باشند.  طوری   به   ؛ است  مستقل از هم  ۀ لفؤبررسی دارای دو م 

تابع چگالی احتمال توزیع   مراجعه کرد.  ( 1994)  بالا کریشنان و جانسون از    پیوسته   ۀهای یک متغیرتوزیع کتاب  توان به  می

 شود.به صورت زیر تعریف می  Ɵ رایلی با پارامتر مقیاس

   (1) 𝑓(𝑥|𝜃) = 2𝜃𝑥𝑒−𝜃𝑥
2
  ,           𝑥, 𝜃 > 0 

 . باشدرایلی به صورت زیر می )تجمعی(همچنین تابع توزیع احتمال

   (2) 𝐹(𝑥|𝜃) = 1 − 𝑒−𝜃𝑥
2
,           𝑥, 𝜃 > 0 

)   ۀاید اسمیت  و  لیندلی  بار  اولین  را  مراتبی  سلسله  پیشین  )1972توزیع  هان  و سپس  کردند  مطرح  ( ساختار  1997( 

های پیشین سلسله مراتبی را تعمیم و کاربردهای آن را مطرح کرد. در این راستا مقالات متعددی به چاپ رسید، برای توزیع 

( برای برآورد نرخ شکست در توزیع 1998توان به، هان )مشاهده کاربردهای روش بیزی سلسله مراتبی می مطالعه بیشتر و  
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( برای برآورد قابلیت اطمینان سیستم  1999( برای برآورد پارامترهای توزیع پاسکال، هان و لی )1999نمایی، لینگ و شی )

 دند، اشاره کرد. ( برای برآورد نرخ شکست مورد استفاده قرار دا1999و هان )

، به عنوان یک  𝜃( مطرح کردند، ابرپارامتر موجود در توزیع پیشین  1972در رویکرد سلسله مراتبی که لیندلی و اسمیت )

 𝜃پارامتر از پارامترهای توزیع    یک ابر  𝑏شود. در این روش فرض کنید  متغیر تصادفی با یک توزیع خاص در نظر گرفته می 

  باشد در این  𝜋2(𝑏)دارای تابع چگالی پیشین    𝑏و ابر پارامتر    𝜋1(𝜃|𝑏)دارای تابع چگالی پیشین    𝜃باشد. فرض کنید  

 شود.به صورت زیر تعریف می 𝜃صورت تابع چگالی سلسله مراتبی  

 (3) 
𝜋(𝜃) = ∫𝜋1(𝜃|𝑏)𝜋2(𝑏)𝑑𝑏  ,          𝑏 ∈ Λ

 

Λ

 

ها شامل  نهای بقا با استفاده از بیز سلسله مراتبی به دست آمده است که همگی آنتایجی در ارتباط با داده  اخیراً

کمک گرفت ولی   MCMCتوان از چندین روش محاسباتی مانند  باشد برای رفع این مشکل میهای پیچیده میانتگرال

هان برای رفع این مشکل  در نهایت  ر نامناسب خواهد بود.  با این وجود هنوز هم انتگرال گیری برای مسایل کاربردی بسیا

های ایده جدیدی با نام برآوردگرهای بیزی مورد انتظار را معرفی کرد. در سالبیز سلسله مراتبی،  ( با تعمیم روش  2004)

د انتظار ارائه مقالاتی در زمینه نظری و کاربردی برآوردگرهای بیزی سلسله مراتبی و بیزی مور  ،اخیر نویسندگان زیادی 

انتظار می بیزی مورد  برای مطالعه بیشتر رویکرد  به همین منظور  به، هان و دینگ ) کردند.  برآورد  2004توان  برای   )

( برای  2007( برای برآورد پارامترهای قابلیت اطمینان، هان )2005پارامترهای احتمال شکست و نرخ شکست، هان )

 ر دادند، اشاره کرد.  برآورد احتمال شکست مورد استفاده قرا

طول   های آزمونبررسی و تحلیل  قابلیت اطمینان تولیدات صنعتی، برای    زمینه کاری تحلیل بقا، کنترل کیفیت ودر  

بریده شده با اندازه نمونه کوچک  ناقص و  های  عمر محصولات با بالاترین قابلیت اطمینان، مهندسین اغلب با مجموعه داده

باعث ایجاد مشکلاتی در برآورد پارامترهای مربوط   ها قطعاًتمامی این نوع داده.  کار دارند  و  سر های سانسور شده  یا داده

مانند    ی های آمار بیزتوان روششود، در مقابل می های کلاسیک آماری میبه طول عمر محصولات با استفاده از تکنیک

ها به کار  گونه داده ، برای بررسی این(1977)  شدهسلسله مراتبی را که توسط لیندلی، اسمیت و هان مطرح    ی آمار بیز

در این مقاله   .شودهای محاسباتی استفاده می های پیچیده، از روشها نیز به دلیل وجود انتگرالچند در این روش  هر.  برد

بر    ( معرفی شده است2004که نخستین بار توسط مینگ هان )  "برآورد بیز مورد انتظار  "به ویژه از روشی جدید به نام  

کند که به صورت قضایای به کار رفته در این مقاله ثابت می  .کنیماستفاده می های سانسور فزاینده نوع دوم  اساس داده

داری به صورت کنند بنابراین تفاوت معنی به یک مقدار میل می   بیز سلسله مراتبیو    نتظاربیز مورد احدی دو برآوردگر،  

برآورد بیزی مورد انتظار به مراتب ساده بوده در   ۀمجانبی بین آنها وجود ندارد و نیز نباید غافل از این بود که محاسب

 آسان نخواهد بود. ه غالباً انتگرال بوده ک ۀحالی که برآورد بیزی سلسله مراتبی مرتبط با محاسب

اند، برای پارامتر مقیاس که از طرح سانسور فزاینده نوع دوم به دست آمده  ییهابه همین منظور ما در این مقاله، تحت داده

های توزیع رایلی هر دو روش برآوردگرهای بیزی سلسله مراتبی و برآوردگر بیزی مورد انتظار را به طور همزمان برای توزیع 

کنیم. پیشین مختلف مورد بحث و بررسی قرار داده و در نهایت رفتار مجانبی این برآوردگرهای پیشنهادی را با هم مقایسه می

محقق از  بعضی  برای   ان همچنین  همزمان  طور  به  را  انتظار  مورد  بیزی  و  مراتبی  سلسله  بیزی  برآوردگرهای  روش  دو  هر 

توان به،  از این برآوردگرها میهمزمان  برای مطالعه بیشتر استفاده   قرار دادند.  پارامترهای مدل تحقیق مورد بررسی و مقایسه

( برای برآورد پارامتر توزیع نمایی و ویژگیهای 2008یان )او هو و زیان( برای احتمال تغییر وضعیت مجانبی، جی2006هان )

های  ( برای برآورد نرخ شکست تحت داده2009)( برای برآورد نرخ شکست، هان  2008مجانبی برآوردگرهای پیشنهادی، هان )

خواص مجانبی برآوردگرهای پیشنهادی، آندو    ای و( برای برآورد پارامترهای توزیع دوجمله2009سانسور شده، وانگ و مااو ) 
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ابلیت اطمینان، زین هوم و  ق( برای برآورد احتمال شکست در  2010( برای مدل معادلات همزمان، وانگ و یوآن )2010)

( 2015(، )2011های سانسور شده نوع دوم، هان )تحت داده  XII( برای برآورد پارامترهای توزیع بور نوع  2011دیگران )

-( برای برآورد پارامترنسبت در توزیع دوجمله1395ای و اسفندیاری و دیگران )برآورد پارامترقابلیت اطمینان در توزیع دوجمله

برآوردگر بیزی مورد انتظار با برآوردگرهای کلاسیک مانند   ۀهمچنین برای مقایس  ه کرد.ی، مورد استفاده قرار دادند، اشارا

 ( مراجعه کنید. 2017محمد راشد ) ۀتوان به مقالنمایی ماکزیمم میبرآوردگر درست 

باشد. برای رسیدن به توزیع    θابر پارامتر موجود در توزیع پیشین    𝑏(، فرض کنید  2004پیشنهادی هان )   ۀبر نظری  بنا

 تابعی نزولی است را اعمال کنیم، یعنی  θتر، باید شرایطی که در آن تابع چگالی پیشین  پسین معقول 

 (4) 
𝐷 = { 𝑏 |  

𝑑𝜋(𝜃|𝑏) 

𝑑𝜃
< 0} 

، برآوردگر بیزی مورد انتظار برابر است با امید ریاضی برآوردگر بیز  θ̂Bیعنی  𝜃سپس با فرض پیوسته بودن برآوردگر بیز 

های بیشتر به هان  )برای مشاهده اثبات این مطالب و توضیح )در صورت وجود(، به عبارت دیگر 𝑏تحت توزیع چگالی پیشین  

 ( مراجعه شود( 1977و   2011)

 (5) 
𝜃𝐸𝐵 = ∫𝜃𝐵

 

𝐷

(𝑏) 𝜋(𝑏) 𝑑𝑏 

ساختار    . است  𝐷روی    𝑏نیز تابع چگالی پیشین    𝜋(𝑏)و    θبرآوردگر بیز    𝜃̂𝐵(𝑏)و    𝑏متغیر تصادفی    ۀ دامن  𝐷که در آن  

روش پیشنهادی   ۀمحاسبهای لازم برای  بخش ارائه شده است. در بخش دوم، تعاریف اولیه و فرمول   هشتحاضر در    ۀمقال

شده   بیان  اطمینان  قابلیت  پارامترهای  و  بیزی  سوم،برآوردگرهای  بخش  در  پیشین    است.  توزیع  مناسب  شرایط  اعمال  با 

𝜋(𝜃|𝑏)،  های پیشین مختلف برای  تحت توزیع   ،وردگرهای بیزی مورد انتظارآبرای برای  یهقضدهیم و همچنین  را ارائه می

بخش چهارم،  در  .  تاس توزیع رایلی  نتایج این بخش برای برآورد پارامتر    ۀهم   ؛ دهیم، ارائه می𝜋(𝑏)ابرپارامترهای توزیع پیشین 

تحت سه توزیع قابلیت اطمینان سیستم حاصل از توزیع رایلی  پارامتر  برآوردگر بیزی سلسله مراتبی از    ۀای برای محاسبقضیه

های ای برای بیان رفتار مجانبی برآوردگرهای پیشنهادی تحت توزیع قضیه،  پنجمدست آمده است. در بخش  ه  بپیشین مختلف  

بین این برآوردگرها پرداخته    ۀ )برآوردگرهای بیزی سلسله مراتبی و برآوردگرهای بیزی مورد انتظار( و رابط  پیشین مختلف 

تکرار کارایی برآوردگرهای    10000تحت چهار طرح سانسور و با    Rشده است. در بخش ششم این مقاله با استفاده از نرم افزار  

با هم مقایسه می را  نتایج حاصل دپیشنهادی  از  2ر جدول )کنیم،  با استفاده  ( آورده شده است. همچنین در بخش هفتم 

( به بررسی کارایی بین برآوردگرها پرداختیم، این نتایج در جداول 1های سانسور ارایه شده در جدول )های واقعی و طرح داده

 یم. پردازگیری و پیشنهادها میدر نهایت، در بخش هشتم به نتیجه  اند.( آورده شده8( الی ) 3)

 بیز و سانسور فزاینده نوع دوم گربرآورد. 1

)از کار افتادگی(،   گیرند گاهی قبل از شکستهایی که مورد آزمایش قرار میهای طول عمر و قابلیت اطمینان، واحددر آزمون 

از آزمایش خارج میگم می  یا  ترین  شوند. معروفواحدهای سانسور شده نامیده می  شوند، چنین واحدهایی معمولاًشوند و 

های سانسور معمول اول و طرح سانسور نوع دوم، اما یکی از نقاط ضعف روش های سانسور عبارتند از، طرح سانسور نوعطرح 

نوع جدیدی از  راستا    پذیر نیستند، در همینانعطاف   ،شکست  ۀ این است که آنها در حذف واحدها در نقط اول و نوع دوم نوع

نوع دوم    ۀرا طرح سانسور فزایند  طرح های سانسور که تعمیم یافته طرح سانسور نوع دوم است این مشکل را برطرف کرد و آن

 .های اخیر موجب محبوبیت آن شده استنامند و این امر در سال می
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های طول عمر صنعتی بلکه در روانشناسی بالینی نیز به کار  نوع دوم به غیر از آزمون  ۀ گیری سانسور فزایندطرح نمونه

دهد که تا قبل از پایان  گیری سانسورهای فزاینده نوع دوم این اجازه را به ما میطرح نمونه شود. حذف واحدها درگرفته می 

اند که در آن های سانسور شده، نوشتهعنوان داده  بای  ( کتاب 2000بالاکریشنان و آگگاروالا ) آزمایش، واحدها را حذف کنیم.

و کاندو و   ( 2008توان به کاندو )بیشتر می   ۀانواع سانسورها و کاربردهایشان مورد مطالعه قرار گرفت. همچنین برای مطالع 

طرح کلی را برای ( یک 2010و منابع ذکر شده مراجعه کرد. ایلیوپولاس و کرامر ) (2009و چن و دیگران )  (2009پرادهان )

 ( نشان داده شده است.  1) ه کردند که در شکل ئهای سانسور شده فزاینده نوع دوم اراداده

 
,𝑥𝑟1:𝑚,𝑛نوع دوم، که در آن   ۀتایی از طرح سانسور شده فزایند 𝑚نمایش نمونه  .1شکل 𝑥𝑟2:𝑚,𝑛, … , 𝑥𝑟𝑚:𝑚,𝑛 های شکست زمان  

,𝑟1)واحدهای نمونه( و   𝑟2, … , 𝑟𝑚   بیانگر اعداد متناظر از واحدهای حذف شده در آزمایش 

واحد تحت    𝑛باشد، فرض کنید در یک آزمایش طول عمر،  نوع دوم بدین صورت می  ۀگیری سانسور فزایندطرح نمونه

 گامی که اولین شکست مشاهده شد هن  )مرگ( مشاهده شود.  تا شکست 𝑚 خواهیم آزمایش در زمان صفر قرار دارند و می

های باقی مانده به طور تصادفی انتخاب شده و از آزمایش  تا از واحد   𝑟1(،  𝑥𝑟1:𝑚,𝑛اولین واحد نمونه    ۀ)یعنی زمان مشاهد

𝑛تا از   𝑟2(،  𝑥𝑟2:𝑚,𝑛دومین واحد نمونه    ۀ )یعنی زمان مشاهد  دومین شکست  ۀدر زمان مشاهد شوند.خارج می − 𝑟1 − 1 

ام )یعنی  𝑚شکست    ۀدر نهایت، در زمان مشاهد شوند.های باقیمانده به طور تصادفی انتخاب شده و از آزمایش خارج می واحد

𝑟𝑚(، تمام واحدهای باقی مانده یعنی  𝑥𝑟𝑚:𝑚,𝑛امین واحد نمونه  𝑚زمان مشاهده   = 𝑛 −𝑚 − 𝑟1 − 𝑟2 −⋯− 𝑟𝑚−1  

,𝑟1طرح سانسور، تمامی مقادیر سانسور یعنی  در این   شوند.تا از واحدهای آزمایش حذف می 𝑟2, … , 𝑟𝑚    همه از پیش مشخص

 اند.شده

,𝑋1فرض کنید   𝑋2, … , 𝑋𝑛   نمونه تصااادفی به حجم𝑛 ( باشااد. 1از توزیع رایلی با تابع چگالی احتمال داده شااده در )

𝑋فرض کنید نمونه   = (𝑋1:𝑚:𝑛, 𝑋2:𝑚:𝑛, … , 𝑋𝑚:𝑚:𝑛) های طول عمر و حاصال از ساانساور دادهای مرتب شاده از  نمونه

𝑅با طرح سااانسااور   𝑚 به حجم فزاینده نوع دوم = (𝑅1 = 𝑟1, 𝑅2 = 𝑟2, … , 𝑅𝑚 = 𝑟𝑚)  باشااد. در این صااورت تابع

 (2000بالاکریشنان و آگگاروالا  ) برابر است با، 𝜃نمایی از درست

 (6 ) 

𝐿(𝑥|𝜃) = 𝐴∏𝑓(𝑥(𝑖)|𝜃)

𝑚

𝑖=1

[1 − 𝐹(𝑥(𝑖)|𝜃)]
𝑟𝑖                         

=∏(2𝜃𝑥(𝑖)𝑒
−𝜃𝑥(𝑖)

2
) [1 − (𝑒−𝜃𝑥(𝑖)

2
)]
𝑟𝑖

𝑚

𝑖=1

 

= 𝐴(2𝜃)𝑚 {∏𝑥(𝑖)

𝑚

𝑖=1

} 𝑒−𝜃∑ (1+𝑟𝑖)𝑥(𝑖)
2𝑚

𝑖=1       

 
= 𝐴(2𝜃)𝑚 {∏𝑥(𝑖)

𝑚

𝑖=1

} 𝑒−𝜃𝑇                               
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 که در آن

𝐴 = 𝑛(𝑛 − 𝑟1 − 1)…(𝑛 − ∑ 𝑟𝑖

𝑚−1

𝑖=1

−𝑚 + 1) 

شاود. در این مقاله، به عنوان یک متغیر تصاادفی با توزیع معلوم)توزیع پیشاین( در نظر گرفته می θدر رویکرد بیزی،  

 توزیع پیشین مزدوج به فرم زیر در نظر گرفته شده است.

 (7) 
𝜋(𝜃|𝑎, 𝑏) =

𝑏𝑎

𝛤(𝑎)
 θ𝑎−1 𝑒−𝑏𝜃  ,        𝜃 > 0 

𝛤(𝑎)که در آن  = ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝑎−1𝑑𝑡
∞

0
𝑎تابع گاما با ابر پارامترهای   > 0, 𝑏 >  باشد. می 0

,𝑎در روش بیزی ابرپارامترهای  𝑏 باشاند، در این صاورت توزیع چگالی پساین  مجهول ولی مقداری ثابت میθ  به صاورت

 آید.دست میه زیر ب

 (8 ) 

𝜋(𝜃|𝑇) =
𝜋(𝜃|𝑎, 𝑏) 𝐿(𝑥|𝜃)

∫ 𝜋(𝜃|𝑎, 𝑏) 𝐿(𝑥|𝜃)
∞

0
𝑑𝜃
                   

=

𝑏𝑎

𝛤(𝑎)
 θ𝑎−1 𝑒−𝑏𝜃𝐴(2𝜃)𝑚{∏ 𝑥(𝑖)

𝑚
𝑖=1 }𝑒−𝜃𝑇  

∫
𝑏𝑎

𝛤(𝑎)
 θ𝑎−1 𝑒−𝑏𝜃𝐴(2𝜃)𝑚{∏ 𝑥(𝑖)

𝑚
𝑖=1 }𝑒−𝜃𝑇

∞

0
𝑑𝜃

 

=
(𝑏 + 𝑇)𝑚+1

𝛤(𝑚 + 𝑎)
 𝜃𝑚𝑒−𝜃(𝑏+𝑇)                                                        

 ∼ 𝛤 (𝛼 = 𝑚 + 𝑎, 𝛽 =
1

𝑏 + 𝑇
)                                       

nحجم نمونه حاصل از طرح سانسور فزاینده نوع دوم و  𝑚که در آن،  − m باشد وتعداد واحدهای حذف شده می 

𝑇 =∑(1 + 𝑟𝑖)𝑋(𝑖)
2

𝑚

𝑖=1

,    ∑𝑟𝑖

𝑚

𝑖=1

= n −m 

𝛼، یک توزیع گاما با پارامترهای θتوزیع چگالی پساین  بنابراین   = 𝑚 + 𝑎  و 𝛽 =
1

𝑏+𝑇
اسات، در این صاورت برآوردگر 

 شود.، تحت تابع زیان درجه دوم به صورت زیر تعریف میθ پارامتر بیز

 (9) 
θ̂B = δ𝐵

𝜋(T) = E(𝜃|𝑇) = αβ =
m+ a

b + T
 .        

 رآوردگر بیزی مورد انتظار.  ب2

اند. اما در ابرپارامترهای موجود در آن به عنوان متغیرهای مجهول ولی ثابت فرض شاده، θبرآوردگر بیز    ۀدر محاساب

شاوند تا (، این پارامترها به عنوان متغیرهای تصاادفی در مدل ظاهر می1972رویکرد سالساله مراتبی لیندلی و اسامیت )

( نشاان داد که تابع 1977تری داشاته باشایم. برای رسایدن به چنین تابع چگالی پساینی، هان )تابع چگالی پساین معقول

 گیری از تابع پیشین داریم،مشتق باشد. پس با 𝜃چگالی پیشین باید تابعی نزولی از 
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𝜕

𝜕𝜃
𝜋(𝜃|𝑎, 𝑏) =

𝑏𝑎

𝛤(𝑎)
𝑒−𝑏𝜃θ𝑎−2 {(𝑎 − 1) − 𝑏θ} = 0 

→ 𝜃 =
𝑎 − 1

𝑏
                  

𝜕

𝜕𝜃
𝜋(𝜃|𝑎, 𝑏) =

{
 
 

 
 < 0 𝜃 >

𝑎 − 1

𝑏

= 0 𝜃 =
𝑎 − 1

𝑏

> 0 𝜃 <
𝑎 − 1

𝑏

 

𝜕

𝜕𝜃
𝜋(𝜃|𝑎, 𝑏) < 0 ⟺ 0 < 𝑎 < 1, 𝑏 > 0, 𝜃 > 0 

 بنابراین

 (10) 
𝐷 = {(𝑎, 𝑏)| 0 < 𝑎 < 1,   𝑏 > 0} 

تر فراهم شاده است. دسات آمده برای ابرپارامترها، شارایط لازم برای توزیع احتمال پساین مناسابه حال با محدودیت ب

توساط مقدار عددی و معلوم   𝑏کنیم متغیربیکران اسات و برای رفع این مشاکل، فرض می  𝑏اما در این محدودیت متغیر

𝑐  ( بیاان کرد کاه نیرومناد بودن برآوردگر نیاازی باه بزرگ بودن آن نادارد1982مغلوب شاااده بااشاااد، زیرا برگر )    برای(

لت کلی و برای سااادگی کار، ، بدون از دساات دادن حا( مراجعه شااود(1395بیشااتر به اساافندیاری و دیگران )  ۀمطالع

𝑎توان فرض کرد  می = 0و    1 < 𝑏 < 𝑐.    باا اعماال این محادودیات تاابع چگاالی پیشاااین گااماای𝜃    باه توزیع نماایی باا

 شود.تابع چگالی پیشین به صورت زیر بیان می ۀشود. در این صورت ضابطتبدیل می 𝑏پارامتر 

 (11) 
𝜋(𝜃|𝑏) = b 𝑒−𝑏𝜃   ,   0 < 𝑏 < 𝑐,   𝜃 > 0  

های مختلف پیشین، بر روی  ثیر توزیعأ( با استفاده از سه توزیع پیش فرض، برای بررسی و ت3( و )2(، )1های )در قضیه

های سانسور فزاینده نوع دوم، مورد بررسی قرار گرفته  برآوردگر بیزی مورد انتظار پارامتر مقیاس توزیع رایلی تحت نمونه

 است. 

( داده شده  11)  ۀ(، اگر تابع چگالی پیشین به صورت رابط1)  ۀبرای تابع چگالی احتمال رایلی داده شده در رابط.  1  ۀقضی

 گاه: آن باشد، 

 برابر است با، 𝜃دوم خطا، برآوردگر بیز پارامتر ۀالف( تحت تابع زیان درج

 (12) 
θ̂B =

m+ 1

b + T
                          

 ،bب( برای توابع چگالی احتمال پیشین مختلف 

 (13) 
𝜋1(𝑏) =

2(𝑐 − 𝑏)

𝑐2
 ,   0 < 𝑏 < 𝑐 

 (14) 
𝜋2(𝑏) =

1

𝑐
 ,    0 < 𝑏 < 𝑐              
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 (15) 𝜋3(𝑏) =
2𝑏

𝑐2
 ,   0 < 𝑏 < 𝑐             

 برآوردگر بیزی مورد انتظار به ترتیب برابر است با 

 (16) 
θ̂EB1 =

2(𝑚 + 1)

𝑐2
 [(𝑐 + 𝑇) 𝑙𝑛 (

𝑐 + 𝑇

𝑇
) − 𝑐] 

 (17) 
θ̂EB2 =

m+ 1

c
 ln (

c + T

T
)                                  

 (18) 
θ̂EB3 =

2(m + 1)

𝑐2
 [𝑐 − T ln (

c + T

T
)]             

𝑎با قرار دادن   : الف(برهان ) =  آید، پس، مطلوب به دست می ۀ(، نتیج9) ۀداده شده در رابط θ̂Bدر برآوردگر بیز  1

θ̂B =
m+ 1

b + T
 

در   𝜃𝐸𝐵( و باا توجاه باه تعریف برآوردگر بیز مورد انتظاار  12)  ۀداده شاااده در رابطا  θ̂Bبرای برآوردگر بیز  :  ب()  برهاان 

 ( داریم، 5) ۀرابط

𝜃̂𝐸𝐵 = ∫𝜃̂𝐵

 

𝐷

(𝑏) 𝜋(𝑏) 𝑑𝑏   , 𝐷 = {(𝑎, 𝑏) |𝑎 = 1, 0 < 𝑏 < 𝑐} 

(، با اساتفاده از تعریف به صاورت زیر 13)ۀ بنابراین، برآوردگر بیز مورد انتظار برای تابع چگالی احتمال داده شاده در رابط

 آید،به دست می

θ̂EB1 = ∫𝜃𝐵

 

𝐷

(𝑏) 𝜋1(𝑏) 𝑑𝑏                                     

= ∫
m+ 1

b + T

c

0

 
2(𝑐 − 𝑏)

𝑐2
 db                    

=
2(m + 1)

𝑐2
∫
(𝑐 − 𝑏)

b + T

c

0

  db                

     =
2(𝑚 + 1)

𝑐2
 [(𝑐 + 𝑇) 𝑙𝑛 (

𝑐 + 𝑇

𝑇
) − 𝑐] 

ۀ تحت تابع چگالی پیشااین داده شااده در رابط 𝜃𝐸𝐵برآوردگر بیز مورد انتظار    ۀهمچنین به طور متشااابه، برای محاسااب

 ( داریم،14)

θ̂EB2 = ∫𝜃𝐵

 

𝐷

(𝑏) 𝜋2(𝑏) 𝑑𝑏                                    

= ∫
m+ 1

b + T

c

0

 
1

c
 db                                  

=
m+ 1

c
 ln (

c + T

T
)                              
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 (، خواهیم داشت،15برای تابع چگالی پیشین ) 𝜃𝐸𝐵نهایت برآوردگر بیز مورد انتظار در 

θ̂EB3 = ∫𝜃𝐵

 

𝐷

(𝑏) 𝜋1(𝑏) 𝑑𝑏                              

= ∫
m+ 1

b + T

c

0

 
2b

𝑐2
 db                        

=
2(m + 1)

𝑐2
 [𝑐 − T ln (

c + T

T
)]. 

دارای تابع چگالی پیشاین  𝜃و متغیر تصاادفی   𝜃ابرپارامتری در پارامتر  𝑏اگر   :برآوردگر بیزی سالساله مراتبی . 2.1

𝜋1(𝜃|𝑏)  و تابع چگالی پیشاین ابرپارامتر𝑏    به صاورت𝜋2(b)  باشاد، در این صاورت بنابر پیشانهاد لیندلی و اسامیت

 برابر است با  𝜃( تابع چگالی پیشین سلسله مراتبی متناظر با 1972)

𝜋(𝜃) = ∫𝜋1(𝜃|𝑏)𝜋2(𝑏)𝑑𝑏  ,          𝑏 ∈ Λ
 

Λ

 

( تعریف شاده و همچنین فرض کنید توابع چگالی 11به صاورت ) 𝜋(𝜃|𝑏)یعنی  𝜃فرض کنید تابع چگالی پیشاین  

( تعریف شده باشند. در این صورت توابع چگالی پیشین سلسله مراتبی متناظر با 15( و )14(، )13به صورت ) 𝑏  پیشین

 برابر است با: 𝑏های چگالی

 (19) 
𝜋4(𝜃) =  

2

𝑐2
 ∫ 𝑏(𝑐 − 𝑏)𝑒−𝑏𝜃 

𝑐

0

𝑑𝑏 

 (20) 𝜋5(𝜃) =  
1

𝑐
 ∫ 𝑏𝑒−𝑏𝜃 

𝑐

0

𝑑𝑏                  

 (21) 𝜋6(𝜃) =  
2

𝑐2
 ∫ 𝑏2𝑒−𝑏𝜃 

𝑐

0

𝑑𝑏              

به  𝜃( داده شااده باشااد، اگر توابع چگالی پیشااین ساالسااله مراتبی 1فرض کنید تابع چگالی احتمال رایلی ) :2  ۀقضای

تحت تابع زیان توان دوم خطا، برآوردگرهای بیزی سالساله مراتبی متناظر با هر   گاهآن( باشاند.  15( و )14(، )13صاورت )

 به ترتیب برابر است با: 𝜃یک از توابع پیشین 

 (22) 

 

 

 

 

 

 

 

 

θ̂HB1 = (𝑚 + 1)
 ∫  

𝑏(𝑐 − 𝑏)
(𝑏 + 𝑇)𝑚+2

 
𝑐

0
𝑑𝑏 

∫  
𝑏(𝑐 − 𝑏)
(𝑏 + 𝑇)𝑚+1

 
𝑐

0
𝑑𝑏
      

      = (𝑚 + 1) {
𝑐 + 2𝑇

𝑚
[
1

𝑇𝑚
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚
] −

1

𝑚 − 1
[
1

𝑇𝑚−1
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚−1
] 

−
𝑇(𝑐 + 𝑇)

𝑚 + 1
[
1

𝑇𝑚+1
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚+1
]} 

 {
𝑐 + 2𝑇

𝑚 − 1
[
1

𝑇𝑚−1
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚−1
] −

1

𝑚 − 2
[
1

𝑇𝑚−2
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚−2
]⁄  

−
𝑇(𝑐 + 𝑇)

𝑚
[
1

𝑇𝑚
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚
]}        

 و
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θ̂HB2 = (𝑚 + 1)
 ∫  

𝑏

(𝑏+𝑇)𝑚+2
 

𝑐
0 𝑑𝑏 

∫  
𝑏

(𝑏+𝑇)𝑚+1
 

𝑐
0 𝑑𝑏

                                                                         (23)  

= (𝑚 + 1) {
1

𝑚
[
1

𝑇𝑚
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚
] −

𝑇

𝑚 + 1
[
1

𝑇𝑚+1
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚+1
]} 

 {
1

𝑚 − 1
[
1

𝑇𝑚−1
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚−1
] −

𝑇

𝑚
[
1

𝑇𝑚
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚
]}⁄  

 

 و

 (24) 

 

 

 

 

 

 

 

 

θ̂HB3 = (𝑚 + 1)
 ∫  

𝑏2

(𝑏 + 𝑇)𝑚+2
 

𝑐

0
𝑑𝑏 

∫  
𝑏2

(𝑏 + 𝑇)𝑚+1
 

𝑐

0
𝑑𝑏
         

= (𝑚 + 1) {
1

𝑚 − 1
[
1

𝑇𝑚−1
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚−1
] −

2𝑇

𝑚
[
1

𝑇𝑚
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚
] 

+
𝑇2

𝑚 + 1
[
1

𝑇𝑚+1
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚+1
]} 

 {
1

𝑚 − 2
[
1

𝑇𝑚−2
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚−2
] −

2𝑇

𝑚 − 1
[
1

𝑇𝑚−1
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚−1
]⁄  

−
𝑇2

𝑚
[
1

𝑇𝑚
−

1

(𝑇 + 𝑐)𝑚
]}               

چگالی پساین، تحت هر یک از توابع چگالی پیشاین سالساله مراتبی به صاورت بنابر تعریف فرمول بیز، ابتدا تابع   برهان:

 .شوندزیر تعریف می

ℎ4(𝜃|𝑇) =
𝜋4(𝜃) 𝐿(𝑥|𝜃)

∫ 𝜋4(𝜃) 𝐿(𝑥|𝜃)
∞

0
𝑑𝜃
      

=

2
𝑐2
 ∫ 𝑏(𝑐 − 𝑏)𝑒−𝑏𝜃 
𝑐

0
𝑑𝑏𝐴(2𝜃)𝑚{∏ 𝑥(𝑖)

𝑚
𝑖=1 }𝑒−𝜃𝑇 

∫
2
𝑐2
 ∫ 𝑏(𝑐 − 𝑏)𝑒−𝑏𝜃 
𝑐

0
𝑑𝑏𝐴(2𝜃)𝑚{∏ 𝑥(𝑖)

𝑚
𝑖=1 }𝑒−𝜃𝑇

∞

0
𝑑𝜃
      

=
𝜃𝑚𝑒−𝜃𝑇  ∫ 𝑏(𝑐 − 𝑏)𝑒−𝑏𝜃 

𝑐

0
𝑑𝑏 

∫  
𝛤(𝑚 + 1)
(𝑏 + 𝑇)𝑚+1

𝑏(𝑐 − 𝑏) 
𝑐

0
𝑑𝑏

                                                  

 به طور متشابه داریم

ℎ5(𝜃|𝑇) =
𝜋5(𝜃) 𝐿(𝑥|𝜃)

∫ 𝜋5(𝜃) 𝐿(𝑥|𝜃)
∞

0
𝑑𝜃
                     

=
𝜃𝑚𝑒−𝜃𝑇  ∫ 𝑏𝑒−𝑏𝜃 

𝑐

0
𝑑𝑏 

∫  
𝛤(𝑚 + 1)
(𝑏 + 𝑇)𝑚+1

𝑏 
𝑐

0
𝑑𝑏

 

 و
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ℎ6(𝜃|𝑇) =
𝜋6(𝜃) 𝐿(𝑥|𝜃)

∫ 𝜋6(𝜃) 𝐿(𝑥|𝜃)
∞

0
𝑑𝜃
                       

=
𝜃𝑚𝑒−𝜃𝑇  ∫ 𝑏2𝑒−𝑏𝜃 

𝑐

0
𝑑𝑏 

∫  
𝛤(𝑚 + 1)
(𝑏 + 𝑇)𝑚+1

𝑏2 
𝑐

0
𝑑𝑏

 

در این صاورت متناظر تحت تابع زیان توان دوم خطا، برابر اسات با امید ریاضای توزیع پساین.  𝜃دانیم برآورد بیزی می

,ℎ6های پسین با توزیع ℎ5 , ℎ4 داریم، 

θ̂HB1 = δ𝐵
𝐻1(T) = ∫ 𝜃 

∞

0

ℎ4(𝜃|𝑇) 𝑑𝜃                          

= ∫ 𝜃
∞

0

𝜃𝑚𝑒−𝜃𝑇  ∫ 𝑏(𝑐 − 𝑏)𝑒−𝑏𝜃  
𝑐

0
𝑑𝑏 

∫  
𝛤(𝑚 + 1)
(𝑏 + 𝑇)𝑚+1

𝑏(𝑐 − 𝑏) 
𝑐

0
𝑑𝑏

 

= (𝑚 + 1)
 ∫  

𝑏(𝑐 − 𝑏)
(𝑏 + 𝑇)𝑚+2

 
𝑐

0
𝑑𝑏 

∫  
𝑏(𝑐 − 𝑏)
(𝑏 + 𝑇)𝑚+1

 
𝑐

0
𝑑𝑏
               

 ،به طور متشابه داریم

θ̂HB2 = δ𝐵
𝐻2(T) = ∫ 𝜃 

∞

0

ℎ5(𝜃|𝑇) 𝑑𝜃             

= (𝑚 + 1)
 ∫  

𝑏
(𝑏 + 𝑇)𝑚+2

 
𝑐

0
𝑑𝑏 

∫  
𝑏

(𝑏 + 𝑇)𝑚+1
 

𝑐

0
𝑑𝑏

 

 و

θ̂HB3 = δ𝐵
𝐻3(T) = ∫ 𝜃 

∞

0

ℎ6(𝜃|𝑇) 𝑑𝜃              

= (𝑚 + 1)
 ∫  

𝑏2

(𝑏 + 𝑇)𝑚+2
 

𝑐

0
𝑑𝑏 

∫  
𝑏2

(𝑏 + 𝑇)𝑚+1
 

𝑐

0
𝑑𝑏

 

هدف ما در این بخش، بررسی رفتار مجانبی    های برآوردگر بیز مورد انتظار و بیز سلسله مراتبی:ویژگی.  2.2

برآوردگرهای پیشنهادی، برآوردگر بیز مورد انتظار و برآوردگر بیز سلسله مراتبی در قضایای   ۀبرآوردگرها و بررسی رابط

( است. اولین مطلب قابل بحث، بررسی 15( و )14(، ) 13)  ۀهای پیش فرض داده شده در رابط( تحت توزیع2( و )1)

بر اساس مقادیر برآوردگر بسنده   θ̂EB3و    θ̂EB1  ،θ̂EB2( یعنی  1)   ۀدست آمده در قضیه  بین برآوردگرهای ب  ۀرابط

Tکافی بزرگ باشد، یعنی    به قدر  𝑇حدی این برآوردگرها برای زمانی است که، برآوردگر    و رفتار  𝑇کامل  → . دومین  ∞

ب برآوردگرهای  بین  رابطه  بررسی  بحث،  قابل  قضیه  مطلب  در  آمده  یعنی  1)   ۀدست   )θ̂EB𝑖  , (𝑖 = 1, 2, و   (3
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, θ̂HB𝑖( یعنی  2)  ۀآمده از قضیدست  ه  برآوردگرهای ب (𝑖 = 1, 2, باشد. مطالب  های پیش فرض میتحت توزیع   (3

 ه شده است. ئ( ارا3) ۀبیان شده فوق در قضی

θ̂EB𝑖( برقرار باشااند و همچنین فرض کنید  2( و )1های )فرض کنید شاارایط قضاایه  .3 ۀقضای  , (𝑖 = 1, 2, 3) 

θ̂HB𝑖برآوردگرهای بیز مورد انتظار و   , (𝑖 = 1, 2, برآوردگرهای بیز سلسله مراتبی نسبت به توابع پیشین داده شده   (3

0باشند. در این صورت به ازای  < 𝑐 < 𝑇 داریم: 

θ̂EB1                                                                الف( > θ̂EB2 > θ̂EB3   

lim                                           ب( 
T→∞

θ̂EB1 = lim
T→∞

θ̂EB2 = lim
T→∞

θ̂EB3 

lim                                       ج( 
T→∞

θ̂EB𝑖 = lim
T→∞

θ̂HB𝑖  ,        (𝑖 = 1,2,3) 

  :( داریم18( و )17(، )16های )( و رابطه1) ۀنتایج قضیبر  بنا )الف( :برهان 

θ̂EB1 − θ̂EB2 =
2(𝑚 + 1)

𝑐2
[(𝑐 + 𝑇) 𝑙𝑛 (

𝑐 + 𝑇

𝑇
) − 𝑐] −

m + 1

c
 ln (

c + T

T
) 

=
m+ 1

c
 𝑙𝑛 (

𝑐 + 𝑇

𝑇
) +

2(𝑚 + 1)

𝑐2
𝑇𝑙𝑛 (

𝑐 + 𝑇

𝑇
) −

2(𝑚 + 1)

𝑐
                 

=
m+ 1

𝑐2
{(𝑐 + 2𝑇)𝑙𝑛 (

𝑐 + 𝑇

𝑇
) − 2𝑐}                                                         

=
m+ 1

𝑐2
{(𝑐 + 2𝑇)∑(−1)𝑛 (

𝑐

𝑇
)
𝑛+1 1

𝑛 + 1

∞

𝑛=0

− 2𝑐},                   
𝑐

𝑇
< 1 

=
m+ 1

𝑐2
{(𝑐 + 2𝑇)((

𝑐

𝑇
) −

1

2
(
𝑐

𝑇
)
2

+
1

3
(
𝑐

𝑇
)
3

−
1

4
(
𝑐

𝑇
)
4

+
1

5
(
𝑐

𝑇
)
5

         

−
1

6
(
𝑐

𝑇
)
6

+⋯) − 2𝑐} 

=
m+ 1

𝑐2
{(
𝑐2

𝑇
−
1

2

𝑐

𝑇2

3

+
1

3

𝑐

𝑇3

4

−
1

4

𝑐

𝑇4

5

+
1

5

𝑐

𝑇5

6

−
1

6

𝑐

𝑇6

7

+⋯)           

                          + (2𝑐 −
𝑐2

𝑇
+
2

3

𝑐

𝑇2

3

−
1

2

𝑐

𝑇3

4

+
2

5

𝑐

𝑇4

5

−
1

3

𝑐

𝑇5

6

+⋯) − 2𝑐} 

=
m+ 1

𝑐2
{(−

1

2

𝑐

𝑇2

3

+
1

3

𝑐

𝑇3

4

+
2

3

𝑐

𝑇2

3

−
1

2

𝑐

𝑇3

4

)                                           

+(−
1

4

𝑐

𝑇4

5

+
1

5

𝑐

𝑇5

6

+
2

5

𝑐

𝑇4

5

−
1

3

𝑐

𝑇5

6

) +⋯} 

=
m+ 1

𝑐2
{(
1

6

𝑐

𝑇2

3

+
1

6

𝑐

𝑇3

4

) + (
3

20

𝑐

𝑇4

5

−
2

15

𝑐

𝑇5

6

) +⋯}                         

=
m+ 1

𝑐2
{
1

6

𝑐

𝑇2

3

(1 −
𝑐

𝑇
) +

1

60

𝑐

𝑇4

5

(9 − 8
𝑐

𝑇
) +⋯} > 0                      

 ،توان نشان دادبه طور متشابه می

θ̂EB2 − θ̂EB3 > 0 
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 )ب(: برهان 

lim
T→∞

(θ̂EB1 − θ̂EB2) = lim
T→∞

(θ̂EB2 − θ̂EB3) 

     = lim
T→∞

m+ 1

𝑐2
{
1

6

𝑐

𝑇2

3

(1 −
𝑐

𝑇
) +

1

60

𝑐

𝑇4

5

(9 − 8
𝑐

𝑇
) +⋯} 

= 0                                                                                 

 

 بنابراین

lim
T→∞

θ̂EB1 = lim
T→∞

θ̂EB2 = lim
T→∞

θ̂EB3 

, 𝑎]ه  بر باز  پذیر ریمانو انتگرال  متغیری پیوسااته 𝑡 دانیم اگرمی: (ج) برهان  𝑏] مقدار ۀ  بر قضاای  بناگاه آن  ،باشااد

, 𝑎] ۀدر باز 𝑏1ی ، مقدار هاانتگرالمیانگین برای  𝑏] وجود دارد به طوری که 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 = 𝑓(𝑏1) 

 متغیری پیوسته و انتگرال پذیر ریمان است داریم 𝑏در این صورت چون 

∫
𝑏(𝑐 − 𝑏)

(𝑇 + 𝑏)𝑚+2

𝑐

0

𝑑𝑏 =
1

(𝑇 + 𝑏1)
𝑚+2

∫ 𝑏(𝑐 − 𝑏)
𝑐

0

𝑑𝑏            

=
𝑐3

6

1

(𝑇 + 𝑏1)
𝑚+2

 

, 0]در بازه  ی 𝑏2مقدار  بنابر قضیه مقدار میانگین، به طور مشابه 𝑐] وجود دارد به طوری که 

∫
𝑏(𝑐 − 𝑏)

(𝑇 + 𝑏)𝑚+1

𝑐

0

𝑑𝑏 =
1

(𝑇 + 𝑏2)
𝑚+1

∫ 𝑏(𝑐 − 𝑏)
𝑐

0

𝑑𝑏            

=
𝑐3

6

1

(𝑇 + 𝑏2)
𝑚+1

 

 داریم 𝜃𝐻𝐵1بنابراین با جایگذاری و ساده کردن 

𝜃̂𝐻𝐵1 = (𝑚 + 1)
 ∫  

𝑏(𝑐 − 𝑏)
(𝑏 + 𝑇)𝑚+2

 
𝑐

0
𝑑𝑏 

∫  
𝑏(𝑐 − 𝑏)
(𝑏 + 𝑇)𝑚+1

 
𝑐

0
𝑑𝑏
     

= (𝑚 + 1)
 
𝑐3

6
1

(𝑇 + 𝑏1)
𝑚+2 

𝑐3

6
1

(𝑇 + 𝑏2)
𝑚+1

 

=
𝑚 + 1

𝑇 + 𝑏1
 (
𝑇 + 𝑏2
𝑇 + 𝑏1

)
𝑚+1
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 با حدگیری از طرفین خواهیم داشت

lim
T→∞

𝜃𝐻𝐵1 = lim
T→∞

𝑚 + 1

𝑇 + 𝑏1
 (
𝑇 + 𝑏2
𝑇 + 𝑏1

)
𝑚+1

= 0 

 به طور مشابه داریم

lim
T→∞

𝜃𝐻𝐵2 = lim
T→∞

𝜃𝐻𝐵3 = 0 

 

با استفاده از بسط ماک لورن برای 
𝑐

𝑇
<  داریم 1

𝜃̂𝐸𝐵1 =
2(𝑚 + 1)

𝑐2
[(𝑐 + 𝑇) 𝑙𝑛 (

𝑐 + 𝑇

𝑇
) − 𝑐]                                                                     

=
2(𝑚 + 1)

𝑐2
[(𝑐 + 𝑇) ∑(−1)𝑛 (

𝑐

𝑇
)
𝑛+1 1

𝑛 + 1

∞

𝑛=0

− 𝑐]                                   

=
2(𝑚 + 1)

𝑐2
[(𝑐 + 𝑇) ∑(−1)𝑛 (

𝑐

𝑇
)
𝑛+1 1

𝑛 + 1

∞

𝑛=0

− 𝑐]                                   

=
2(𝑚 + 1)

𝑐2
{(𝑐 + 𝑇)((

𝑐

𝑇
) −

1

2
(
𝑐

𝑇
)
2

+
1

3
(
𝑐

𝑇
)
3

−
1

4
(
𝑐

𝑇
)
4

+
1

5
(
𝑐

𝑇
)
5

         

−
1

6
(
𝑐

𝑇
)
6

+⋯) − 𝑐} 

=
2(𝑚 + 1)

𝑐2
{(
𝑐2

𝑇
−
1

2

𝑐

𝑇2

3

+
1

3

𝑐

𝑇3

4

−
1

4

𝑐

𝑇4

5

+
1

5

𝑐

𝑇5

6

−
1

6

𝑐

𝑇6

7

+⋯)           

                          +(𝑐 −
1

2

𝑐2

𝑇
+
1

3

𝑐

𝑇2

3

−
1

4

𝑐

𝑇3

4

+
1

5

𝑐

𝑇4

5

−
1

6

𝑐

𝑇5

6

+⋯) − 𝑐} 

=
2(𝑚 + 1)

𝑐2
{(
𝑐2

𝑇
−
1

2

𝑐

𝑇2

3

−
1

2

𝑐2

𝑇
+
1

3

𝑐

𝑇2

3

)                                                    

+(
1

3

𝑐

𝑇3

4

−
1

4

𝑐

𝑇4

5

−
1

4

𝑐

𝑇3

4

+
1

5

𝑐

𝑇4

5

) + ⋯} 

=
2(𝑚 + 1)

𝑐2
{(
𝑐2

2𝑇
−
1

6

𝑐

𝑇2

3

) + (
1

12

𝑐

𝑇3

4

−
1

20

𝑐

𝑇4

5

) + ⋯}                         

=
2(𝑚 + 1)

𝑐2
{
1

6

𝑐2

𝑇
(3 −

𝑐

𝑇
) +

1

60

𝑐

𝑇3

4

(5 − 3
𝑐

𝑇
) +⋯}                             

 با حد گیری از طرفین داریم

lim
T→∞

𝜃̂𝐸𝐵1 = lim
T→∞

2(𝑚 + 1)

𝑐2
{
1

6

𝑐2

𝑇
(3 −

𝑐

𝑇
) +

1

60

𝑐

𝑇3

4

(5 − 3
𝑐

𝑇
) +⋯}

= 0                                                                                  

 به طور مشابه داریم

lim
T→∞

𝜃𝐸𝐵2 = lim
T→∞

𝜃𝐸𝐵3 = 0 

 Rافزار  با استفاده از نرم   RMSEبرآوردگرهای پیشنهادی از معیار    ییکارا  ۀر این بخش برای مقایسد  سازی:شبیه .  3.2

برآوردگرهای پیشنهادی در این تحقیق از چهار طرح مختلف سانسور    RMSEۀپردازیم. برای محاسبتکرار می  10000با  
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های های سانسور نوع دوم با طرحکنیم، که در آن برای تولید نمونه( استفاده می1فزاینده نوع دوم ارائه شده در جدول )

𝑅سانسور   = (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑚)   نوع دوم   ۀکنیم. نتایج حاصل، تحت چهار طرح سانسور فزایندیاز الگوریتم زیر استفاده م

 ( ارائه شده است.  2در جدول )
به  𝜃از توزیع رایلی با پارامتر  𝑚ساازی برای تولید نمونه تصاادفی ساانساور نوع دوم فزاینده به حجم الگوریتم شابیه

 :استصورت زیر  

 کنیم، یعنی تولید می (0,1)  ۀاز توزیع یکنواخت بر باز 𝑚ای به حجم ابتدا نمونه گام اول:

𝑊𝑖  ↝ 𝑈(0,1) , 𝑖 = 1,… ,𝑚 

 کنیم. ها را به صورت زیر تعریف می 𝑉𝑖متغیرهای  گام دوم:

𝑉𝑖 = 𝑊𝑖

1
(𝑖+𝑅𝑚+𝑅𝑚−1+⋯+𝑅𝑚−𝑖+1) , 𝑖 = 1,… ,𝑚 

 کنیم. به صورت زیر تولید می  (0,1)نمونه سانسور فزاینده نوع دوم از توزیع یکنواخت بر بازه  گام سوم: 

𝑈(𝑖) = 1 − 𝑉𝑚𝑉𝑚−1…𝑉𝑚−𝑖+1 ↝ 𝑈(0,1) , 𝑖 = 1,… ,𝑚 

 آیدبه صورت زیر به دست می 𝜃نمونه سانسور فزاینده نوع دوم از توزیع رایلی با پارامتر نهایتاًگام چهارم: 

𝑋(𝑖) = √
1

𝜃
𝑙𝑛(1 − 𝑈(𝑖)) , 𝑖 = 1,… ,𝑚 

کنیم سپس  بار تکرار می  𝐾( الگوریتم فوق را  4( تا )1برای برآوردگرهای پیشنهادی مراحل )  𝑅𝑀𝑆𝐸معیار    ۀبرای محاسب

 دهیم قرار می

𝑅𝑀𝑆𝐸 = √
1

𝐾
∑(𝜃 − 𝜃̂𝑗)

2
𝑘

𝑗=1

 

آن است که در تمام چهار طرح پیشنهادی، برآوردگرهای بیز مورد انتظار کاراتر از   ۀ ( بیان کنند2نتایج حاصل از جدول )

𝑅𝑀𝑆𝐸(θ̂EB𝑖)برآوردگر بیز سلسله مراتبی است زیرا در تمام حالات داریم،  < 𝑅𝑀𝑆𝐸(θ̂Hbi), 𝑖 = 1,2,3 . 

 

 
 نوع دوم ۀثر و طرح سانسور فزایندؤم ۀنمون ۀانداز  (:1جدول)

 شماره  )اندازه نمونه موثر، اندازه نمونه(  طرح سانسور فزاینده نوع دوم

R=(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2) 
R=(0,0,3,0,0,2,0,0,4,0,2,1,0) 

R=(0,0,4,2,0,0,4,0,0,0,3,0) 
R=(0,,4,,0,2,4,0,0,3) 

(23 ،25 ) 

(13 ،25 ) 

(12 ،25 ) 

(10 ،25 ) 

 

(1 ) 

(2 ) 

(3 ) 

(4 ) 
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 نمونه سانسور فزاینده نوع دوم چهار تحت   ،ریشه توان دوم خطامقادیر شبیه سازی شده،  (:2جدول شماره )
𝑅𝑀𝑆𝐸(θ̂HB3) 𝑅𝑀𝑆𝐸(θ̂HB2) 𝑅𝑀𝑆𝐸(θ̂HB1) 𝑅𝑀𝑆𝐸(θ̂EB3) 𝑅𝑀𝑆𝐸(θ̂EB2)   𝑅𝑀𝑆𝐸(θ̂EB1) 𝑅𝑀𝑆𝐸(θ̂B)   اندازه نمونه

 موثر

 
0.0002029176 

 
0.000203972 

 
0.0002061021 

 
0.0002039721 

 
0.0002039729 

 
0.0002039738 

 
0.0002039728 

 m =23 

 
0.00013476 

 
0.0001340533 

 
0.0001326499 

 
0.0001340534 

 
0.000134054 

 
0.0001340546 

 
0.0001340539 

 m = 13 

 
9.631907e-05 

 
9.548819e-05 

 
9.386207e-05 

 
9.548823e-05 

 
9.548854e-05 

 
9.548885e-05 

 
9.548849e-05 

 m =12 

 
9.208824e-05 

 
9.143706e-05 

 
9.014101e-05 

 
9.143704e-05 

 
9.143745e-05 

 
9.143786e-05 

 
9.14374e-05 

 m =11 

 

 مثال کاربردی. 3

های مختلف تحت چهار طرح سانسور فزاینده نوع دوم پارامتر مقیاس توزیع رایلی به روشدر این بخش به برآورد  

( ارائه شده در این بخش به  2011( که از ون و همکارانش )3های واقعی در جدول )شود. با استفاده از دادهپرداخته می

ترها با استفاده از برآوردگرهای پیشنهادی از  همچنین برای برآورد پارامپردازیم.  برآورد پارامتر مقیاس توزیع رایلی می

( 2011ها استفاده کردیم ون و همکارانش )های واقعی که ما در این مقاله از آنهای واقعی استفاده شده است. دادهداده

ز طرح  باشند همچنین در همان مقاله چهار نمونه مختلف با استفاده اها دارای توزیع رایلی مینشان دادند که این داده

های ممکن حاصل  کنید. در نتیجه نمونه(  مشاهده می7( الی )4سانسور فزاینده نوع دوم ارائه شده است که در جداول )

( آورده شده است. در نهایت، مقادیر برآوردگرهای پیشنهادی تحت  7( الی )3از این چهار طرح و نمونه کامل در جداول )

رفت این مقادیر همانند  ( ارائه شده است. همان طور که انتظار می8دوم، در جدول )چهار طرح نمونه سانسور فزاینده نوع  

( بیانگر آن است که در تمامی حالات مقادیر برآوردگر بیزی مورد انتظار، کمتر از مقادیر بیزی 3)  ۀنتایج بند )الف( از قضی

 . استسلسله مراتبی 
 

 
𝑛کامل به حجم : نمونه (3جدول شماره ) =  های واقعی توزیع رایلی از داده 25

i                 1            2             3               4                5               6             7             8                9 

x𝑖:𝑚:𝑛     7.88      28.92     33.00      41.52      42.12      45.60      48.48      51.84      51.96 

 

i               10             11           12             13           14            15           16           17            18 
x𝑖:𝑚:𝑛    54.12      55.56      67.80      67.80      67.80     68.64     68.64     68.88       84.12 

 

i                 19            20           21              22              23               24              25 

x𝑖:𝑚:𝑛      93.12      9.64      105.12      105.84      127.92      128.04      173.40 

 

 

 

 

 (1نمونه حاصل از طرح سانسور شماره ) (: 4جدول شماره )

i               1                2                3                  4                5               6               7                 8                  9 

x𝑖:𝑚:𝑛    17.88       28.92        33.00       41.52       42.12        45.60       48.48        51.84          51.96 

r𝑖               0               0                0                0                 0                0               0                 0                 0 

i              10              11               12              13              14             15            16               17             18 
x𝑖:𝑚:𝑛      54.12       55.56        67.80         67.80        67.80        68.64      68.64        68.88       84.12 

r𝑖              0                0                 0                  0                0                0               0                 0                0 

i                19             20              21               22               23 

x𝑖:𝑚:𝑛       93.12       9.64          105.12       105.84       127.92 

r𝑖                0               0                 0                  0                 0 
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 (2نمونه حاصل از طرح سانسور شماره ) (: 5جدول شماره )

i                1                  2                 3              4                5                6                7                  8               9 

x𝑖:𝑚:𝑛     17.88        28.92        33.00       42.12       45.60        48.48        51.84        51.96        67.80 

r𝑖               0                  0                3               0               0                2                0                   0              4   
i                10               11              12             13  

x𝑖:𝑚:𝑛       68.64         84.12        93.12       127.92 

r𝑖               0                  2                 1                0 

 ( 3نمونه حاصل از طرح سانسور شماره )  (:6جدول شماره )

i                  1                2                3                4                5                 6                7                 8                9 

x𝑖:𝑚:𝑛      17.88        28.92        33.00       51.84        51.96        67.80       68.64         93.12        98.64 

r𝑖               0                 0                4                 2               0                 0                4                  0                0   
i                10              11              12    

x𝑖:𝑚:𝑛     105.12      105.84      127.92 

r𝑖               0                3                 0            
 

 (4نمونه حاصل از طرح سانسور شماره ) (:7جدول شماره )

i                  1                 2               3                4                  5                6              7                8                  9 

x𝑖:𝑚:𝑛      17.88        28.92       33.00        51.84         51.96        67.80      68.64        98.64        105.12 

r𝑖                0                0                4                2                 0                 2              4                0                  0   
i                 10      
x𝑖:𝑚:𝑛      105.84   
r𝑖                 3     

 
 نمونه سانسور فزاینده نوع دومچهار تحت   مقادیر برآوردگرها، (:8جدول شماره )

θ̂HB3 θ̂HB2 θ̂HB1 θ̂EB3 θ̂EB2 θ̂EB1 θ̂B  طرح

 سانسور

0.9744911 0.9744514 0.9743827 0.9744653 0.9743945 0.9743237 0.9744044 (1 )  

0.9634915 0.9633023 0.9630331 0.9634367 0.9631395 0.9628467 0.9631918 (2 )  

0.9783232 0.9782535 0.9781384 0.9782844 0.9780434 0.9780434 0.9781831 (3 )  

0.9744911 0.9744514 0.9743827 0.9744653 0.9743945 0.9743237 0.9744044 (4 )  

 

 گیرینتیجه . 4

بین برآوردگرهای بیزی مورد انتظار و برآوردگر بیزی ساالسااله مراتبی  ۀهدف اصاالی ما در این مقاله، بررساای رابط

های ساانساور فزاینده نوع دوم بود، به همین منظور ابتدا تحت تابع زیان درجه دوم پارامتر مقیاس توزیع رایلی تحت داده

را برای توزیع رایلی با توزیع پیشاین مزدوج گاما و نمونه تصادفی حاصل از  طرح سانسور   𝜃خطا، برآوردگر بیزی پارامتر 

دسات آوردیم، ساپس با در نظر گرفتن ساه توزیع مختلف برای ابر پارامترهایی که در توزیع پیشاین  به فزاینده نوع دوم 

( ارائه 2( و )1را به ترتیب در قضاایای ) ظاهر شاده برآوردگرهای بیزی سالساله مراتبی و برآوردگرهای بیزی مورد انتظار

اند و در نهایت برای بررسای رفتار مجانبی برآوردگرهای بیزی سالساله مراتبی و برآوردگر بیزی مورد انتظار و بررسای شاده

رفت چون برآوردگرهای بیزی مورد . همان طور که انتظار میشاد( ارائه  3)  ۀدسات آمده قضایه بین برآوردگرهای ب ۀرابط

ظار، برآوردگرهای تعمیم یافته روش سالساله مراتبی هساتند در نتیجه رفتار این برآوردگرها در حالت مجانبی یکساان انت

 دید. (2017)مقاله راشد   درتوان میرا ( 3( و )2(، )1بود. روش دیگری برای اثبات قضایای )
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