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‌‌محض هم های با خاصیت اشتراک مدول

 

‌‌فر فرانک فرشادی
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 چکیده

محض‌هستند‌را‌بررسی‌کرده‌و‌نتایج‌جدیدی‌در‌مورد‌این‌‌اشتراک‌همهایی‌را‌که‌داری‌خاصیت‌‌در‌این‌مقاله،‌مدول

 .آوریم‌دست‌می‌هها‌را‌ب‌کلاس‌از‌مدول
‌.محض‌با‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌‌مدول.‌محض‌زیرمدول‌محض،‌زیرمدول‌هم‌:کلیدی هایواژه   

 

 مقدمه

گر‌‌نمایش‌علاوه،‌هب.‌یکانی‌هستند‌ها‌ناصفر‌و‌همه‌مدولبا‌عضو‌واحد‌‌جایی‌هیک‌حلقه‌جابRدر‌سراسر‌این‌مقاله

‌.هستندمجموعه‌اعداد‌صحیح‌

‌.های‌مورد‌نیاز‌آورده‌شده‌است‌در‌زیر‌برخی‌از‌تعریف

‌‌.مدول‌باشد–Rیک‌Mفرض‌کنیم:‌تعریف

R‌،INاز‌‌Iآل‌هرگاه‌برای‌هر‌ایده‌گوییم‌زیرمدول‌محضرا‌‌Mاز‌Nزیرمدول .9 N IM‌[2.] 

2. M[.5]گوییم‌هرگاه‌هر‌زیرمدول‌از‌آن‌محض‌باشد‌کاملاً‌محضرا‌‌‌ 

 ،‌از‌‌آل‌‌برای‌هر‌ایدهگوییم‌هرگاه‌محض‌‌همرا‌‌Mاز‌Nزیرمدول .3

. 

‌[.4]‌مدول‌است-Rاین‌تعریف‌در‌واقع‌دوگان‌تعریف‌زیرمدول‌محض‌از‌یک‌    

4. M[.5]‌محض‌باشد‌محض‌گوییم‌هرگاه‌هر‌زیرمدول‌از‌آن‌هم‌همکاملاً‌را‌‌‌‌ 

5. Mو‌0گوییم‌هرگاه‌‌محض‌ساده‌همرا‌Mمحض‌های‌هم‌تنها‌زیرمدولM[1]‌باشند. 

M Nموجود‌باشد‌به‌قسمی‌که‌Rاز‌Iآل‌،‌یک‌ایدهMاز‌Nگوییم‌هرگاه‌برای‌هر‌زیرمدول‌ضربیرا‌  IM‌[9.] 

‌‌Mگوییم‌می‌.6 ‌‌شرطدر ‌مضاعف ‌ساز ‌DAC)پوچ ‌می( ‌ایده‌صدق ‌هر ‌برای ‌هرگاه ‌‌Iآل‌کند ‌Rاز ،  

( ( 0 : ) )R MI Ann I‌[8.] 

9. M‌‌ ‌‌ضربی‌همرا ‌زیرمدول ‌برای‌هر ‌هرگاه ‌‌Nگوییم ‌یک‌ایدهMاز ‌به‌Rاز‌Iآل‌، ‌باشد که‌‌قسمی‌موجود

(0 : )MN I ][3.] 

IR

( : ) (0 : )M MN I N I 
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‌[.4]‌صدق‌کند‌(DAC)ساز‌مضاعف‌‌هم‌ضربی‌باشد‌و‌در‌شرط‌پوچ‌Mگوییم‌هرگاه‌ضربی‌قوی‌همرا‌‌ .8

‌درونریختی‌Mاز‌Nزیرمدول ‌هر ‌برای ‌هرگاه ‌گوییم ‌پایا ‌کاملاً f:را M Mباشیم‌ ‌داشته ،

( )f N N‌[92.] 

1. M‌‌ ‌را ‌جمع ‌خاصیت ‌هم‌همدارای ‌زیرمدول ‌دو ‌هر ‌مجموع ‌هرگاه ‌گوییم ‌زیرمدول‌‌محض ‌یک ‌آن محض

‌.[1]‌محض‌از‌آن‌باشد‌هم

ای‌از‌خصوصیات‌این‌کلاس‌از‌‌ده‌و‌پارهکرمحض‌را‌معرفی‌‌های‌‌،‌دوگان‌زیرمدول[4]فر‌‌انصاری‌طرقی‌و‌فرشادی

محض‌هستند‌را‌بررسی‌کرده‌و‌نتایج‌‌هایی‌را‌که‌داری‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌مدولدر‌این‌مقاله،‌.‌ها‌را‌برسی‌کردند‌مدول

‌.آوریم‌دست‌می‌هها‌را‌ب‌جدیدی‌در‌مورد‌این‌کلاس‌از‌مدول

‌

 نتایج اصلی

محض‌آن‌‌گوییم‌هرگاه‌اشتراک‌هر‌دو‌زیرمدول‌هم‌محض‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌همرا‌‌Mمدول–Rیک‌.2 تعریف‌

 .محض‌از‌آن‌باشد‌یک‌زیرمدول‌هم

 .1 مثال‌

ویژه،‌هب‌.محض‌است‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌محض‌هر‌مدول‌کاملاً‌هم.‌9
n

عنوان‌‌به‌
n

دارای‌خاصیت‌مدول‌-

‌.یک‌عدد‌خالی‌از‌مربع‌باشد‌nاگر‌و‌فقط‌اگر‌‌محض‌است‌اشتراک‌هم

‌.محض‌است‌محض‌ساده‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌هر‌مدول‌هم.‌‌2

3‌ .
4 2M  به‌‌ ‌‌را ‌می-عنوان ‌نظر ‌در ‌گیریم‌مدول .‌ فرض‌کنیم

4 0 N‌‌ ,1)و 1)K ‌،

های‌‌زیرمدول‌Kو‌Nکه‌دید‌توان‌می‌سادگی‌صورت‌به‌این‌در‌.،‌باشدشود‌تولید‌می‌(1,1)وسیلۀ‌بهکه‌‌یزیرمدول

‌هستند‌Mاز‌محضی‌هم ‌اما. (0,0),(2,0)N K محضی‌اززیرمدول‌هم‌Mبنابراین‌‌ ‌و ‌Mنبوده

‌.محض‌نیستدارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم

4‌ ‌یک‌عدد‌اول‌باشد‌pفرض‌کنیم‌که. مدول–های‌‌چون‌زیرمدول.
p‌،قابل‌مقایسه‌هستند

pعنوان‌به‌

 .محض‌است‌مدول‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم–

‌2.‌1)‌.3 لم  ‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم-Rیک‌Mاگر‌،([4]، ‌که ‌باشد یک‌زیرمدول‌‌Nمحض‌است‌و‌مدولی

M/و‌‌Nگاه‌باشد،‌آن‌Mمحض‌از‌هم Nمحض‌هستند‌نیز‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌.‌ 

هرگاه‌گوییم‌ناپذیر‌تحویل‌کاملاً‌راMمدول-RازNزیرمدول
i

i I

N N


،آن‌در‌که‌{ }i i IN 
‌از‌خانواده‌یک

iبرای‌‌گاه‌است،‌آن‌Mهای‌زیرمدول I،ای
iN N. زیرمدول‌از‌هر‌R-مدولMاشتراکی‌از‌‌صورت‌توان‌به‌را‌می‌

‌تحویل‌ناپذیر‌زیرمدول ‌تحویل‌ناپذیر.‌نوشت‌Mهای‌کاملاً برابر‌صفر‌‌Mبالاخص،‌اشتراک‌تمام‌زیرمدول‌های‌کاملاً

‌[.92]‌است

‌Lناپذیر‌اگر‌برای‌هر‌زیرمدول‌کاملاً‌تحویل.‌باشند‌Mمدول‌-Rدو‌زیرمدول‌از‌Kو‌‌Nفرض‌کنیم‌که‌‌.4ۀ تبصر‌

Kبا‌شرط‌‌Mاز Lداشته‌باشیم‌‌N L،گاه‌‌آن‌N K‌[6.]‌

 .محض‌است‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌Mدر‌این‌صورت.‌باشد‌پذیرتوزیعمدول‌–Rیک‌Mفرض‌کنیم‌.5ۀ قضی 

M
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‌،‌وضوح‌به.‌باشند‌Mمحضی‌از‌های‌هم‌زیرمدول‌Kو‌Nو‌‌Rآل‌از‌ایده‌Iمفرض‌کنی‌:برهان
(0 : ) ( : ).M MN K I N K I   

‌که‌‌طوری‌باشد‌به‌Mتحویل‌ناپذیر‌از‌ یک‌زیرمدول‌کاملاL‌ًحال‌فرض‌کنیم‌که

(0 : ) .MN K I L   

‌پذیر‌است،‌توزیع‌Mچون

( (0 : ) ) ( (0 : ) ) .M MN I L K I L L      

‌این ‌تحویل‌Lکه‌از ‌می‌کاملاً ‌است، 0)توان‌فرض‌کرد‌ناپذیر : )MN I L L  ‌ ‌هم‌Nچون. که‌محض‌است،

)دهدنتیجه‌می : )MN I L‌.پس( : )MN K I L‌.مطلوب‌حاصل‌است،‌4ۀ‌تبصر بنابررو،‌‌از‌این.‌

‌کنیم‌.6ۀ گزار  ‌باشد–Rیک‌Mفرض ‌مدول ‌صورت. ‌این ‌–Rعنوان‌به‌Mدر ‌خاصیت ‌دارای ‌اشتراکمدول

/عنوان‌‌به‌Mمحض‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌هم ( )RR Ann M–محض‌باشد‌مدول‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم.‌

‌.است‌حاین‌واض‌:برهان

‌ضربی‌قوی‌باشد‌مدول‌هم–Rیک‌Mفرض‌کنیم‌7ۀ قضی  ‌این‌. محض‌‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌Mصورتدر

 ‌.است

‌Jو‌Iهایی‌مانند‌آل‌ضربی‌است،‌ایده‌هم‌Mچون.‌باشند‌Mمحض‌از‌دو‌زیرمدول‌هم‌Kو‌Nفرض‌کنیم‌:برهان

0)که‌طوری‌موجودند‌به‌Rاز : )MN I0)و‌‌ : )MK J‌‌.پس‌

(0: ) (0: ) (0: ).M M MN K I J I J    

حال‌فرض‌کنیم‌که.‌‌هستند‌Rهای‌محضی‌از‌آل‌ایده‌Jو‌I،[4]‌از‌‌9332ۀبنابر‌قضی
1Iآل‌از‌یک‌ایده‌Rچون‌.‌باشد‌

دارای‌خاصیت‌جمع‌محض‌است،‌R ،[99]‌،339بنابر‌
1 1( ) ( )I I J I I J  ‌.داریم‌رو،‌از‌این:‌

1 1

1

( : ) ((0: ) : )

(0: ( ) ).

M M M

M

N K I I J I

I J I

 

   

‌:ضربی‌قوی‌است،‌داریم‌هم‌Mحال‌با‌توجه‌به‌این‌که

1 1

1

(0: ( ) ) (0: ) (0: )

(0: ).

M M M

M

I J I I J I

N K I

   

 
 

‌.محض‌است‌هم‌اشتراکدارای‌خاصیت‌‌Mبنابراین،

محض‌است‌اگر‌و‌فقط‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌Mدراین‌صورت.‌مدول‌باشد-Rیک‌‌Mفرض‌کنیم‌.8ۀ قضی 

‌داشته‌باشیم‌Mاز‌Kو‌Nمحضهای‌همو‌زیرمدول‌Rاز‌Iآلازای‌ایده‌اگر‌به

(0: ) ( (0: )) ( (0: )).M M MN K I N I K I     

محضی‌از‌های‌هم‌زیرمدول‌Kو‌Nو‌‌Rآل‌از‌ایده‌Iمحض،‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌Mمابتدا‌فرض‌کنی‌:برهان

Mبنابر‌فرض.‌باشند‌،N Kمحض‌از‌یک‌زیرمدول‌هم‌Mداریم‌رو،‌از‌این.‌است‌:‌

( : ) (0: ).M MN K I N K I   
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‌بنابراین‌حکم‌از‌این‌حقیقت‌که‌

( : ) ( : ) ( : )M M MN K I N I K I  

صورت‌‌در‌این.‌باشد‌Rآل‌از‌یک‌ایده‌Iو‌Mمحض‌از‌دو‌زیرمدول‌هم‌Kو‌Nبرعکس،‌فرض‌کنیم‌.‌شود‌نتیجه‌می

بنابر‌فرض،
‌‌
‌

(0: ) ( (0: )) ( (0: )).M M MN K I N I K I     

)حال‌چون‌     : ) (0 : )M MN I N I و‌‌‌( : ) (0 : )M MK I K I داریم‌،‌

( (0: )) ( (0: )) ( : ) ( : ) ( : )M M M M MN I K I N I K I N K I     

‌.و‌مطلوب‌حاصل‌است    

‌نوتری‌و‌Rفرض‌کنیم. 9ۀ گزار  ‌باشد–Rیک‌Mیک‌حلقه ‌مدول ‌ایده. ‌برای‌هر ‌ماکزیمال‌اگر ‌‌Pآل ،‌Rاز

PMمحض‌به‌عنوان‌‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم
PR–مدول‌باشد،‌آنگاهMمحض‌به‌‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌

 .مدول‌است–Rعنوان

،‌Rاز‌‌Pآل‌ماکزیمال‌در‌این‌صورت‌برای‌هر‌ایده.‌باشند‌Mمحض‌از‌دو‌زیرمدول‌هم‌Kو‌Nفرض‌کنیم‌:برهان 

‌گزار ‌بنابر ‌[1]‌از‌2‌.3ۀ ،PNو‌PKمحضی‌از‌های‌هم‌زیرمدول‌PMعنوان‌‌به‌
PR–مدول‌هستند‌ برای‌هر‌.

‌‌Pآل‌ماکزیمال‌ایده ‌چونRاز ،PMدارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌‌‌ )محض‌است، )P P PN K N K‌

N،‌[1]‌از‌‌2.‌3ۀبنابراین‌بنابر‌گزار.‌است‌PMمحض‌از‌یک‌زیرمدول‌هم Kمحض‌از‌یک‌زیرمدول‌هم‌M‌

‌.است

‌باشدمدول‌–Rیک‌Mو‌PIDیک‌Rفرض‌کنیم‌.21ۀ گزار  ‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌محض‌Mدر‌این‌صورت.

 ‌.محض‌باشد‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌Mاست‌اگر‌و‌فقط‌اگر

محض‌باشد‌‌محض‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌هم‌M،‌هر‌زیرمدول‌از[4]‌از‌92‌.2قضیه‌حکم‌از‌این‌حقیقت‌که‌بنابر‌‌:برهان

‌.شود‌نتیجه‌می

 (شود تعریف دوری مدول موضعاً)

.‌باشد‌(ضربی‌مدول–Rیک‌‌Mبالاخص،)موضعاً‌دوری‌‌مدول–Rیک‌Mو‌PIDیک‌Rفرض‌کنیم‌.22ۀ نتیج 

 ‌.محض‌است‌هم‌اشتراکدارای‌خاصیت‌‌Mدر‌این‌صورت

‌‌.شود‌نتیجه‌می‌[1]‌از‌99‌.2گزاره‌قبل‌و‌نتیجه‌‌این‌از‌:برهان

 .محض‌است‌خاصیت‌اشتراک‌همدارای‌ مدول- .21 مثال 

‌یک‌.23ۀ تبصر  ‌آن‌هم‌اشتراکدارای‌خاصیت‌‌Mمدول-Rاگر ‌ممکن‌است‌محض‌باشد، Mگاه Mدارای‌‌

‌ ‌نباشد‌هم‌اشتراکخاصیت ‌محض ‌مثال،‌به. مدول–‌عنوان
4

‌‌ ‌خاصیت ‌است‌هم‌اشتراکدارای ‌محض اما‌.

4 4محض‌نیست‌هم‌اشتراکدارای‌خاصیت‌‌. 

فرض‌کنیم. 24ۀ قضی 
i

i I
M M


 یک‌‌R–‌،که‌هر‌مدول‌باشد

iMیک‌زیرمدول‌از‌Mاگر.‌است‌Mدارای‌‌

گاه‌هر‌محض‌باشد،‌آن‌خاصیت‌اشتراک‌هم
iMزمانی‌که‌هر‌‌ۀعکس‌قضی.‌محض‌است‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌

 ‌.کاملاً‌پایا‌باشد‌برقرار‌است‌Mمحض‌از‌زیرمدول‌هم
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‌محض‌باشد‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌Mفرض‌کنیم‌که‌:برهان چون‌هر.
iMاز‌یک‌جمع‌‌ ‌بنابر‌‌Mوند است،

،‌هر[5]‌از‌9933برهان‌لم‌
iMمحض‌از‌یک‌زیرمدول‌هم‌Mهر‌3بنابر‌لم‌رو،‌از‌این.‌است‌‌،

iMدارای‌خاصیت‌‌

.‌باشند‌Mمحض‌از‌دو‌زیرمدول‌هم‌Kو‌Nبرای‌دیدن‌قسمت‌عکس،‌فرض‌کنیم‌که.‌محض‌است‌اشتراک‌هم

‌این ‌فرض،‌در ‌بنابر ‌هستند‌Kو‌Nصورت ‌پایا ‌کاملاً ‌این. ‌‌رو،‌از )،[92]‌،99‌.8بنابر )i
i I

N N M


 و‌‌

( )i
i I

K K M


 ‌.بنابراین‌‌

( ( )) ( ( )) (( ) ( )).i i i i
i I i I i I

N K N M K M N M K M
  

      

‌میبه‌ ‌که‌سادگی ‌دید توان
iN Mو‌

iK Mهم‌زیرمدول‌‌ ‌از‌های محضی
iMهستند‌‌ پس.

( ) ( )i iN M K Mمحض‌از‌یک‌زیرمدول‌هم‌
iMاست‌‌ ‌این. ‌گزار‌رو،‌از N،[4]‌از‌‌99‌.2ۀبنابر K‌

‌.‌است‌و‌مطلوب‌حاصل‌است‌Mمحض‌از‌یک‌زیرمدول‌هم

‌دو‌.25ۀ گزار  ‌کنیم ‌مدول–Rفرض
1M‌‌ و

2Mهم‌‌ ‌اشتراک ‌خاصیت ‌و‌داری ‌باشند محض

1 2( ) ( )R RAnn M Ann M R ‌.در‌این‌صورت
1 2M Mمحض‌است‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌.‌ 

‌محض‌از‌دو‌زیرمدول‌هم‌Kو‌Nفرض‌کنیم‌:برهان
1 2M Mچون.‌باشند‌‌

1 2( ) ( ) ,R RAnn M Ann M R   

،‌داریم‌[9]‌بنابر
1 2N N N و‌‌

1 2K K K که‌در‌آن‌‌،
1N‌‌،1Kهایی‌از‌زیرمدول‌

1M2و‌‌N‌،
2K

هایی‌از‌زیرمدول
2Mرو،‌از‌این‌،هستند‌‌

1 2 1 2 1 1 2 2) ( ) ) ( ).( (K N N K N KN K K N   
 

حال‌بنابر‌فرض،‌
1 1N Kمحضی‌از‌زیرمدول‌هم‌

1M2و‌ 2N Kمحضی‌از‌زیر‌مدول‌هم‌‌
2Mرو،‌از‌این.‌است‌‌

‌گزار ،[4]‌از‌‌99‌.2ۀبنابر
1 1 2 2( ) ( )N K N Kمحضی‌از‌زیرمدول‌هم‌

1 2M Mاست‌‌ Nپس. K‌

محضی‌از‌زیرمدول‌هم
1 2M Mاست‌و‌مطلوب‌حاصل‌است‌‌.‌

‌‌.26ۀ قضی  1فرض‌کنیم 2R R R ‌‌ 1و 2M M M یک‌R–آن‌ ‌در ‌که –1Rیک‌‌1Mمدول‌باشد،

‌مدول‌است–2Rیک‌‌2Mمدول‌و ‌این‌صورت. محض‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌Mدر

,1برای‌ 2i ،iMمحض‌باشد‌دارای‌خاصیت‌اشتراک‌هم‌‌‌. 

‌.،‌برهان‌سر‌راست‌است[1]‌از‌2.‌2با‌توجه‌به‌گزاره‌‌:برهان
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