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 چکیده

یک‌‌           ‌.باشد‌     متریک‌ی‌فضای‌یرمجموعههااز‌زناتهی‌زوج‌یک‌       کنیدض‌فر‌‌‌‌

ای‌بریک‌بهترین‌زوج‌نزدینی‌‌         ‌عضو.‌             ‌شود‌هرگاه‌نگاشت‌غیردوری‌نامیده‌می

ین‌ابه‌،‌تقریب‌بزنندرا‌‌ و‌‌‌ مجموعه‌دو‌فاصله‌ده‌که‌بو  ثابتط‌نقا     ههرگاد‌میشوه‌نامید   دورینگاشت‌غیر

‌که‌ ‌                معنا ‌خاای‌‌ای‌ردهچنین‌نقاطی‌برد‌جووسی‌رین‌مقاله‌براصلی‌ف‌اهد. ی‌نگاشتهاص‌از

ر‌از‌ینمنظواای‌بر.‌شده‌استمعرفی‌‌[1]‌مرجعاً‌در‌خیراکه‌است‌نبساطی‌نسبی‌اغیر‌- Cینگاشتهاان‌تحت‌عنودوری‌غیر

یک‌ی‌یر‌مجموعههاب‌از‌زمحدو‌ناتهی‌زوج‌که‌بر‌یک‌‌ختنوا‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختا‌-  مهندسی‌جدید‌بهنام‌یک‌مفهو

که‌هر‌د‌میشون‌داده‌ین‌خاصیت‌هندسی‌نشااتبیین‌بهتر‌ر‌بهمنظو.‌هد‌شداخوده‌ستفا،‌انیستبازتابی‌ماً‌وکه‌لزخ‌بانای‌فضا

‌ ‌ناتهیزوج ‌بسته، ‌نداکر، ‌و ‌دمحدار ‌ب ‌فضاهار ‌بانای ‌بهطوخ ‌محد‌ختنوا‌یکر ‌اتحت‌شرب ‌کافی ‌یط ‌ساختادارای شبه‌ر

‌.پردازیم‌می‌لنتایج‌حاصدن‌ثربخش‌بواسی‌ربه‌بردی‌بررکال‌ئه‌چند‌مثاارانهایت‌با‌در‌.‌ستا‌ختنوا‌یک‌- لنرما

‌بهطوی‌نگاشتها: یکلیدی هاواژه ‌نبساطی‌نسبیاغیر‌-Cی‌قور ‌بهترین‌، ‌بهطوی‌فضازوج‌نزدینی، ‌ساختا‌-  ب،محد‌ختنوا‌یکر شبه‌ر

‌.ختنوا‌یکل‌نرما

 مقدمه .1

‌فر‌‌‌ ‌‌  کنیدض ‌زیک ‌ناتهی ‌یرمجموعه ‌فضااز ‌بری ‌‌منرداری ‌باشد‌ دار ‌خو. ‌د را‌‌        نگاشت

که‌داد‌نشان‌‌9برآودر‌9191در‌سال‌.‌     ‌برای‌هر‌                 نامند‌هرگاه‌‌مینبساطی‌اغیر

ر‌بهطوخ‌بانای‌یک‌فضاب‌از‌محدار‌و‌نداکر،‌بسته،‌یر‌مجموعه‌ناتهیزبر‌یک‌ه‌نبساطی‌تعریف‌شدانگاشت‌غیردهر‌خو

‌[(.2)]‌استقل‌یک‌نقطه‌ثابت‌احدب‌دارای‌محد‌ختنوا‌یک

‌ ‌همادر ‌سان ‌‌2ککرل ‌معردر ‌کلیتر‌[3]‌وفمقاله ‌درنتیجه ‌وبای ‌جوب ‌برد ‌ثابت ‌نقطه ی‌نگاشتهادخوای

معرفی‌‌[4]‌در‌4میلمنو‌‌3سکیوکه‌بررا‌ل‌نرمار‌هندسی‌ساختام‌مفهون‌آن،‌بیااز‌که‌پیش‌آورد‌دست‌‌هنبساطی‌باغیر

‌.کنیم‌میدآوری‌یا‌کردند

است‌‌لنرمار‌ساختادارای‌  که‌‌میگویند‌.باشد‌ خ‌بانا‌یفضااز‌‌بمحدو‌بسته‌‌عۀیرمجموزیک‌  ‌کنیدض‌فر. 1تعریف

‌که‌‌موجود‌باشد‌چنان ‌   ‌عضو‌         با‌   از   ب‌محدار‌و‌نداکر،‌یرمجموعه‌بستهزهر‌ای‌بره‌هرگا
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   خبانای‌فضاب‌از‌محدده‌و‌ضعیف‌فشرر‌یرمجموعه‌ناتهی‌بهطوزیک‌  کنید‌ض‌فر(‌کنقطه‌ثابت‌کر‌قضیۀ. )1 قضیۀ

قل‌یک‌نقطه‌ثابت‌احددارای‌ ‌ ‌گاه‌آن،‌باشدل‌نرمار‌ساختادارای‌‌ گر‌ا.‌نبساطی‌باشدانگاشت‌غیردخو‌     و‌

‌.دهد‌بواخو

‌شو ‌توجه ‌چود ‌ن‌که ‌بسته‌عۀیرمجموزهر ‌نداکر، ‌و ‌محدار ‌بانای‌یک‌فضاب‌از ‌بهطوخ ب‌دارای‌محد‌ختنوا‌یکر

‌.دهد‌بواخوک‌کر‌قضیۀص‌یک‌حالت‌خاآودر‌بر‌قضیۀپس‌[(‌1)]‌استل‌نرمار‌ساختا

‌حا‌‌‌ ‌ض‌فرل ‌یک‌‌     کنید ‌زناتهی‌زوج ‌‌منرداری‌بری‌فضای‌یرمجموعههااز ‌باشد  دار نگاشت‌رت‌ینصودرا.

         ‌‌ ‌‌دوری‌میغیررا ‌هرگاه ‌             نامند را‌  دوری‌نگاشت‌غیر‌چنین‌هم.

‌هنبساطی‌نسبی‌گویند‌هرگااغیر

                                       

د‌میشون‌خاطر‌نشا.‌شدمعرفی‌ی‌نزدینی‌هازوجبهترین‌د‌جووسی‌ربرر‌بهمنظو‌[6]‌ر‌درلین‌بااونگاشتها‌‌رده‌ازین‌ا

‌ههرگاد‌میشوه‌نامید‌ دوری‌نگاشت‌غیرای‌برزوج‌نزدینی‌یک‌بهترین‌‌         ‌نقطۀکه‌

                                            

‌.استزوج‌نزدینی‌بهترین‌د‌جوو‌مورددر‌[6]صلی‌انتایج‌از‌یکی‌‌‌2قضیۀ‌‌‌

‌ناتهی‌بستهزوج‌یک‌‌     کنید‌ض‌فر. 2 قضیۀ ‌نداکر، ‌و ‌محدار ‌بهطوخ‌بانای‌فضاب‌از و‌‌ بمحد‌ختنوا‌یکر

‌ریک‌نگاشت‌غی‌          ‌نبساطی‌نسبی‌باشداغیردوری‌و زوج‌قل‌یک‌بهترین‌احددارای‌‌ گاه‌آن.

‌.ستنزدینی‌ا

‌ۀنتیج‌که‌آنل‌حا‌نیستماً‌پیوسته‌ولزه‌نظر‌گرفته‌شددرست‌که‌نگاشت‌این‌ا‌استقابل‌توجه‌‌‌2قضیۀدر‌که‌‌چه‌آن

‌بر‌قضیۀنسبت‌به‌ی‌بهتر ‌دحاصل‌میشوآودر ر‌ساختام‌دسی‌به‌ناهنم‌مبتنی‌بر‌یک‌مفهو‌‌2قضیۀت‌ثبااضمن‌‌در.

‌.ستل‌انرمار‌ساختااز‌که‌تعمیمی‌است‌‌9وریمجال‌نرما

ر‌ساختایک‌با‌معرفی‌دوری‌غیری‌نگاشتهای‌از‌یگرد‌ردۀای‌بری‌نزدینی‌هازوجبهترین‌دی‌جووین‌مقاله‌بحث‌در‌ا

دست‌‌به،‌نیستبازتابی‌ماً‌وباناخی‌که‌لزی‌فضاهای‌در‌جدیددی‌جوونتایج‌س‌سااین‌ابر‌.‌شود‌بررسی‌میهندسی‌جدید‌

‌.آید‌می

 هازپیشنیا .2

‌.یمدازمیپر،‌شوند‌میده‌ستفااین‌مقاله‌اصلی‌انتایج‌در‌برخی‌مفاهیم‌که‌دآوری‌ین‌بخش‌به‌یادر‌ا

‌:را‌ خ‌بانای‌فضا. 2تعریف 

‌کیداتابع‌ه‌میگویند‌هرگاب‌محد‌ختنوا‌یکر‌بهطو(‌آ‌ چه‌برای‌هر‌‌موجود‌باشد‌چنان‌            δدی‌صعواً

‌:داشته‌باشیم‌‌        و‌‌   ‌و‌‌‌        

    

          
          
         

   
   

 
           

 

 
     

‌،‌‌   و‌‌‌        هر‌ای‌بره‌گویند‌هرگاب‌محداً‌کیدا(‌ب

                                                           
1. proximal normal structure 
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علاوه،‌‌به.‌است‌محدب‌ختنوا‌یکطور‌‌به‌     ازای‌‌به‌  خ‌بانای‌فضاهات‌و‌هیلبری‌ست‌که‌فضاهااکر‌ن‌ذشایا

‌با‌نرم‌  فضای‌باناخ‌

                          
   

ر‌که‌بهطو‌استب‌محدداً‌‌کیخ‌ابانای‌یک‌فضا،‌هستند‌  و‌‌  د‌بر‌موجوی‌هامترتیب‌نر‌به‌      و‌‌      درآن‌که‌

‌[(.7)]یست‌نب‌محد‌ختنوا‌یک

‌ ‌٨]مرجع‌در ‌هندسی‌مفهو[ ‌تر‌فضعیم ‌بهطوی‌از ‌بوب‌محد‌ختنوا‌یکر ‌بهمنظودن، داری‌بری‌شناسایی‌فضاهار

‌.شدیر‌معرفی‌رت‌زبهصو،‌قل‌یک‌مرکز‌چبیشف‌باشداحدار‌آن‌دارای‌ندایرمجموعه‌کرزین‌خاصیت‌که‌هر‌ابا‌دار‌‌منر

‌‌منرداری‌بری‌فضا. 3تعریف  ‌‌  دار ‌بهطورا ‌هر‌جهت‌میگویند‌هرگاب‌در‌محد‌ختنوا‌یکر ‌برای‌بره ‌هر ناصفر‌دار

εو‌‌‌‌    ‌گراچه‌نباشد‌چناد‌موجو‌   ت‌مثبد‌عد،‌  

                                   
   

 
        

‌.     ‌گاه‌آن

‌.استهر‌جهت‌ب‌در‌محد‌ختنوا‌یکر‌بهطودار‌‌منرداری‌بری‌فصاهاای‌گر‌یک‌مشخصه‌مناسب‌برنبعد‌بیا‌ۀارگز‌‌‌

‌ا‌استهر‌جهت‌ب‌در‌محد‌ختنوا‌یکر‌بهطو  دار‌‌منرداری‌بری‌فضا [8])). 1اره گز ‌و‌گر ی‌نبالههاای‌دگر‌براتنها

‌یطابا‌شر  در‌‌          

‌،‌‌         ،      (‌آ

‌،‌       (‌ب

‌،‌‌         (‌ج

‌.   داشته‌باشیم‌

زوج‌یک‌‌     کنید‌ض‌فر.‌کنیممیره‌شا،‌اشود‌میده‌ستفااین‌مقاله‌در‌اکه‌اول‌متداری‌گذدچند‌نمادر‌ادامه‌به‌

ه‌میکند‌هرگاق‌یک‌خاصیت‌صددر‌‌     زوج‌میگوییم‌که‌.‌باشد‌ دار‌‌منرداری‌بری‌فضای‌یرمجموعههااز‌زناتهی‌

‌استب‌محدزوج‌یک‌‌     قتی‌که‌میگوییم‌ل‌ومثاان‌بهعنو.‌ندکنق‌خاصیت‌صددر‌آن‌  و‌  ‌عۀمجمودو‌هر‌

‌چنین‌هم.‌   و‌      گر‌اتنها‌و‌گر‌ا‌            ضمن‌‌در.‌هستندب‌محددوهر‌ و‌  ‌که‌اینیعنی‌

‌هیمدمیار‌قر

                                     

δ                               
                ‌ 

‌تعریف‌میکنیموه،‌بهعلا.‌دمیشون‌داده‌نشا‌      با‌   بسته‌مجموعهب‌محدف‌غلا

                                           
                                         ‌ 

‌ناتهی‌ولز‌       ه‌زوج‌ست‌کاکر‌ذبه‌زم‌لا ‌انیستماً ‌ناتهیزوج‌یک‌‌     گر‌ص‌احالت‌خادر‌ما‌، ر‌بهطو،

‌.استب‌محدو‌بسته‌،‌نیز‌ناتهی‌       ‌گاه‌آنباشد‌‌ خ‌بانای‌فضاب‌در‌محدده‌و‌ضعیف‌فشر

‌.شود‌میده‌ستفاامه‌بحث‌در‌ادا‌9لم‌‌‌‌

‌رتینصودرا.‌باشد‌ دار‌‌منرداری‌بری‌فضادر‌ناتهی‌زوج‌یک‌‌     کنید‌ضفر.‌[9] 1لم 
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δ                = δ       
‌ا‌‌‌ ‌متریک‌در ‌تصویر ‌عملگر ‌ناتهی‌روی‌زین‌مقاله ‌  یرمجموعه ‌‌منرداری‌بری‌فضااز ‌نگاشت‌  دار عبارت‌است‌از

‌:شود‌صورت‌تعریف‌می‌‌دینو‌ب‌است‌ ی‌یرمجموعههام‌زتمااده‌خانومعرف‌‌  در‌آن‌که‌‌        
                               , 

،‌باشد  ب‌محداً‌کیدخ‌ابانای‌فضاب‌از‌محدده‌وضعیف‌فشرر‌بهطو،‌یر‌مجموعه‌ناتهیزیک‌  گر‌امیکنیم‌که‌دآوری‌یا

‌.دهد‌بواخواری‌تک‌مقد‌   عملگر‌تصویر‌گاه‌آن

.‌باشد  ب‌محداً‌کیدخ‌بازتابی‌و‌ابانای‌فضاب‌در‌محدار‌و‌نداکر،‌ناتهی‌بستهزوج‌یک‌‌     کنید‌ضفر‌.[10] 2لم 

‌با‌ضابطهر‌ا‌‌              نگاشت‌

       
                 

                  
 ‌ 

‌:ندارها‌برقرارهگزاین‌رت‌ینصوا‌در.‌نظر‌بگیرید‌در

‌.                   و‌اینکه‌‌                         برای‌هر‌(‌آ

‌ین‌معنا‌کهابه‌،‌استی‌مترویزایک‌‌ نگاشت‌(‌ب
                                 ‌‌ 

که‌دوری‌غیری‌نگاشتهاای‌از‌‌ای‌ردهبری‌نزدینی‌هازوجبهترین‌د‌جوب‌وبادریک‌نتیجه‌ن‌ین‌بخش‌به‌بیان‌اپایادر‌

‌.کنیممیدآوری‌یارا‌یر‌زمفاهیم‌ر‌ینمنظوای‌ابر.‌یم‌دازمیپر،‌بررسی‌شده‌است‌[1]‌مرجعدر‌

هر‌ای‌بره‌هرگاد‌گفته‌میشول‌شبه‌نرمار‌ساختادارای‌‌ دار‌‌منرداری‌بری‌فضادر‌‌     ب‌محدزوج‌‌.[1]‌‌4فتعری

‌ ‌بستهزوج ‌نداکر، ‌و ‌محدار ‌‌             ب ‌شرط و‌‌                    δبا

‌که‌طوری‌موجود‌باشد‌به‌‌             عنصر‌‌                        

                                             δ        ‌ 

میلمن‌‌و‌سکی‌وبرم‌به‌مفهول‌نرمار‌ساختادارای‌   گاه‌آنباشد‌‌   ق‌تعریف‌فودر‌گر‌است‌که‌اکر‌ن‌ذشایا

‌.دهد‌بواخو‌[4]

‌فر‌.[1]‌5تعریف  ‌ض ‌‌     کنید ‌یک ‌زوج ‌ناتهی ‌فضادر ‌بری ‌‌منرداری ‌باشد  دار ‌غیر. دوری‌نگاشت

‌نسبی‌گویند‌هرگاهنبساطی‌اغیر‌C–را‌‌         

d                                  اگر                      

        
 

 
 ‌                     اگر                             

‌هنبساطی‌نسبی‌مینامیم‌هرگااغیر‌-Cیقور‌بهطورا‌‌ دوری‌نگاشت‌غیر‌چنین‌هم

d                             اگر                    

d                                           اگر                    

‌‌چه‌آن ‌مسلم ‌ا‌استکه ‌خانواین ‌که ‌ست ‌نگاشتهااده ‌بهطوی ‌مشمواغیر‌-Cیقور ‌نسبی ‌نبساطی ‌در اده‌خانول

‌.استنبساطی‌نسبی‌اغیر‌-Cی‌نگاشتها

‌کیدخ‌بازتابی‌و‌ابانای‌فضاب‌در‌محدار‌و‌نداکر،‌ناتهی‌بستهزوج‌یک‌‌     کنید‌ض‌فر‌.[1]‌3قضیۀ و‌‌  بمحداً

‌غیر‌           ‌یک‌نگاشت ‌بهطودوری ‌باشداغیر‌-Cیقور ‌نسبی ‌نبساطی ‌ا. ‌گر دارای‌‌     زوج

‌.استزوج‌‌نزدینی‌قل‌یک‌بهترین‌احددارای‌‌ رت‌ین‌صوا‌،‌درباشدل‌شبه‌نرمار‌ساختا



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌233بازتابیغیرخ‌بانای‌فضاهادوری‌در‌غیری‌نگاشتهاص‌از‌خاای‌‌ای‌ردهبری‌نزدینی‌هازوجبهترین‌دی‌جوج‌ونتای

 صلیانتایج . 3

‌.کنیم‌میز‌غاآیر‌زبا‌معرفی‌مفاهیم‌را‌ین‌بخش‌ا

‌     زوج‌میگوییم‌که‌.‌باشد‌ دار‌‌منرداری‌بری‌فضاب‌در‌محدو‌ناتهی‌زوج‌یک‌‌     کنید‌ض‌فر. ۶تعریف 

λ مثبت‌د‌عده‌ست‌هرگاا‌ختنوا‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختادارای‌ ناتهی‌زوج‌هر‌ای‌چه‌برنباشد‌چناد‌موجو‌      

‌بسته ‌کرند، ‌و ‌محدار ‌‌             ب ‌شرط و‌‌                   δبا

موجود‌‌                 با‌‌             ،‌نقطه‌                        

‌که‌باشد‌چنان

                                 

یک‌نگاشت‌‌           و‌‌ دار‌‌منرداری‌بری‌فضاب‌در‌محدو‌ناتهی‌زوج‌یک‌‌     اگر‌. ٧تعریف 

‌اینباشد‌دوری‌غیر ‌ساختا‌- دارای‌‌     زوج‌میگوییم‌که‌صورت‌‌در ‌نرمار ‌ست‌هرگاا‌ختنوا‌یکل‌شبه د‌عده

λ مثبت‌ با‌‌             پایا‌‌- ب‌ومحدار،‌کرند،‌ناتهی‌بستهزوج‌هر‌ای‌چه‌برنباشد‌چناد‌موجو      

‌‌                    δشرط‌ ‌‌                        و            نقطه‌،

‌که‌موجود‌باشد‌چنان‌                 با‌‌  

                                ‌ 

‌رتخیر‌بهصوابطه‌راگر‌ا‌چنین‌هم

                                 

،‌باشد‌A = Bص‌حالت‌خادر‌گر‌وه،‌ابهعلا.‌ستل‌اشبه‌نرمار‌ساختا‌- دارای‌     زوج‌‌میگوییم‌که‌‌گاه‌آنباشد،‌

‌.استل‌نرمار‌ساختا‌- و‌ختنوا‌یکل‌نرمار‌ساختا‌- دارای‌ میگوییم‌ر،‌ترتیب‌مفاهیم‌مذکوبه‌گاه‌آن

‌.ار‌استبرقرح‌بوضو‌2ۀ‌ارگز‌‌‌

یک‌‌           و‌‌ دار‌‌منرداری‌بری‌فضاب‌در‌محدو‌ناتهی‌زوج‌یک‌‌     کنید‌ض‌فر. 2اره گز

‌یمدار‌     ای‌زوج‌بر‌گاه‌آن.‌باشددوری‌نگاشت‌غیر

‌ختنوا‌یکل‌شبه‌نرمارساختا‌ ‌ختنوا‌یکل‌شبه‌نرمارساختا‌- ‌‌ لشبه‌نرمارساختا‌- ‌‌ لشبه‌نرمارساختا

‌.استین‌مقاله‌اصلی‌الین‌نتیجه‌اوبعد‌‌قضیۀ‌‌‌

‌کیدخ‌ابانای‌فضاب‌در‌محدار‌و‌‌نداکر،‌ناتهی‌بستهزوج‌یک‌‌     کنید‌ض‌فر. ۴ قضیۀ که‌نباشد‌چنا‌ ب‌محداً

   ‌ ‌ناتهی ‌            و ‌ضفر. ‌غیر‌          کنید ‌نگاشت ‌یک ‌بهطودوری ‌قور ‌-Cی

قل‌یک‌بهترین‌احد‌ ‌گاه‌آن،‌باشد‌ختنوا‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختا‌- دارای‌     زوج‌‌گر‌ا.‌نبساطی‌نسبی‌باشداغیر

‌.زوج‌نزدینی‌دارد

فرض‌‌                داریم‌‌         برای‌هر‌‌گاه‌آن،‌                δاگر‌.‌اثبات

‌د‌نتیجه‌میشو  دن‌بوب‌محداً‌کیدو‌ا‌ مجموعه‌دن‌بوب‌محداز‌.‌    کنید‌که‌

           
    

 
    

 

 
                              

 از‌هر‌نقطه‌‌،‌از‌این‌رو،است‌ نیز‌یک‌نقطه‌ثابت‌نگاشت‌‌ ید‌که‌ان‌دهمین‌ترتیب‌میتوبه.‌استکه‌یک‌تناقض‌

    ‌‌ ‌بهترین ‌یک ‌نزدینی ‌برزوج ‌ا‌است‌ ‌نگاشتای ‌در ‌میشوو ‌نتیجه ‌حکم ‌حالت ‌دین ‌حا. کنید‌ض‌فرل

 δ                ‌.نقطۀ،‌استخت‌نوا‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختا‌- ‌دارای‌     ن‌چو‌
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

با‌‌            و‌‌                   λ        

‌موجود‌است‌که

                            

‌:حال‌تعریف‌کنید‌

  
                             , 

  
                                

‌داریم‌         اکنون‌برای‌هر‌.‌                    ،‌ توجه‌داریم‌که‌بنابر‌ویژگی‌نگاشت‌

                               

                        , 

‌از‌این‌رو،

                                   ‌ 

      پس‌
      همین‌نحو‌به.‌ 

        ‌که‌ینو‌ا‌ 
    

‌‌مدهی‌میحال‌قرار‌.‌             

  
           

                 
           

   ‌ 

‌‌به    وضوح
    

‌بسته‌         ‌نداکر، ‌و ‌محدار ‌استب ‌ضفر.     کنید
 ‌ ‌دینصودرا. در‌‌    ‌لۀنبارت

        ‌عۀمجمو
برای‌هر‌‌یک‌مجموعه‌ب‌محدف‌طرفی‌با‌توجه‌به‌تعریف‌غلااز‌.‌    موجود‌است‌که‌‌   

   ‌‌       بردارهای
‌‌به‌  ‌‌     ازای ‌نامنفی ‌اعداد ‌‌   و        با

‌چنان‌    که‌‌موجودند

            
 
‌:داریم‌   اکنون‌برای‌هر‌.‌   

                       

                          
 
   

 
      

                      
     

                                    
     

                     
   ‌ 

                 
     

     

                                     
 
    ‌ 

‌رو،‌از‌این‌،   ،‌برای‌هر‌               برقرار‌است،‌پس‌‌    هر‌ای‌خیر‌برا‌بطۀراکه‌‌جا‌ناز‌آ

    دهد‌‌،‌که‌این‌نشان‌می               
  بنابراین‌.‌ 

    
‌و‌در‌نتیجه‌ 

    
       

           
       

  ‌ 

    ید‌که‌ان‌دتو‌مشابه‌میۀ‌با‌شیو
     

  بر‌‌ بدین‌معنی‌که‌‌ 
    

‌9لم‌ده‌از‌ستفاابا‌ل‌حا.‌ستدوری‌اغیر‌ 

‌:داریم

δ   
    

             
            

      

        
       

                        
    

    

                                
    

    

                                
    

             ‌ 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌235بازتابیغیرخ‌بانای‌فضاهادوری‌در‌غیری‌نگاشتهاص‌از‌خاای‌‌ای‌ردهبری‌نزدینی‌هازوجبهترین‌دی‌جوج‌ونتای

‌کنوا ‌برن ‌زوج ‌بستهای ‌ناتهی ‌نداکر، ‌و ‌محدار    ب
    

        ‌‌ ‌‌ناوردا‌ –که ‌چنانستانیز چه‌‌،

δ   
    

            
    

‌‌گاه‌آن‌.                ‌نقطه ‌مشابه‌بحث‌قبل‌هر   از
    

یک‌بهترین‌‌ 

    تیکه‌رصودر.‌دحکم‌نتیجه‌میشوو‌‌است‌ نگاشت‌ای‌برزوج‌نزدینی‌
    

            
    

مجدداً‌‌گاه‌آن‌  

          نقطه،‌استخت‌انو‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختا‌- دارای‌‌     که‌‌ناز‌ای
    

طوری‌‌موجود‌است‌به‌  

               که‌
    

          و‌اینکه‌‌  
         

          
    

‌قرار‌دهید.‌‌  

  
          

             
         

    
      

  
          

             
         

    
    ‌ 

            ید‌کهان‌دمیتورت‌ینصودرا
    

        ‌رو،‌از‌این،‌  
    

‌حال‌اگر‌.‌             

  
            

                
            

    ‌ 

   که‌پیشتر‌ملاحظه‌شد‌‌چه‌آنمشابه‌‌گاه‌آن
    

      
    

که‌است‌ده‌بوب‌محدار‌و‌نداکر،‌بستهزوج‌یک‌‌  

  بر‌‌ 
    

‌و‌استغیردوری‌‌ 

    
    

         
    

    
 
       ‌ 

    لی‌ونز‌لۀنبااء،‌دستقرابا‌‌وند‌روهمین‌‌مۀادابا‌‌
    

پایا‌‌- ب‌ومحدار،‌نداکر،‌ناتهی‌بستهی‌هااز‌زوجمتشکل‌   

‌کهریید‌بهطوآست‌مید‌به

        
    

                         
    

    
 
       ‌ 

‌ ‌هر ‌   برای ‌‌چنان. ‌‌   چه ‌که ‌باشد      موجود
    

           
    

               ‌‌‌‌‌‌‌

‌کیدابا‌توجه‌به‌‌گاه‌آن   از‌هر‌نقطه‌‌ خ‌بانای‌فضادن‌بوب‌محداً
    

‌ ای‌نگاشت‌برزوج‌نزدینی‌بهترین‌یک‌‌ 

‌یم‌دار‌   هر‌ای‌بررت‌ینصواغیر‌در‌.‌دهد‌بواخو

                
    

    
 
         ‌ 

‌.دکامل‌میشوت‌ثباو‌ا‌استتناقض‌در‌             ض‌ین‌مطلب‌با‌فراکه‌

‌.یدآست‌مید‌به‌‌4قضیۀاز‌مستقیما‌9‌‌ًنتیجۀ

‌  چه‌نباشد‌چنا‌‌ ب‌محداً‌کیدخ‌ابانای‌فضاب‌در‌محدار‌و‌نداکر،‌ناتهی‌بستهزوج‌یک‌‌     کنید‌ض‌فر. 1 نتیجۀ

‌‌است‌ناتهی ‌             و ‌ضفر. ‌غیر‌          کنید ‌نگاشت ‌یک ‌قوربهطودوری ‌-Cی

قل‌یک‌بهترین‌احد‌ ‌گاه‌آن،‌خت‌باشدانو‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختادارای‌‌‌     زوج‌‌گر‌ا.‌نبساطی‌نسبی‌باشداغیر

‌.زوج‌نزدینی‌دارد

ط‌بازتابی‌شر‌‌3قضیۀدر‌‌که‌نل‌آحا‌یست،نبازتابی‌ماً‌ولز  خ‌بانای‌فضاد،‌ملاحظه‌میشو‌‌9نتیجۀدر‌که‌‌چنان. 1تذکر 

‌.استوری‌ضرت،‌ثباایند‌آفرزرن‌در‌لم‌ده‌از‌ستفار‌ابهمنظو  خ‌بانای‌فضادن‌بو

‌- و‌دارای‌‌استپایا‌،‌ مانند‌دوری‌محدبی‌که‌تحت‌یک‌نگاشت‌غیری‌هازوجتعیین‌ای‌کافی‌برط‌یک‌شر‌3ۀ‌ارگز

‌.کندمین‌بیارا‌‌استخت‌نوا‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختا

‌ناتهی‌بستهزوج‌یک‌‌     کنید‌ض‌فر. 3 ۀارگز و‌‌ ب‌محد‌ختنوا‌یکر‌بهطوخ‌بانای‌فضاب‌در‌محدار‌و‌نداکر،

با‌‌         ‌هر‌برای‌             ‌چه‌نچنا‌باشد‌غیردوری‌شتینگا‌         

‌اگر.‌                
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‌.دهد‌بواخو‌ختنوا‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختا‌- دارای‌‌      زوج‌‌گاه‌آن

،‌2بنا‌بر‌لم‌رت‌ینصودرا.‌گیریم‌مینظر‌را‌در‌‌شدمعرفی‌‌2لم‌در‌که‌              نگاشت‌.‌تثباا

‌داریم‌    عنصر‌ازای‌‌به

                              

‌ بر‌نگاشت‌د‌موجوط‌با‌توجه‌به‌شر ،                   ‌ ‌کیداز‌ا‌از‌این‌رو،. ‌داریم‌ دن‌بوب‌محداً

       ‌ ‌میتو. ‌مشابه ‌دبهطریق ‌ان ‌که ‌       ید ‌‌ ‌هر ‌    برای ‌‌بدین‌ ‌که بر‌‌ و‌ معنی

–،‌‌کراندار،‌محدب‌و‌ناتهی‌بستهزوج‌یک‌‌             کنید‌‌ض‌فرن‌کنوا.‌ندپذیر‌تعویض‌‌        ‌

‌‌مدهی‌میقرار‌.‌                  چه‌‌چنان‌             پایا‌باشد‌و‌

    
      

 
       

      

 
‌           ‌گاه‌آن.                        و‌‌

‌علاوه،‌‌به.‌                و‌

                                         

                        
‌رو‌از‌این

                                              

‌داریم‌    اکنون‌برای‌هر‌

                                                                

‌که‌نچناد‌است‌موجو‌             δدی‌صعواً‌کیداتابع‌،‌استب‌محد‌ختنوا‌یکر‌بهطو‌ جا‌که‌‌ناز‌آ

        
      

 
         

           

        
            

      
           

      
             

λقرار‌دهید‌       
           

      
‌λگاه‌آن.‌  ‌و‌‌       

                                  

‌کهن‌داد‌نشاان‌میتوهمین‌طریق‌به

                                  

‌.ستا‌ختنوا‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختا‌- دارای‌‌     زوج‌‌‌از‌این‌رو،

‌ناتهی‌بستهزوج‌یک‌‌     کنید‌ض‌فر. 2 نتیجۀ با‌‌‌ ب‌محد‌ختنوا‌یکر‌بهطوخ‌بانای‌فضاب‌در‌محدار‌و‌نداکر،

‌گاه‌آن.‌نبساطی‌نسبی‌باشداغیرC–طور‌قوی‌‌دوری‌بهنگاشت‌غیریک‌           و‌‌            

‌.استزوج‌نزدینی‌بهترین‌دارای‌‌ 

رت‌صو‌بدین،‌حاصل‌شد‌‌3ۀارگزدر‌که‌‌چه‌آناز‌نتیجه‌ضعیفتر‌،‌هر‌جهتب‌در‌محد‌ختنوا‌یکر‌بهطوی‌فضاهادر‌

‌.یدآست‌مید‌به

ب‌محد‌ختنوا‌یکر‌بهطوخ‌بانای‌فضاب‌در‌محدده‌و‌ضعیف‌فشرر‌ناتهی‌بهطوزوج‌یک‌‌     کنید‌ض‌فر. ۴ ۀارگز

‌ ‌در ‌جهت ‌‌ هر ‌غیر‌          و ‌نگاشت ‌یک ‌دوری ‌هر‌‌              با برای

‌اگر.‌کند،‌باشد‌صدق‌می‌                که‌در‌شرط‌‌         

                                   



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌23٧بازتابیغیرخ‌بانای‌فضاهادوری‌در‌غیری‌نگاشتهاص‌از‌خاای‌‌ای‌ردهبری‌نزدینی‌هازوجبهترین‌دی‌جوج‌ونتای

‌.استل‌شبه‌نرمار‌ساختا‌- دارای‌     زوج‌‌گاه‌آن

‌تثباا ‌نقاط‌‌       زوج‌کنید‌ض‌فر. ‌اکه‌‌چه‌آنمانند‌‌             و ‌باشندمدآ‌‌3ۀارگزت‌ثبادر ،‌ اگر‌‌.

‌که‌موجود‌است‌چنان‌  در‌‌    نباله‌رت‌دینصو،‌درا‌               

                 ‌ 
‌و‌‌                و‌                    اکنون‌داریم‌‌

 
                

 
   

      

 
                         

با‌توجه‌به‌.‌      ،استهر‌جهت‌ب‌در‌محد‌ختنوا‌یکر‌بهطوخ‌بانای‌یک‌فضا  که‌‌ینو‌ا‌‌9ۀارگزده‌از‌ستفاابا‌

‌:داریم  و‌   دن‌پذیر‌بو‌تعویض

                                           ‌ 
‌فر ‌با ‌که ‌‌قضیۀض ‌در ‌استتناقض .‌ ‌               ‌بایدپس ‌میتو‌به. ‌مشابه ‌که‌طریق ‌دید ان

‌.کامل‌میکندت‌را‌ثبااین‌مطلب‌و‌ا‌               

ب‌محد‌ختنوا‌یکر‌بهطوخ‌بانای‌فضاب‌از‌محدده‌و‌ضعیف‌فشرر‌یر‌مجموعه‌ناتهی‌بهطوزیک‌‌ کنید‌ض‌فر‌.3 نتیجۀ

‌چهننگاشت‌باشد‌چناد‌یک‌خو‌T : A   Aو‌  هر‌جهت‌در‌

                    

 .استل‌نرمار‌ساختا‌- دارای‌   گاه‌آن

‌

 لچند مثا. ۴

‌.یمدازین‌مقاله‌میپرم‌از‌ابخشسوه‌در‌مدآست‌د‌بهبه‌تبیین‌نتایج‌ل‌ئه‌چند‌مثااراین‌بخش‌با‌در‌ا

‌ا ‌در ‌نشاابتد ‌دمین ‌که ‌هیم ‌نگاشتهارده ‌غیری ‌اغیردوری ‌نسبی ‌نبساطی ‌بهطوو ‌نسبی‌اغیر‌-Cیقور نبساطی

‌.هستندمتمایز‌

‌قرار‌دهید.‌باشد‌  ایبرارد‌ستانداپایه‌ف‌معر‌    و‌‌  = کنیدض‌فر. 1ل مثا

    
 

 
                  

 

 
             

‌را‌با‌ضابطه‌‌         نگاشت‌غیردوری‌.‌‌            واضح‌است‌که‌

     
                 
                 

 ‌ 

     ازای‌صورت‌به‌دراین.‌در‌نظر‌بگیرید
 

 
   و‌‌    

 

 
‌داریم‌‌     که‌در‌آن‌‌      

          
 

 
         

 

 
         

          
      ,                 

 

 
         

‌رو،‌از‌این

                               

قع‌در‌وا.‌نبساطی‌نسبی‌نیستاغیر‌  ،ستاکه‌مسلم‌‌چه‌آن.‌استنبساطی‌نسبی‌اغیر‌-Cیقور‌بهطو  ین‌معنا‌که‌ابه‌

‌لمثاان‌بهعنو
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‌گاه‌آن،‌باشد‌     ب‌محدو‌ناتهی‌زوج‌بر‌ه‌تعریف‌شددوری‌یک‌نگاشت‌غیر‌ گر‌اید‌که‌دهیم‌ابعد‌خول‌مثادر‌‌‌‌

‌.هددنتیجه‌نمیرا‌‌‌ختنوا‌یکل‌شبه‌نرمار‌حالت‌کلی‌ساختادر‌‌ختنوا‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختا‌- خاصیت‌

‌‌مکنی‌میض‌فر.‌گیریم‌مینظر‌در‌    ارد‌ستاندابا‌پایه‌را‌‌    بازتابی‌غیرخ‌بانای‌فضا. 2ل مثا

                                            

‌داریم‌‌        λکه‌در‌آن‌‌         و‌‌                 ازای‌هر‌‌‌صورت‌به‌دراین

                          
‌         نگاشت‌غیردوری‌.‌‌      و‌‌       در‌ضمن‌.‌‌            ‌رو،‌از‌این

‌T–یک‌زوج‌بسته‌،‌محدب‌و‌‌             فرض‌کنید‌.‌یمکن‌تعریف‌می‌      و‌‌      را‌با‌‌

‌که‌‌پایا‌باشد‌چنان

                                                                  

 و‌‌      ‌مقرار‌دهی.‌    و‌‌    ‌باید‌گاه‌آن
 
‌‌گاه‌آن.‌‌   

        
   

       
                       

   

       
                    

‌از‌طرفی‌

                         

               پس‌
   که‌در‌آن‌‌                

 

 
   ‌‌ .‌ ‌- دارای‌‌     زوج‌نتیجه‌در

در‌واقع‌.‌نیست‌ختنوا‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختادارای‌‌     عا‌میکنیم‌که‌ل‌ادحا.‌است‌ختنوا‌یکل‌نرما‌شبهر‌ساختا

‌ ‌‌    اگر ‌‌                و ‌آن ‌در ‌لخود‌        که ‌ااستاه ‌ختیا، ‌شوندر ‌گاه‌آن،

‌و‌داریم‌             

                               ‌ 

‌به ‌‌            علاوه،    و
      ‌ .‌ ‌آ‌                      بنابراین ‌از ‌که‌‌نو جا

‌.آید‌دست‌می‌بهنتیجه‌،‌استاه‌لخود‌        

‌.استکافی‌ط‌یک‌شر‌3اره‌گزدر‌  خ‌بانای‌فضادن‌بوب‌محد‌ختنوا‌یکر‌بهطوط‌ید‌که‌شردهیم‌ابعد‌خول‌مثادر‌

‌بانای‌فضا‌.3لمثا ‌‌    بازتابی‌غیرخ ‌را ‌پایه ‌ستاندابا ‌بگیریددر‌    ارد ‌نظر ‌می‌چنان. ‌انیم‌داکه اً‌کیداین‌فضا

‌کنیدض‌فر.‌نیستب‌محد

      {0,       : n e}                       

‌یک‌‌     رت‌ینصودرا ‌بستهزوج ‌نداکر، ‌و ‌محدار ‌‌است‌ ب‌در ‌            که ‌ضمن. ،‌    =  در

.‌نیستده‌ضعیف‌فشرطور‌‌به‌ ،‌  ی‌فضار‌در‌با‌توجه‌به‌خاصیت‌شوو‌ست‌ده‌انافشر  که‌د‌توجه‌شو‌       

        کنید‌ض‌فرر‌ینمنظوای‌ابر.‌است‌ختنوا‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختادارای‌‌     زوج‌هیم‌که‌دمین‌نشا

‌که‌نباشد‌چناب‌محدو‌بسته‌زوج‌یک‌‌     

                                                                  

‌ازای‌اکنون‌به.‌‌    ازای‌یک‌‌به‌           که‌‌ینو‌ا‌    ‌بایدپس‌

‌داریم‌                

                                                                



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌232بازتابیغیرخ‌بانای‌فضاهادوری‌در‌غیری‌نگاشتهاص‌از‌خاای‌‌ای‌ردهبری‌نزدینی‌هازوجبهترین‌دی‌جوج‌ونتای

‌بنابراین

                                                

‌.است‌ختنوا‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختادارای‌‌     زوج‌رو،‌‌از‌این

‌.زیمداپر‌می‌‌4قضیۀبه‌تبیین‌ل‌ئه‌یک‌مثاارانهایت‌با‌در‌

‌را‌با‌نرم‌‌   = خ‌بانای‌فضا: ۴ل مثا

                
  

   
 
                     

      

کنید‌ض‌فر.‌استب‌محداً‌کیدق‌افوم‌نسبت‌به‌نر   پس،‌استب‌محداً‌کیدا   ی‌فضام‌که‌نر‌جا‌ناز‌آ.‌نظر‌بگیریددر

در‌.‌             رت‌ینصودرا.‌باشدد،‌شتعریف‌‌3ل‌مثادر‌که‌‌چه‌آنها‌مانند‌اریگذدسایر‌نماو‌‌     زوج‌

‌یمه‌دارتعریف‌شدم‌ین‌نراضمن‌نسبت‌به‌

                                                    

                              

را‌‌         دوری‌نگاشت‌غیرل‌حا.‌دهد‌بواخو‌ختنوا‌یکل‌شبه‌نرمار‌ساختادارای‌‌     ین‌ابنابر

‌با‌ضابطه

    
                     
                         

 ‌ 

‌کنیمتعریف‌می ‌دمین‌نشا. ‌که ‌یک‌نگاشت‌بهطو  هیم ‌استنبساطی‌نسبی‌اغیر‌-Cیقور ‌دروا. ‌قع با‌‌   اگر

‌گاه‌آن‌   و‌‌      

                                   ‌ 
‌گاه‌آن‌      چنین‌اگر‌‌هم

                                             

                       

.‌است‌          ین‌نقطه‌اکه‌د‌نتیجه‌میشو‌ نگاشت‌ای‌برزوج‌نزدینی‌بهترین‌د‌جوو‌‌4قضیۀن‌از‌کنوا

‌.ستبازتابی‌اغیربا‌نرم‌تعریف‌شده‌‌   ‌یکه‌فضاا‌یرد‌زحاصل‌نمیشو‌‌3قضیۀاز‌ین‌نتیجه‌است‌که‌اکر‌ن‌ذشایا
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