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 چکیده
های خالص با اسددتفاده از یک رادیکال ر مورد تعمیم مفهوم زیرمدولد 0داریم مانند آنچه را که لمبک قصددد در این مقاله

های ها انجام دهیم. به این منظور، ما نوع خاصددی از زیرکنشکنش-S رسددتهاسددت، برای ها انجام دادهمدول -Rدر رسددته 

ست را در این -dliهای خالص، یعنی زیرکنش سته خالص، که مرتبط با مفهوم رادیکال هونکه ا کنیم. همچنین می معرفی ر

انژکتیو ضعیف هستند.  -rهای کنش-Sخالص همان  -dliطور مطلق ه های بکنش-r ،Sدهیم که برای هر رادیکال هونکه نشان می

سیله هر ه سپس ب ستاری را معرفی می -rچپ  آلایدهو خالص  -dliهای کنش-Sکنیم که ارتباط نزدیکی با مفهوم چگال، عملگر ب

  دهیم.طور مفصل مورد بررسی قرار میه تباط را بدارد. سپس این ار

 خالص.  -dliچگال، زیرکنش  -r ایده آلکنش، رادیکال، -S کلیدی: هایواژه

 

 مقدمه. 1

شخیص حل سال مفهوم خالص بودن با رویکرد ت ستگاه از معادلات، از  شاخه 0711پذیری د ضی در  های مختلف ریا

توان با در نظر گرفتن دستگاه خاصی از معادلات [. این مفهوم را می23، 00، 03 ،7، 3، 2مورد مطالعه قرار گرفته است ]

نوع خاصدددی از  2تاب ۀنظریمفهوم [ با اسدددتفاده از 21[ را ببینید. لمبک در ]22، 20، 1، 0تعمیم داد، به عنوان مثال ]

های ریه های تاب و رادیکالهای خالص را تعریف کرده اسدددت. با توجه به اینکه تنا ری یک به یک بین نظزیرمدول

سته -کوروش ستر در ر صی از زیرکنش2در بخش  .[ را ببینید07. ]ها وجود داردکنش-Sآمی های خالص، یعنی ، نوع خا

dli-را به  3کنیم. بخش های هونکه تعریف و مفاهیم مرتبط با آن را بررسی میخالص را نسبت به رادیکالS-های کنش

خالص -dliطور مطلق ه دهیم مفاهیم بواقع نشان می دردهیم. انژکتیو ضعیف اختصاص می-rخالص و -dliطور مطلق ه ب

شرایط لازم و کافی برای همچنین به مشخص کنیم.انژکتیو ضعیف معادلند و به چند روش آنها را مشخص می -rو  سازی 

، Dچگال  -rچپ  آلایدههر به ، نسبت 0پردازیم. سرانجام در بخش ها میکنش-Sخالص بودن تمام -dliبه طور مطلق 

کنیم. همچنین خالص را مطالعه می -dliطور مطلق ه های بکنش-Sوسیله آن، ه کنیم و برا معرفی می 𝑐𝐷عملگر بستار

ای اسددت ، مجموعهSکنش روی تکواره -Sاسددت. منظور از یک  ریختیتک-rیک  ریختیتک - 𝑐𝐷دهیم هرنشددان می

ند  𝑆 به همراه کنش Aمان × 𝐴 → 𝐴، (𝑠, 𝑎) ⟼ 𝑠𝑎 برای ،𝑎 ∈ 𝐴  و𝑠 ∈ 𝑆  که در دو ویژگی𝑡(𝑠𝑎) = (𝑡𝑠)𝑎  و

1𝑎 = 𝑎 عنصر همانی تکواره  0کند که در آن، صدق میS  است. یکS- کنشA نامیم، هرگاه را بدیهی می|𝐴| ≤ 1 .

:𝑓ها، نگاشددتی اسددت مانند کنش-Sاز  ریختیهمیک  𝐴 → 𝐵  با این ویژگی که𝑓(𝑠𝑎) = 𝑠𝑓(𝑎) برای هر ،𝑎 ∈ 𝐴  و

                                                           
  نویسندۀ مسئول  m.haddadi@semnan.ac.ir 
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𝑠 ∈ 𝑆 .ۀرده هم S-دهد که آن را با ریختی های بین آنها تشکیل رسته می ها به همراه همکنشS-Act دهیم. نشان می

𝑠𝑏اسدددت که  Aای از زیرمجوعه Aکنش -Sاز  Bمنظور از زیرکنش  ∈ 𝐵  و𝑏 ∈ 𝐵 ریخت  هم. از آنجا که تصدددویر

 گیریم. در تنا ر یک به یک هستند، این دو مفهوم را یکی می Aهای با زیرکنش Aکنش -Sدر  ها ریختیتک

𝑠نامیم، هرگاه برای هر را همنهشددتی می Aکنش -Sروی  𝜌هم ارزی  ۀرابط ∈ 𝑆، 𝑎𝜌𝑎′  نتیجه دهد(𝑠𝑎)𝜌(𝑠𝑎′) .

هشتی قطری، مشبکه ای کران دار با همن Con(A)دهیم. مجمموعه نشان می Con(A)را با  Aهمه همنهشتی ها روی 

∆𝐴= {(𝑎, 𝑎)|𝑎 ∈ 𝐴}سری، ه ، ب سرا شتی  ضو و همنه 𝛻𝐴عنوان کوچکترین ع = 𝐴 × 𝐴ضو ه ، ب عنوان بزرگترین ع

𝐶 دلخواه ۀمجموعشامل زیرکه  Aاست. اشتراک همه همنهشتی های روی  ⊆ 𝐴 × 𝐴  هستند را همنهشتی تولید شده

,𝑎1و  Aکنش -S برای هردهیم. نشان می 𝛩(𝐶)نامیم و با می Aروی  Cتوسط  𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴، 𝛩(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) 

,𝛩({(𝑎𝑖 را به معنای , 𝑎𝑗)|1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛}) گیریم. هر همنهشدددتی درنظر می𝜒 ∈ 𝐶𝑜𝑛(𝐴)  افرازی اسدددت ازA  به

هسددتند را برای ما مشددخص  Aبدیهی از هایی که هر یک زیرکنشددی نا رده-𝜒از  𝛴𝜒و یک دسددتگاه  ها رده-𝜒وسددیله 

ست می شتی ریس ) 𝛴𝜒کند. هرچند ممکن ا شد. در این مقاله، ما به جای مفهوم همنه شده Reesنیز، تهی با ( تعریف 

شده در ][، از مفهوم کلی07در ] ستفاده می20تر ارائه  شتی [ ا را ریس  Aکنش -Sروی  𝜌کنیم. بدین معنی که همنه

∑ای تک عضددوی باشددد. بنابراین، هر دسددتگاه یا مجموعه Aآن، یک زیرکنش  رده-𝜌هر  نامیم، هرگاهمی ، از زیرکنش  

 کند:با تعریف زیر را مشخص می 𝜌𝛴، همنهشتی ریسی مانند Aکنش -Sهای مجزا و نابدیهی از 

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌Σ ⟺ {
𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 𝐵 ∈ ∑ برای یک 

𝑎 = 𝑏 در غیر این صورت
  

∑را همنهشددتی تولید شددده بوسددیله  𝜌𝛴همنهشددتی  𝐴و  Aروی    𝜌
𝛴

نامیم. می 𝜌𝛴روی  Aرا خارج قسددمت ریسددی  ⁄

∑هنچنین هرگاه  کنیم. در این حالت، خارج اسددتفاده می 𝜌𝛴به جای  𝜌𝐵باشددد، از نماد  {𝐵}، مجموعه تک عضددوی  

𝐴قسمت ریسی  𝜌𝐵⁄  را با𝐴 𝐵⁄  دهیم. با وجود اینکه همواره مینشان𝜒-شامل  رده𝑎 ∈ 𝐴  را با𝑎 𝜒⁄ دهیم؛ نشان می

𝜒اما وقتی  ∈ 𝐶𝑜𝑛(𝐴 𝐵⁄ )، 𝜒-رده B  در خارج قسددمت(𝐴 𝐵⁄ ) 𝜒⁄  را با[𝐵]
𝜒 دهیم. هر همنهشددتی نشددان می𝜒

𝐵
 

𝜒توانیم به یک همنهشتی را می Aکنش -Sاز  Bروی زیرکنش 
𝐴

 صورت زیر گسترش دهیم:ه ب Aروی  

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝜒
𝐴

⟺ {
(𝑎, 𝑏) ∈ 𝜒

𝐵
 

𝑎 = 𝑏 در غیر این صورت
  

𝜒در ادامه، همواره از نماد یکسان برای 
𝐵

𝜒و  
𝐴

𝜒کنیم و درنتیجه هر همنهشتی استفاده می  ∈ 𝐶𝑜𝑛(𝐵) عنوان ه را ب

شتی از  𝐵ویژه اگر ه گیریم. بنیز، درنظر می Con(A)همنه × 𝐵 ∈ 𝐶𝑜𝑛(𝐵) شتی  Aای روی را به روش بالا به همنه

𝜌𝐵، یعنی Aروی  Bگسترش دهیم، همنهشتی ریس تولید شده توسط  ∈ 𝐶𝑜𝑛(𝐴) شود.حاصل می 

  نگارندهr  که هرS -  کنشA  را به یک همنهشدددتی𝑟(𝐴) ∈ 𝐶𝑜𝑛(𝐴) طور ه نگارد، رادیکال هونکه یا بمی

 ، هرگاه :شودمختصر، رادیکال نامیده می
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(i)  ریختیهمهر 𝑓: 𝐴 → 𝐵  یک نگاشدددت𝑟(𝑓): 𝑟(𝐴) → 𝑟(𝐵)  به گونه ای که هر قا کند،  ,𝑎)را ال 𝑎́) ∈

𝑟(𝐴)   به(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑎́)) ∈ 𝑟(𝐵)   که جه داشددددت  ید تو با ته شدددود.  گاشددد 𝑟(𝐴)ن ∈ 𝐶𝑜𝑛(𝐴)  و               

𝑟(𝐵) ∈ 𝐶𝑜𝑛(𝐵) به ترتیب، زیرکنش هایی از ،𝐴 × 𝐴  و𝐵 × 𝐵  هستند و𝑟(𝑓) ریختی بین آنهاست. هم 

(ii) برای هر S -  کنشA  : داشته باشیم𝑟(𝐴 𝑟(𝐴)⁄ ) = ∆𝐴 𝑟(𝐴)⁄ 

 آوریم. [ معرفی شده اند را می20[ و ]01در زیر، تعریف بعضی از انواع رادیکال ها که در ]

  رادیکالr نامیم، هرگاه برای هر را موروثی میS- کنشA و 𝐵 ≤ 𝐴  𝑟(𝐵) = 𝑟(𝐴) ∩ ∆
𝐵، . 

  رادیکالr نامیم، هرگاه: آمیستر می-را کوروش 

(i)  برای هرS -  کنشA ،𝑟(𝐴)  .همنهشتی ریس باشد 

(ii)  برای هر𝐵 ∈ ∑  𝑟(𝐴)  :داشته باشیم𝑟(𝐵) = 𝛻𝐵 . 

 :کندها را مشخص میکنش-Sاز  رده، دو زیر rهر رادیکال 

ℝ𝑟تاب( با تعریف  ردهرادیکال )یا  رده( 0 = {𝐴|𝑟(𝐴) = 𝛻𝐴} . 

𝑆𝑟بی تاب( با تعریف  ردهنیمه ساده )یا  رده( 2 = {𝐴|𝑟(𝐴) = ∆𝐴} . 

 𝑆𝑟 ردهنامیم. باید توجه داشت که ساده مینیمه-rکنش -Sرا  𝑆𝑟رادیکال و اعضای -rکنش -Sرا  ℝ𝑟در ادامه، اعضای 

های بدیهی اسددت. همچنین هر کنش-Sهمه  ا بسددته اسددت و شدداملهریختیها و یکها، حاصددل ضددربتحت زیرکنش

های بدیهی کنش-Sها بسددته و شددامل همه ریختیها و یکها، حاصددل ضددربها که تحت زیرکنشکنش-Sاز  S ردهزیر

 با تعریف 𝑟𝑆باشد، رادیکالی به شکل 

𝑟𝑆(𝐴) = ⋂{𝜒 ∈ 𝐶𝑜𝑛(𝐴)| 𝐴 𝜒 ∈ 𝑆⁄ } 

𝑆راین، کند. علاوه برا مشخص می = 𝑆𝑟 تنها اگر  و اگر𝑟 = 𝑟𝑆[ ،20 .را ببینید ] 

 است، اگر و تنها اگر rرادیکال از یک رادیکال  ۀردها، کنش-Sاز  ℝ ۀردکنیم که زیریادآوری می [20از ]

(0 )ℝ  شامل همهS-های بدیهی باشد. کنش 

(2 )ℝ ها بسته باشد.ریخت تحت تصویر هم 

(3 )ℝ رایی باشد، یعنی برای هر زنجیر صعودی دارای ویژگی استق{𝐴𝑖}𝑖𝜖𝐼 ≤ ℝ داشته باشیم ،⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ∈ ℝ. 

(0 )ℝ های ریس بسته باشد؛ یعنی برای هر تحت گسترش همنهشتی𝐴 ∈ 𝑆 − 𝐴𝑐𝑡  و هر همنهشتی ریس𝜌  رویA ،

𝐴 𝜌⁄ ∈ ℝ  و∑  𝜌 ⊆ 𝑅  نتیجه دهد𝐴 ∈ ℝ. 

∑تذکر زیر را درباره  Aکنش -S و هر rبرای هر رادیکال هونکه   𝑟(𝐴) :داریم 

  Aکنش -Sو هر  rبرای هر رادیکال هونکه  0.0تذکر

(i)  اگرr(A) -رده X  شامل زیرکنشی ازA گاه باشد، آنX  نیز، زیرکنشی ازA  .خواهد بود 

(ii)  اگر𝐵 ∈ ℝ𝑟  زیرکنشی ازA گاه باشد، آن𝑋 ∈ ∑  𝑟(𝐴)  چنان وجود دارد که𝐵 ≤ 𝑋 . 
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𝑏که اگر  کنش بسته است. چرا - Sنسبت به  Xگاه باشد، آن Bی شامل زیرکنش رده - X ،r(A)( اگر i. )برهان ∈ 𝐵 

𝑥گاه برای هر را دلخواه درنظر بگیریم، آن ∈ 𝑋  و هر𝑠 ∈ 𝑆  :داریم(𝑥, 𝑏) ∈ (𝐴) نتیجه،  و در(𝑠𝑥, 𝑠𝑏) ∈ 𝑟(𝐴) .

𝑠𝑏اما چون  ∈ 𝐵 ⊆ 𝑋، 𝑠𝑥  نیز، متعلق بهX اهد بود.خو 

(ii اگر )𝐵 ∈ ℝ𝑟  زیرکنشی ازS- کنشA گاه بناباشد، آن ( به ویژگیi ،تعریف رادیکال هونکه )𝑟(𝐵) = 𝛻𝐵 ⊆ 𝑟(𝐴) .

𝐵چنان وجود دارد که  X رده - r(A)پس  ∈ 𝑋 ( اکنون حکم از .iنتیجه می ) .شود 

𝐶 ۀخانواد = (𝑐𝐴)𝐴∈𝑆−𝑨𝒄𝒕   که در آن𝑐𝐴: 𝑺𝒖𝒃(𝐴) → 𝑺𝒖𝒃(𝐴)   که هر زیرکنش 𝐵تابعی اسددددت  ≤ 𝐴   به را 

شتباه نشود( از 𝑐(𝐵))یا  𝑐𝐴(𝐵)زیرکنش  ستار روی رستمی A، اگر باعث ا شود، اگر نامیده می S-Act ۀنگارد، عملگر ب

 های زیر صدق کند:در ویژگی

 (𝑐1) ویژگی گسترش( برای هر(𝐵 ∈ 𝑆𝑢𝑏(𝐴) ،𝐵 ≤ 𝑐𝐴(𝐵). 

(𝑐2) نوایی( برای هر دو زیرکنشیک یژگی)و𝐵2 و 𝐵1  ازA  با این ویژگی که𝐵1 ≤ 𝐵2 داشته باشیم 𝑐𝐴(𝐵1) ≤ 𝑐𝐴(𝐵2).  

(𝑐3)ریختی  )ویژگی پیوستگی( برای هر هم𝑓: 𝐴 → 𝐶 ،𝑓(𝑐𝐴(𝐵)) ≤ 𝑐𝐶(𝑓(𝐵)). 

 [ ببیند. 0در ] ای عملگر بستاری راتواند تعریف رستهخواننده می

𝑐𝐴(𝐵)گوییم، هرگاه می بسته-Cرا  Aکنش -Sاز  Bزیرکنش  = 𝐵 همچنین به زیرکنش ،B  ازA ،C-  چگال

𝑐𝐴(𝐵)گوییم، هرگاه می = 𝐴 ،ریختی تک𝑚: 𝐸 → 𝐴  راC-گوییم، اگر ریختی میتکm(E)  درA ،C-.چگال باشد 

:𝜋ریختی کانونی  ، همrبرای رادیکال   𝐴 → 𝐴 𝐵⁄ دهیم گیریم و قرار میرا در نظر می𝑐𝑟 = (𝑐𝐴
𝑟 )𝐴∈𝑆−𝑨𝒄𝒕 با تعریف .

𝑐𝐴
𝑟 (𝐵) = 𝜋

−0([𝐵]𝑟(𝐴 𝐵⁄ 𝐵، چون صورت. در اینAاز  Bو هر زیرکنش  Aکنش -S، برای هر (( ⊆ [𝐵]𝑟(𝐴/𝐵) پس 

. 𝐵 ≤  𝑐𝐴
𝑟(𝐵)  یعنی𝑐𝑟 نواییی ویژگی گسترش است. برای اثبات ویژگی یکدارا𝑐𝑟 ،های دلخواهبرای زیرکنش 𝐵1 ≤

𝐵2  ازS-کنشی مانند،𝐴 کانونی  ریختیهم𝑝: 𝐴/𝐵0 →  𝐴/𝐵2 ویژگی صورت با استفاده از  گیریم. در اینرا در نظر می

(i) رادیکال داریم تعریف 𝑝([𝐵1]𝑟(𝐴/𝐵_0 )) ⊆ [𝐵2]𝑟(𝐴/𝐵2) از این رو 𝑐𝐴
𝑟(𝐵1) ≤ 𝑐𝐴

𝑟(𝐵2) . در نهایت برای هر

:𝑓ریختیهم 𝐴 → 𝐶  و𝐵 ≤ 𝐴، ریختیهم𝑓̅: 𝐴/𝐵 → 𝐶/𝑓(𝐵) با تعریف  را𝑓̅(𝑎/𝐵) = 𝑓(𝑎)/𝑓(𝐵)  در نظر

𝑓̅([𝐵]𝑟(𝐴/𝐵)) :داریمرادیکال  تعریف (i)ویژگی استفاده از با . گیریممی ⊆ [𝑓(𝐵)]𝑟(𝐶/𝑓(𝐵)). 

𝑓(𝑐𝐴در نتیجه  
𝑟(𝐵)) ≤  𝑐𝐶

𝑟 ( 𝑓 (𝐵))گی پیوستگیژ، یعنی وی𝑐𝑟 را خواهیم داشت. بنابراین𝑐𝑟   عملگری بستاری

-𝑐𝑟های ریختی به جای واژهتک -rبسته و  -rچگال و  -rهای به ترتیب، از واژه ها است. در ادامه،کنش-S ۀروی رست

چگال،  -A rکنش -Sدر  𝐵، زیرکنش 𝑐𝑟با توجه به تعریف عملگر بستاریکنیم. ریختی استفاده میتک -𝑐𝑟بسته و -𝑐𝑟چگال،

𝜋اگر و تنها اگر  است
−0([𝐵]𝑟(𝐴 𝐵⁄ )) = 𝐴  ردهو این تنها در صورتی امکان دارد که [𝐵]_𝑟(𝐴 𝐵⁄ اعضای  ۀشامل هم (

𝐴  باشد یعنی داشته باشیم𝑟(𝐴/𝐵) = ∇𝐴 𝐵⁄ . چپ دلخواه  آلایدهI  ازS  راr-عنوان ه گوییم، هرگاه بچگال می

ها، انژکتیو ریختیتک -rییم، هرگاه نسبت به گوانژکتیو می -rکنش را -Sچگال باشد. یک  -r Sکنش -Sزیرکنش از 

 باشد. 

 های زیر است: ها به یکی از شکلکنش-S ۀ[ نشان داده شده است که هر معادله در رست23در ]

(3) 𝑠𝑥 = 𝑎 (2) 𝑠𝑥 = 𝑡𝑥 (0) 𝑠𝑥 = 𝑡𝑦 
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𝑡که در آن  ∈ 𝑆 ،s  وa  عضوی درS- کنشA  .است 

 را : Aکنش -Sاز  Bگوییم. زیرکنش می Aاست، معادلات روی  Aکنش -Sهای آنها در به معادلاتی که ثابت

  خالص درA  گوییم، هرگاه هر دستگاه متناهی از معادلات روی میB  که درA   دارای جواب است، درB  ،نیز

 دارای جواب باشد.

  خالص از نوع سوم درA  گوییم، هرگاه هر دستگاه متناهی از معادلات به شکل می𝑠𝑥 = 𝑏  رویB در  کهA 

 خالص یاد شده است.  -0[ با عنوان 07نیز، دارای جواب باشد. از این نوع خالص در ] Bدارای جواب است، در 

 ای خالص یا برای سددادگی، دنبالهS- خالص درA ای از معادلات روی گوییم، هرگاه هر دسددتگاه دنبالهمیB ،

∑یعنی  = {𝑠𝑥 = 𝑏𝑠|𝑠 ∈ 𝑆, 𝑏𝑠 ∈ 𝐵}  که درA جواب است، در  دارایB  .نیز، جواب داشته باشد 

∑دستگاه  Aکنش -Sدارای جواب باشد.  Aکنشی شامل -Sگوییم، هرگاه در را سازگار می Aکنش -Sاز معادلات روی   

 در آن دارای جواب باشد.  Aگوییم، هرگاه هر دستگاه متناهی سازگار از معادلات روی طور مطلق خالص میه را ب

 های چپ چگالایده آلبه . خلوص نسبت 2

های خالص را بوسددیله [، ما نیز، نوعی از زیرکنش21در این بخش، مشددابه تعریف لمبک برای زیرمدول های خالص ]

سط رادیکال هونکه رادیکال هونکه تعریف می شده تو ستار القا  ستفاده از عملگر ب ، یک نوع r ،𝑐𝑟کنیم. درحقیقت، با ا

 کنیم.فی میخاص از خالص بودن را معر

طور ه های چپ چگال )یا بآلایده بت بهرا خالص نسددد Aکنش -Sاز  B، زیرکنش rبرای رادیکال هونکه  .1.2تعریف 

𝑎گوییم، هرگاه برای هر خالص( می - dliمختصدددر ∈ 𝐴  یدهو هر 𝐷𝑎، اگر Sاز  Dچگال  -rچپ  آلا ≤ 𝐵گاه ، آن

𝑏 ∈ 𝐵 که برای هر  چنان موجود باشد𝑑 ∈ 𝐷، 𝑑𝑎 = 𝑑𝑏 . 

شی  Bاگر  شد، از نماد  Aخالص از  -dliزیرکن A 𝐵با ≤𝑑.𝑙.𝑖.𝑝 ستفاده می  هایزیرکنش ۀهم ۀمجموعکنیم. همچنین ا

dli-  خالص ازA  را با𝑃𝑑.𝑙.𝑖.𝑝(𝐴) دهیم. نشان می 

از  Dچپ  آلایدهای هر گوییم، هرگاه برهای چپ می آلایدهرا خالص نسبت به  Aکنش -Sاز  Bزیرکنش  .2.2تعریف 

S ،B  زیرکنشددیs-  خالص ازA ۀدر رسددت D- ها باشددد. همچنین زیرکنش کنشB  ازS- کنشA  را خالص نسددبت به

کنش خالص -sزیرکنشددی  S ،Bاز  Dچپ متناهی مولد  آلایدهنامیم، هرگاه برای هر های چپ متناهی مولد میآلایده

 ها باشد.کنش-D ۀدر رست Aاز 

سی کرد که برای هر رادیکال هونکه ( به راحتی می0). 3.2تذکر  ,A ،(𝑃𝑑.𝑙.𝑖.𝑝(𝐴)کنش -Sو هر  rتوان برر ≤𝑑.𝑙.𝑖.𝑝) ،

 مرتب جزئی است.  ۀیک مجموع

[ مطرح شدددده اسدددت، مقایسددده کنیم، چون برای هر 1خالص که در ]-sهای کنش-Sرا با تعریف  0.2( اگر تعریف 2)

کنش -Sتوان گفت که هر چگال از خودش اسددت، می -rچپ  آلایدهیک  Sگروه ، هر نیمS-Actروی  rرادیکال هونکه 

dli-  خالص یکS- کنشs- را ببینید. 0.2خالص نیز، هست؛ اما عکس این مطلب درست نیست. مثال 

 [ تعریف نمود. 1خالص را با نتایجی مشابه ] -dliهای توان انژکتیوی نسبت به زیرکنشمی( با استفاده از قسمت دوم 3)
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 (نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

𝑆فرض کنید  .5.2مثال  = {0, 𝑠, 𝑡} گروهی با جدول کیلی زیر باشد: نیم 

t s 1  

1 1 1 1 

t s 1 s 

1 1 1 t 

,0}} ۀبسدددتاری مجموع ℝ ۀردهمچنین فرض کنید که  𝑠}, ویژگی اسدددتقرایی و  ها،ریختتحت تصدددویر هم {{0}

از  2.0 ۀکند. قضیمعرفی می  𝑟ℝآمیتسر-رادیکال کورش ، یکℝ ۀردصورت  این های ریس باشد. درگسترش همنهشتی

𝑆[ را ببینید. چون 20] {0, 𝑡}⁄ ≅ {0, 𝑠} پس ،𝑆 {0, 𝑡}⁄ ∈ ℝ  ،0}. بنابراین, 𝑡} ،چپ  ایده آل𝑟ℝ-  چگالی ازS  .است

𝐴فرض کنید  = {𝑎𝑖}0≤𝑖≤7  یکS- :کنش با جدول کیلی زیر باشد 

𝑎7 
𝑎7 

𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎1  

𝑎1 𝑎1 𝑎1 𝑎1 𝑎1 𝑎1 𝑎1 1 

𝑎4 𝑎6 𝑎4 𝑎4 𝑎3 𝑎6 𝑎0 s 

𝑎3 𝑎1 𝑎3 𝑎1 𝑎1 𝑎4 𝑎1 t 

𝐵توان بررسی کرد که به راحتی می = {𝑎1, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎7}  زیرکنشیs-  خالص ازA  است؛ اما درA dli-  .خالص نیست

𝑎2درحقیقت،  = {𝑎1, 𝑎4} ≤ 𝐵  .{0, 𝑡}  درحالی که هیچ𝑎 ∈ 𝐵  0}وجود ندارد که, 𝑡}. 𝑎2 = {0, 𝑡}. 𝑎.  ،در ادامه

به بین زیرکنش ۀرابط یدههای خالص نسدددبت  بآلا خالص و  -dliهای از مفهوم زیرکنش عنوان تعمیمیه های چپ 

 بررسی خواهیم کرد. 1.2 ۀو قضی 1.2 ۀاز نوع سوم را در قضیهای خالص شزیرکن

ی ــ صدددورت هر دسدددتگدداه از معددادلات  بدداشددددد. دراین Aکنش -Sزیرکنشدددی از  Bفرض کنیددد  .4.2 ۀقض

∑ = {𝑠𝑖𝑥𝑖 = 𝑏𝑖|𝑖 ∈ 𝐼, 𝑏𝑖 ∈ 𝐵, 𝑠𝑖 ∈ 𝑆}  که درA  ست، در د؛ اگر و تنها نیز، دارای جواب خواهد بو Bدارای جواب ا

 های چپ باشد.آلایدهخالص نسبت به  Aدر  Bاگر 

ید  (⟸) برهان. 𝑎فرض کن ∈ 𝐴  وD ،یده 𝐷𝑎با ویژگی  Sچپی از  آلا ≤ 𝐵 صدددورت  این باشدددد. درa  جوابی از

∑  ́ = {𝑑𝑖𝑥 = 𝑏𝑖|𝑑𝑖𝑎 = 𝑏𝑖 یا 𝑏𝑖 ∈ 𝐵 و 𝑑𝑖 ∈ 𝐷}  فرض جوابی ازاسددت. بنابراین، با اسددتفاده از∑  𝑏́مانند  Bدر  ́ 

𝑑𝑖نتیجه، برای  وجود دارد. در ∈ 𝐷  :داریم𝑑𝑖𝑎 = 𝑏́𝑖 . 

𝑖∈𝐼{𝑎𝑖}فرض کنید (⇒)  ⊆ 𝐴  ستگاه معادلات ∑جوابی از د = {𝑠𝑖𝑥𝑖 = 𝑏𝑖|𝑖 ∈ 𝐼, 𝑏𝑖 ∈ 𝐵, 𝑠𝑖 ∈ 𝑆} شد. در  این با

𝑖صورت برای هر  ∈ 𝐼، 𝐷𝑖 = {𝑠 ∈ 𝑆|𝑠𝑎𝑖 ∈ 𝐵} چپی از  آلایدهS  با ویژگی𝐷𝑖𝑎𝑖 ≤ 𝐵  ستفاده از ست. بنابراین با ا ا

𝑖فرض، برای هر  ∈ 𝐼، 𝑏́𝑖 ∈ 𝐵   چندان وجود دارد کده برای هر𝑠 ∈ 𝐷𝑖 ،𝑠𝑎𝑖 = 𝑠𝑏́𝑖ویژه داریم: ه . بد𝑠𝑖𝑏́𝑖 = 𝑏𝑖 .

∑درنتیجه،  ی جواب است. دارا Bدر   

 توان قضیه زیر را ثابت کرد.، به راحتی می1.2 ۀبا استدلالی همانند برهان قضی

ضیه  ست، اگر و تنها اگر  Aکنش -Sاز  Bزیرکنش  .4.2ق سوم ا سبت به  Bبا خالص از نوع  های چپ، متناهی آلایدهن

 خالص باشد. Aمولد در 
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 خالص است.  -A ،dliدر  Aکنش -Sاز  Bبسته  -rیرکنش ، هر زrبه ازای رادیکال هونکه دلخواه  .4.2قضیه 

𝑎و  Aاز  Bبسته  -rدهیم برای هر زیرکنش سره برای اثبات، نشان می برهان. ∈ 𝐴 𝐵⁄ چپ  آلایده، هیچr-  چگال

D  ازS  با ویژگی𝐷𝑎 ⊆ 𝐵 چپ سره و  آلایده یعنی)فرض خلف(  گونه نباشد؛ وجود ندارد. فرض کنید اینr-  چگال

𝐷  ازS  ،چنان وجود داشته باشد که برای𝐷𝑎 ⊆ 𝐵 .از  صورت این درr- بودن  چگال𝐷 در S  داریم𝑆 𝐷⁄ ∈ ℝ𝑟. 

.، ریختی بسته استتحت هم ℝ𝑟چون  𝑆𝑎 𝐷𝑎⁄ ∈ ℝ𝑟 همچنین 

 𝑆𝑎/(𝐵 ∩ 𝑆𝑎) ≅ 𝑆 ⋅ (𝑎/𝐵)ریختی ، کافی است یک𝜑: 𝑆𝑎/(𝐵 ∩ 𝑆𝑎) → 𝑆 ⋅ (𝑎/𝐵)  که هر𝑠𝑎/(𝐵 ∩ 𝑆𝑎) ∈

𝑆𝑎/(𝐵 ∩ 𝑆𝑎) را به 𝑠 ⋅ 𝑎/𝐵 ∈ 𝑆 ⋅ (𝑎/𝐵) را در نظر بگیریم، و داریمنگارد می: 

𝑆𝑎/(𝐵 ∩ 𝑆𝑎) = (𝑆𝑎 𝐷𝑎)/((𝐵 ∩ 𝑆𝑎)/𝐷𝑎))⁄ ∈ ℝ𝑟 

.𝑆پس  (𝑎/𝐵) ∈ ℝ𝑟داریم  0.0 . اکنون با استفاده از تذکر𝑆. (𝑎 𝐵⁄ ) ⊆ [𝐵]𝑟(𝐴 𝐵⁄ ونی کان ریختی. یعنی برای هم(

𝜋: 𝐴 → 𝐴 𝐵⁄  داریم𝑆𝑎 ⊆ 𝜋−0
([𝐵]𝑟(𝐴 𝐵⁄ 𝑎. درنتیجه، (( ∈ 𝑆𝑎 ≤ 𝑐𝐴

𝑟(𝐵) = 𝐵  .که تناقض است 

های خالص دارند، بررسدددی ویژگی -dliهای زیرکنش ۀچگال در تعریف و مطالع -rچپ  آلایدهکه دلیل نقش مهمیه ب

چگال از  -rهای چپ آلایدههایی که ه، به بررسی برخی از ویژگیچگال دارای اهمیت است. در ادام -rهای چپ آلایده

S کنیم که هر همنهشددتی پردازیم؛ اما ابتدا به این نکته توجه میکنند، میطور دقیق مشددخص میه را بω  رویS  یک

.ωرابطه  𝐴 = {(𝑠𝑎, 𝑡𝑎)(𝑠, 𝑡) ∈ 𝜔 و 𝑎 ∈ 𝐴}  رویS- کنشA ی، انعکاسددد ۀکند. به وضدددوح این رابطمعرفی می

سازگار با کنش  شد. به همین دلیل، همنهشتی تولید شده توسط  Aتقارنی و  ست انتقالی نبا ست؛ ولی ممکن ا .𝜔ا 𝐴 ،

𝛩یعنی  (𝜔. 𝐴) گیریم. را درنظر می 

 صورت داریم:  باشد. در این S، همنهشتی روی 𝜔رادیکالی هونکه و  rفرض کنید  .4.2قضیه 

𝑟(
𝑆

𝜔
) = {(

𝑆

𝜔
,

𝑡

𝜔
) ∈

𝑆

𝜔
×

𝑆

𝜔
| 𝑠𝑎 = 𝑡𝑎، 𝜔𝑎 = ∆𝑆𝑎با 𝑎 ∈ 𝐴 و هر 𝐴 ∈ 𝑆𝑟 برای هر} 

1)گاه برای عضدددو بنامیم، آن Xاگر طرف راسدددت تسددداوی بالا را  برهان. 𝜔⁄ ) 𝑟(𝑆 𝜔⁄ سددداده نیمه -rکنش -Sاز  ⁄(

(𝑆 𝜔⁄ ) 𝑟(𝑆 𝜔⁄ .𝜔داریم:  ⁄( ((1 𝜔⁄ ) 𝑟(𝑆 𝜔⁄ )⁄ ) = ∆𝑆 𝜔⁄ن، برای هر عضو . بنابرای(𝑠 𝜔⁄ , 𝑡 𝜔⁄  داریم: Xاز  (

𝑠 (1 𝜔⁄ ) 𝑟(𝑆 𝜔⁄ )⁄ = 𝑡 (1 𝜔⁄ ) 𝑟(𝑆 𝜔⁄ نی ، ⁄( ع 𝑠)ی 𝜔⁄ ) 𝑟(𝑆 𝜔⁄ )⁄ = (𝑡 𝜔⁄ ) 𝑟(𝑆 𝜔⁄ 𝑠)پس  . ⁄( 𝜔⁄ , 𝑡 𝜔⁄ ) ∈

𝑟(𝑆 𝜔⁄ 𝑋نتیجه،  در. ( ⊆ 𝑟(𝑆 𝜔⁄ 𝑠). حال فرض کنیم ( 𝜔⁄ , 𝑡 𝜔⁄ ) ∈ 𝑟(𝑆 𝜔⁄ نیمه ساده -rکنش -Sچنین فرض کنیم که . هم(

A  و𝑎 ∈ 𝐴 که  ای موجود باشندبه گونه𝜔𝐴 = ∆𝑆𝑎دهیم . نشان می𝑠𝑎 = 𝑡𝑎 ریختی . به این منظور، هم𝑓𝑎: 𝑆 𝜔⁄ → 𝐴 

𝑓𝑎(𝑠با تعریف  𝜔⁄ ) = 𝑠𝑎 گیریم. از ویژگی اول، تعریف رادیکال هونکه داریم: را درنظر می(𝑠𝑎, 𝑡𝑎) ∈ 𝑟(𝐴) ؛ اماA ،

r- رو، از این ساده است.نیمه𝑠𝑎 = 𝑡𝑎 . 

سیله شده ب همنهشتی ریس تولید 𝜔اگر  شد، آن Sچپی از  آلایده ۀو ضیه بالا میبا دست ه تواند نتایج بیشتری بگاه ق

 زیر را ببینید. ۀدهد. نتیج
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 صورت داریم:  این در باشد. Sچپی از  آلایده Dرادیکالی هونکه و  r( فرض کنید 0). 9.2 ۀنتیج

𝑟 (
𝑆

𝐷
) = {(

𝑠

𝐷
,

𝑡

𝐷
) ∈

𝑆

𝐷
×

𝑆

𝐷
| 𝑠𝑎 = 𝑡𝑎، |𝐷𝑎| = 𝑎 با 0 ∈ 𝐴 و 𝐴 ∈ 𝑆𝑟 برای هر} 

𝐴رادیکالی هونکه،  r( فرض کنید 2) ∈ 𝑆𝑟  و𝜔 ۀوسیله شده ب همنهشتی تولید {(𝑠𝑖 , 𝑡𝑖)}𝑖∈𝐼  رویS ای باشد به گونه

𝑆که  𝜔⁄ ∈ ℝ𝑟صددورت  . دراین𝑎 ∈ 𝐴  جوابی برای∑  = {𝑠𝑖𝑥 = 𝑡𝑖𝑥}𝑖∈𝐼  اسددت، اگر و تنها اگر برای هر𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆 

𝑠𝑎داشته باشیم:  = 𝑡𝑎 . 

∑رادیکال هونکه و  r( فرض کنید 3)  = {𝑠𝑖𝑥 = 𝑏}𝑖∈𝐼  ستگاهی از معادلات روی شد،  Aساده نیمه -rکنش -Sد با

شده ب آلایده، D ای کهبه گونه سیله چپ تولید  ∑ضرایب ۀو   ،r- شتی تولید سیله شده ب چگال و همنه مجموعه  ۀو

∑ضرایب ∑صورت این باشد. در  𝜌𝐷برابر با     𝐴دارای جواب در    ∈ 𝑆𝑟  است، اگر و تنها اگرb  یک عنصر صفر و تنها

∑جواب دستگاه  باشد.  Aدر   

 درنظر بگیریم.   D آلایدهرا همنهشتی ریس تولید شده توسط  𝜔، 0.2 ۀبات، کافی است در قضی( برای اث0) برهان.

ضی2) شده در ق 𝑠)شود که نتیجه می 0.2 ۀ( حکم به راحتی از این حقیقت اثبات  𝜔⁄ , 𝑡 𝜔⁄ ) ∈ 𝑟(𝑆 𝜔⁄ ، اگر و تنها (

𝑎اگر برای هر  ∈ 𝐴 ∈ 𝑆𝑟 ،𝜔. 𝑎 = ∆𝑆.𝑎  نتیجه دهد𝑠𝑎 = 𝑡𝑎 . 

 شود. ( نتیجه می2( و )0( این قسمت به سادگی از ترکیب )3)

 هم معادلند : های زیر باگزاره .15.2قضیه 

(0 )D چپ  آلایدهr-  چگالی ازS  .است 

𝐴( اگر 2) ∈ 𝑆𝑟  و𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  با این ویژگی باشند که𝐷𝑎 = {𝑏}گاه ، آنb  عنصر صفری ازA  است و𝑆𝑎 = {𝑏}. 

𝐴( اگر 3) ∈ 𝑆𝑟  و𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  با این ویژگی باشددند که𝐷𝑎 = {𝑏}گاه ، آن𝑎 = 𝑏  وb  عنصددر صددفری ازS- کنشA 

 است. 

(1)برهان.  ⇒ 𝐴اگر  (2) ∈ 𝑆𝑟 ،𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  و𝐷𝑎 = {𝑏} آنگاه ،|𝐷𝑎| = ستفاده از قسمت اول نتیج1 ، از 7.2 ۀ. با ا

r-  گال بودن جه می Dچ که برای هر نتی ,𝑠گیریم  𝑡 ∈ 𝑆 ،𝑠𝑎 = 𝑡𝑎 :نابراین داریم 𝑆𝑎. ب = {𝑏} از طرفی برای هر .

𝑠 ∈ 𝑆  و𝑑 ∈ 𝐷  :داریم𝑠𝑏 = 𝑠𝑑𝑎 = 𝑏 یعنی .b  عنصر صفری ازS- کنشA  .است 

(2) ⇒  بدیهی است.  (3)

(3) ⇒ 𝑠)فرض کنید  (1) 𝐷⁄ , 𝑡 𝐷⁄ ) ∈ 𝛻𝑆 𝐷⁄صورت چون هر عنصر  این . درa  با این ویژگی که|𝐷𝑎| = -Sاز  0

ست، پس  Aساده نیمه -rکنش  صفر ا 𝑎برابر  = 𝑠𝑎 = 𝑡𝑎 ( سمت ستفاده از ق داریم:  7.2( از نتیجه 0. از این رو با ا

(𝑠 𝐷⁄ , 𝑡 𝐷⁄ ) ∈ 𝑟(𝑆 𝐷⁄ 𝛻𝑆. درنتیجه  ( 𝐷⁄ ≤ 𝑟(𝑆 𝐷⁄  کند. و این، برهان را کامل می (

ضیه  ∑رادیکالی هونکه و rفرض کنید  .11.2ق = {𝑠𝑖𝑥 = 𝑏}𝑖∈𝐼 ( سمت شده در ق ستگاه معادلات معرفی  ( نتیجه 3د

شد. در 7.2 ∑صورت اگر این با شد، آن  Aدارای جوابی در    𝑏گاه با 𝑟(𝐴)⁄  زیرکنشdli-  صی از خواهد بود که  Aخال

∑شامل همه جواب های  است.  Aدر   
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𝑠𝑖𝑥}جوابی از  aفرض کنید  برهان. = 𝑏}𝑖∈𝐼 صورت  این باشد. در𝑎 𝑟(𝐴)⁄  جوابی از دستگاه{𝑠𝑖𝑥 = 𝑏 𝑟(𝐴)⁄ }𝑖∈𝐼 

𝐴در  𝑟(𝐴)⁄ ( از نتیجه 3اسددت. بنابراین، با اسددتفاده از قسددمت )7.2 ،𝑏 𝑟(𝐴)⁄ صددر صددفری از نع𝐴 𝑟(𝐴)⁄  اسددت و

𝑏 𝑟(𝐴)⁄ = 𝑎 𝑟(𝐴)⁄  شی از ست. برای اثبات  Aزیرکن 𝑏خالص بودن  -dliا 𝑟(𝐴)⁄  درAرض کنید ، فD چپ  آلایده

r-  چگالی ازS  شد و برای 𝑎با ∈ 𝐴  :شیم شته با 𝐷𝑎دا ≤ 𝑏 𝑟(𝐴)⁄صورت  این . در𝐷. (𝑎 𝑟(𝐴)⁄ ) = {𝑏 𝑟(𝐴)⁄ } .

سمت ) ستفاده از ق 𝑎داریم:  7.2 ۀ( نتیج3بنابراین با ا 𝑟(𝐴)⁄ = 𝑏 𝑟(𝐴)⁄ یعنی ،𝑎 ∈ 𝑏 𝑟(𝐴)⁄نتیجه  . در𝑏 𝑟(𝐴)⁄ 

 الص است. خ -A ،dliدر 

𝑎باشد و  Aکنش -Sزیرکنشی از  Bفرض کنید  .12.2قضیه  ∈ 𝐴 . چپ  آلایدهصورت اگر  دراینr-  چگالD  ازS  و

𝑏 ∈ 𝐵  چنان وجود داشته باشند که𝐷𝑏 = 𝐷𝑎گاه ، آن𝑎 ∈ 𝑐𝐴
𝑟(𝐵) . 

𝑎ای که برای باشدددد، به گونه Sچگال از  -rچپ  آلایده Dفرض کنید  برهان. ∈ 𝐴  و𝑏 ∈ 𝐵 ای داشدددته باشدددیم که

𝐷𝑎 = 𝐷𝑏 .سته بودن  دراین صویر  ℝ𝑟صورت، ب صویر ها نتیجه میریختیهمتحت ت 𝑆دهد که ت 𝐷⁄ ریختیتحت هم 

𝑓: 𝑆 𝐷⁄ → 𝐴 𝐵⁄ با تعریف ،𝑓(𝑠 𝐷⁄ ) = 𝑠𝑎 𝐵⁄ یک ،S- کنشr-  رادیکال است. یعنی𝑓(𝑆 𝐷⁄ ) ∈ ℝ𝑟ذکر ه . لازم ب

𝐷𝑎اسددددت کدده چون  = 𝐷𝑏 ،𝑓   خوش تعریف اسددددت. همچنین داریم𝑓((𝑠1𝑠2) 𝐷⁄ ) = (𝑠1𝑠2)𝑎 𝐵⁄ =

𝑠1(𝑠2𝑎) 𝐵⁄ = 𝑠1𝑓(𝑠2 𝐷⁄ 𝑟(𝐴، یک 0.0( iریختی اسدت. بنابراین، با اسدتفاده از تذکر )هم 𝑓، یعنی( 𝐵⁄  X ۀرد - (

.𝑆چنان وجود دارد که  (𝑎 𝐵⁄ ) ≤ 𝑋  اما .𝐷𝑏 = 𝐷𝑎 ≤ 𝑆𝑎  و𝐷𝑏 ≤ 𝐵 ریخت . پس تصددویر همB ریختی تحت هم

:𝜋کانونی  𝐴 → 𝐴 𝐵⁄  یک زیرکنش بدیهی از𝑆. (𝑎 𝐵⁄ 𝑋است. بنابراین،  ( ∩ [𝐵]𝑟(𝐴 𝐵⁄ ) ≠ و  X. از این رو، چون  ∅

[𝐵]𝑟(𝐴 𝐵⁄ )، 𝑟(𝐴 𝐵⁄ 𝑋هایی با اشددتراک ناتهی هسددتند، پس رده - ( = [𝐵]𝑟(𝐴 𝐵⁄ 𝑎یجه، ت. درن ( 𝐵⁄ ∈ [𝐵]𝑟(𝐴 𝐵⁄ ) 

𝑎یعنی  ∈ 𝑐𝐴
𝑟(𝐵). 

 

5.S -هایکنشr -انژکتیو ضعیف وS -های به طور مطلقکنشdli - خالص 

واقع در این بخش نشان  کنیم. درخالص را بررسی می - dliانژکتیو ضعیف و به طور مطلق- rهایکنش- Sدر این بخش

 انژکتیو ضعیف هستند. -rهایکنش- Sخالص همان - dliمطلقهای به طور کنش- Sدهیم کهمی

5 .1.S -هایکنشr -.انژکتیو ضعیف 

ژگی انژکتیو نسدبت به نامیم، اگر دارای ویانژکتیو ضدعیف می -rرا  Aکنش -r ،Sبرای رادیکال داده شدده  .1.5تعریف 

 باشد.  Sچگال به  -rهای چپ آلایدهها از همه نشاننده

انژکتیو، -𝛼های کنش-S[ درباره 01از ] 2.2 ۀهای انژکتیو ضدعیف و گزارکنش-Sدرباره  [19]از  2.3.1ابتدا مشدابه لم 

 کنیم. ه میئانژکتیو ضعیف ارا-rهای کنش-S ۀآید درباردست میه تذکر زیر را که به راحتی از تعریف ب

:𝑓ریختی برای هر هم انژکتیو ضعیف است، اگر و تنها اگر-A ،rکنش -S .2.5تذکر  𝐷 → 𝐴  که در آنD چپ  آلایده

r-  چگال ازS  اسدت، عنصدری مانند𝑎 ∈ 𝐴  چنان موجود باشدد که برای هر𝑑 ∈ 𝐷  داشدته باشدیم𝑓(𝑑) = 𝑑𝑎در . 

:𝑓 ،𝑓̅ریختی واقع، کافی است برای تعریف گسترش هم 𝑆 → 𝐴  قراردهیم𝑓̅(1) = 𝑎  . 

 خالص است. - dliانژکتیو ضعیف در هر گسترشش  - rکنش  - S، هر r برای رادیکال داده شده. 5.5قضیه 
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باشدددد. همچنین  Sچگال از  -rچپ  آلایده Dو  Aکنش - Sانژکتیوی ضدددعیف از  -rزیرکنش  Bفرض کنید  برهان.

صری دلخواه از  𝑎فرض کنید  شد که  Aعن 𝐷𝑎با این ویژگی با ≤ 𝐵صورت چون  . در اینB ،r-  ،ست ضعیف ا انژکتیو 

:𝑓ریختی پس با استفاده از تذکر بالا، برای هم 𝐷 → 𝐵  با تعریف𝑓(𝑑) = 𝑑𝑎 عنصر ،𝑏 ∈ 𝐵  با ویژگی𝑓(𝑑) = 𝑑𝑏 ،

𝑑، وجود دارد. بنابراین برای هر Dدر  dبرای هر  ∈ 𝐷 ،𝑑𝑏 = 𝑑𝑎. 

ضیه  -A ،rخالص از  -dliصددورت هر زیرکنش  انژکتیو ضددعیف باشددد. در این -rکنش - Sیک  Aفرض کنید . 5.5ق

 انژکتیو ضعیف است. 

:𝑓فرض کنید  برهان. 𝐷 → 𝐵 ایده آلای از ریختی هم r- چگالD  به زیرکنشdli- خالصB  ازS- کنشA  .باشدددد

:𝑓̅ریختی وجود هم 𝑆 → 𝐴 جا کردن مربع زیر از هبا توانایی جابr-  انژکتیو ضعیف بودنA شود.نتیجه می 
 

 

 

 

 

 

 

نابراین، برای هر  𝑑ب ∈ 𝐷 داریم ،𝑓(𝑑) = 𝑑𝑓̅(1)   و𝐷𝑓̅(1) ≤ 𝐵 جه، چون  Aخالص از  -dliزیرکنش  B. درنتی

𝑏اسدددت، پس  ∈ 𝐵  چنان موجود اسدددت که برای هر𝑑 ∈ 𝐷، 𝑓(𝑑) = 𝑑𝑓̅(1) = 𝑑𝑏توانیم گسدددترش . حال می

𝑓̿: 𝑆 → 𝐵  ازf  ۀوسدددیله را ب 𝑓̿(𝑠) = 𝑠𝑏 برای هر ،𝑠 ∈ 𝑆 تعریف کنیم. به وضدددوح ،𝑓̿  را در مربع بالا مثلث بالایی

 انژکتیو ضعیف است. -B ،rکند و این یعنی جا میهجاب

 انژکتیو ضعیف است. -rانژکتیو ضعیف،  -rکنش - Sبسته از یک  -rهر زیرکنش . 4.5نتیجه 

𝑆های شمول به نگاشت ۀنسبت به هم Aاه انژکتیو ضعیف باشد، آنگ -A ،rکنش - Sاگر . 4.5قضیه  𝐷⁄  انژکتیو است

 چگال دلخواه است. -rچپ  آلایده Dآن  که در

ضی برهان. ستفاده از ق 𝑆تنا ر، هر زیرکنش از  ۀبا ا 𝐷⁄ صورت هب 𝐻 𝐷⁄  ست که در آن شامل  Sزیرکنشی از  Hا  Dو 

ست. بنابراین چون  ست و  -S ،rدر  Dا ست،  Dشامل  Hچگال ا ست و بنابراین، هر زیرکنش -S ،rنیز در  Hا چگال ا

𝐻 𝐷⁄  از𝑆 𝐷⁄  که به شکل𝐾 𝐷⁄  است که𝐷 ≤ 𝐾 ≤ 𝑆 در ،𝑆 𝐷⁄ ،r-  چگال است. حال فرض کنید𝑓: 𝐻 𝐷⁄ → 𝐴 

𝑓́ ریختیهم صورتاینباشد. در  ریختیهمیک  = 𝑓𝑜𝜋  را خواهیم داشت که در آن𝜋: 𝐻 → 𝐻 𝐷⁄ کانونی  ریختیهم

:′𝑓̅اسددت. در نتیجه، با اسددتفاده از فرض، گسددترش  𝑆 → 𝐴 از 𝑓́  با ویژگی𝑓̅′|
𝐻

= 𝑓́ = 𝑓𝑜𝜋  وجود دارد. پس داریم

𝜌𝐷 ≤ 𝑘𝑒𝑟 𝑓 ≤ 𝑘𝑒𝑟 (𝑓𝑜𝜋) = 𝑘𝑒𝑟 (𝑓̅
′
 ریختیهمها، کنش-Sبرای  ریختیهم ۀاکنون با اسدددتفاده از قضدددی . (

𝑓̅: 𝑆 𝐷⁄ → 𝐴   با تعریف 𝑓̅(𝑠را  𝐷⁄ ) = 𝑓̅′(𝑠) برای هر ،𝑠 𝐷⁄ ∈ 𝑆 𝐷⁄کنیم و برای هر یف می، تعرℎ ∈ 𝐻   :داریم

𝑓̅(ℎ 𝐻⁄ ) = 𝑓̅′(ℎ) = 𝑓𝑜𝜋(ℎ) = 𝑓(ℎ 𝐷⁄ بت می  ( ثا به روشدددنی و این حکم را  بات را  ند اث ند. نمودار زیر، رو ک

 کند.مشخص می

A 

𝑆 
D 

f f ̅f ̅

B 
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2.5 .S - مطلق  طور هبهای کنشdli -  خالص 

خالص بودن  -dliطور مطلق ه دهیم بکنیم و نشان میمی خالص را تعریف -dliطور مطلق ه کنش ب-Sدر ادامه، مفهوم 

شرایطی را که تحت آنها هم -rبا  ست. همچنین  ضعیف بودن معادل ا خالص  -dliطور مطلق ه ها بکنش-S ۀانژکتیوی 

 کنیم. هستند را معین می

که داده شدددده  .4.5تعریف  ب Aکنش -r ،Sبرای رادیکال هون در هر  Aیم، هرگاه نامخالص می -dliطور مطلق ه را 

 خالص باشد. -dliگسترش از خود 

، وجود دارد. در  Er(A)نژکتیو، ا -𝑟غلاف  ، 𝐴کنش- Sو هر rایم که برای هر رادیکال هونکه [ نشددان داده00ما در ]

 توان نژکتیو میا -𝑟های دهیم که به کمک غلافبعد نشان می ۀقضی

S-های به طور مطلق کنشdli- .خالص را مشخص کرد 

 های زیر معادلند:گزاره Aکنش -Sبرای هر  .4.5قضیه 

(0 )A طور مطلق ه بdli- .خالص است 

(2 )A گسترش  در هرr-  انژکتیو از خودdli- .خالص است 

(3 )A گسترش غلاف ر دr-  ،انژکتیو خود𝐸𝑟(𝐴) ،dli- .خالص است 

(0 )A ،S- کنشr- .انژکتیو ضعیف است 

(1 )A ر گسترش دr- انژکتیوی از خودdli- .خالص است 

ستلزامبرهان.  ضوح ا (0)های به و ⇒ (2) ⇒ ستند. همچنین  (3) (3)برقرار ه ⇒ (0)و  (0) ⇒ ، به ترتیب، از (1)

 شوند.نتیجه می 3.3و  0.3قضایای 

(1)برای اثبات  ⇒ و  Aکنش -Sگسترشی از  Qخالص و -I ،dliانژکتیوی، مثلاً  -rدر گسترش  A، فرض کنید (0)

D چپ  آلایدهr-  چگال ازS  باشد. همچنین فرض کنید برای𝑞 ∈ 𝑄  داشته باشیم𝐷𝑞 ≤ 𝐴صورت با توجه  این . در

:𝑓 ریختیهمچگال اسددت. بنابراین  -Sq ،rدر  𝐷𝑞ها، ریختیهمتحت  ℝ𝑟  به بسددته بودن 𝑆𝑞 → 𝐼  وجود دارد که

 .کندجا میهزیر را جابمثلث 
 

 

 

 

 

π 

f 

S D⁄  H D⁄  

S 
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𝐷𝑓(𝑞)علاوه، ه ب = 𝑓(𝐷𝑞) = 𝐷𝑞 ≤ 𝐴 دلیل ه . پس بdli -  خالص بودنA  درI عنصدددری مانند ،a  درA  چنان

𝑑وجود دارد که برای هر  ∈ 𝐷، 𝑑𝑓(𝑞) = 𝑑𝑎  اما برای هر .𝑑 ∈ 𝐷  :داریم𝑑𝑓(𝑞) = 𝑓(𝑑𝑞) = 𝑑𝑞 بنابراین، برای .

𝑑هر  ∈ 𝐷 ،𝑑𝑞 = 𝑑𝑎  و این یعنیA  درQ ،dli -  .خالص است 

خالص  - dliکنشددی بطور مطلق  - Sخالص،  - dliطور مطلق ه کنش ب - Sخالص از  - dliهر زیرکنش . 9.5قضــیه 

 است. 

طور ه کنش ب - Sاز  Bخالص -dliدهیم هر زیرکنش کنیم و نشددان میاسددتفاده می 0.3 ۀبرای اثبات، از قضددی برهان.

ید  - 𝐸𝑟(𝐵) ،dliو انژکتی - r، در گسدددترش غلاف Aخالص  -dliمطلق  به این منظور، فرض کن خالص اسددددت. 

𝑎 ∈ 𝐸𝑟(𝐵)  وD چپ  آلایدهr -  چگالی ازS ای که باشد، به گونه𝐷𝑎 ≤ 𝐵صورت چون  . در این𝐵 ≤ 𝐴 پس داریم ،

𝐷𝑎 ≤ 𝐴 . ،بنابراینdli-  خالص بودنA  در𝐸𝑟(𝐴)  وجود𝑎́ ∈ 𝐴  با ویژگی𝑑𝑎 = 𝑑𝑎́ برای هر ،𝑑 ∈ 𝐷  را تضدددمین

𝐷𝑎́کند. پس داریم می = 𝐷𝑎 ≤ 𝐵 . ستفاده از 𝑏توانیم وجود می Aدر  Bخالص بودن  -dliحال با ا ∈ 𝐵  را با ویژگی

𝑑𝑏 = 𝑑𝑎́ = 𝑑𝑎 برای هر ،𝑑 ∈ 𝐷  را نتیجه بگیریم. پسB  در𝐸𝑟(𝐵) ،dli-  ست ست و این، همان چیزی ا خالص ا

 که به دنبالش بودیم. 

 دهد.بالا، نتیجه زیر را به ما می ۀه همراه قضی. ب7.2 ۀقضی

 خالص است.  -dliطور مطلق ه خالص، ب -dliطور مطلق ه کنش ب-Sبسته از یک  -rهر زیرکنش . 15.5نتیجه 

 هم معادلند: های زیر باگزاره. 11.5قضیه 

 خالص است. -dliطور مطلق ه کنش دلخواه ب-Sخالص است؛ یعنی هر  -dliطور مطلق ه ب S( تکواره 0)

 خالص است. -dliانژکتیو از خود،  -rکنش در هر گسترش -S( هر 2)

 خالص است. -dliانژکتیو خود،  - rکنش در گسترش غلاف -S( هر 3)

 انژکتیو ضعیف است.  -rکنش، -S( هر 0)

 خالص است. -dliانژکتیو از خود،  -rکنش در گسترش -S( هر 1)

 خالص است.-S ،dliدر  Sچگال -rچپ  آلایده( هر 1)

 است. 𝑒𝐷دارای همانی راست  Sاز  Dچگال -rچپ  آلایده( هر 7)

 شود. توسط عنصری خودتوان تولید می Sچگال از -rچپ  آلایده( هر 0)

(0)های اسدددتلزام برهان. ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (0) ⇒ (1) ⇒ شدددوند. نتیجه می 0.3 ۀ، به سدددرعت از قضدددی(0)

(0)همچنین  ⇒ ست.  (1) (1)بدیهی ا ⇒ شد. در Sچگال از  -rچپ  آلایدهیک  Dنید فرض ک (7) صورت  این با

.𝐷به وضدددوح داریم  0 ≤ 𝐷  بنابراین، با اسدددتفاده از فرض، عنصدددر .𝑒𝐷 ∈ 𝐷  با ویژگی𝑑 = 𝑑0 = 𝑑𝑒𝐷 برای هر ،

𝑑 ∈ 𝐷 وجود دارد؛ یعنی ،D  شامل همانی راستی مانند𝑒𝐷  .است 

(7) ⇒ خالص  - 𝐸𝑟(𝐴) ،dliدر  Aدهیم کنش دلخواه باشددد و نشددان می-Sیک  Aکنیم برای اثبات، فرض می (3)

𝑧چگال باشد و برای -rچپ  ایده آلیک  Dبه این منظور، فرض کنید است.  ∈ 𝐸𝑟(𝐴)  داشاه باشیم𝐷𝑧 ≤ 𝐴صورت  این . در

𝑑برای هر  ∈ 𝐷  داریم𝑑(𝑒𝐷𝑧) = (𝑑𝑒𝐷)𝑧 = 𝑑𝑧  و𝑒𝐷𝑧  متعلق بهA راین، است. بنابA در𝐸𝑟(𝐴) ،dli-  .خالص است 
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(0) ⇒ به فرض، نگاشدددت همانی  صدددورت، بنا این باشدددد. در Sچگال از  -rچپ  آلایدهیک  Dفرض کنید  (0)

𝑖𝑑𝐷: 𝐷 → 𝐷 ریختیهمتواند به می 𝑓: 𝑆 → 𝐷  سترش یابد. پس 𝑓گ ست و برای هر  (0) صری خودتوان ا 𝑑عن ∈ 𝐷 

𝑑داریم  = 𝑑𝑓 𝑓توسط  D . درنتیجه، (0)  شود. تولید می (0)

(0) ⇒ :𝑓کنش -Sیک  Aفرض کنید  (0) 𝐷 → 𝐴  باشد که در آن  ریختیهمیکD  چپ  آلایدهیکr-  چگال ازS 

ست. در ضوح  𝑒𝐷دارای مولد خودتوانی مانند  Dبه فرض،  صورت بنا این ا ست. به و :𝑓́ ریختیهما 𝑆 → 𝐴 ضابط  ۀبا 

𝑓́(𝑠) = 𝑠𝑓(𝑒𝐷)شی از ، گستر𝑓  توسط نگاشت شمول 𝑙: 𝐷 → 𝑆 است و این یعنیA ،r-  .انژکتیو است 

 

 چگال -rچپ  آلایدهیک  ۀوسیل هب. بستار یک زیرکنش 5

𝑎نقش مهم عناصر  دلیل ه، بAکنش -Sزیرکنشی از  Bچگالی باشد و  -rچپ  آلایده Dفرض کنید  ∈ 𝐴  با ویژگی

𝐷𝑎 ≤ 𝐵 در ،dli-  خالص بودنB  درA را ببینید( علاقه به بررسی بستار  0.2ریف )تع𝐵̅ = {𝑎 ∈ 𝐴|𝐷𝑎 ≤ 𝐵}  ازB 

ست؛ اما گاهی مجموع شی از  𝐵̅ ۀامری طبیعی ا ست. بنابراین، زیرکنش تولید Aزیرکن سیله شده ب نی عنوان ه را ب 𝐵̅ ۀو

𝑐𝐴کنیم گیریم و تعریف میدرنظر می Bبستار 
𝐷(𝐵) ≔ 〈{𝑎 ∈ 𝐴|𝐷𝑎 ≤ 𝐵}〉  . 

گر  .1.5 تذکر برای هر زیرکنش بدداشددددد، آن Sچگددال از  -r آلایدددهیددک  Dا                          داریم Aکنش -Sاز  Bگدداه 

𝑐𝐴
𝐷(𝐵) = {𝑎 ∈ 𝐴|𝐷𝑎 ≤ 𝐵} .  را ببینید. [ 7]از  2بخش 

یابیم. همچنین را می خالص -dliهای کنش-Sو  𝑐𝐷بین ارتباط، یک عملگر بسددتار اسددت و 𝑐𝐷دهیمدر ادامه نشددان می

انژکتیوی را به -𝑐𝐷رفتاریدهیم و خوشانژکتیو، ارائه می-𝑐𝐷[ را ببینید(، یعنی02وار )]از مفهوم انژکتیو دنبالهتعمیمی

 گیریم.ای ساده از این مقاله نتیجه میسادگی به عنوان نتیجه

ضیه  شد. خا Sچگالی از  -rچپ  آلایده Dفرض کنید  .2.5ق 𝑐نواده با = (𝑐𝐴
𝐷)𝐴∈𝑆−𝐴𝑐𝑡  که در آن هر𝑐𝐴

𝐷  صورت به 

𝑐𝐴
𝐷(𝐵) = 〈{𝑎 ∈ 𝐴|𝐷𝑎 ≤ 𝐵}〉 برای هر زیرکنش ،B  ازAشود، عملگر بستاری در رسته ، تعریف میS-Act  .است 

𝑐𝐴. به وضوح برهان
𝐷 وستگی، فرض کنید نوایی را داراست. برای اثبات ویژگی پیهای گسترش و یکویژگی𝑓: 𝐴 → 𝑋 

شد و  ریختیهمیک  𝑓(𝑏)با ∈ 𝑓 (𝑐𝐴
𝐷(𝐵)) صورت  . در این𝑎 ∈ 𝐴 ای وجود دارد که به گونه𝐷𝑎 ≤ 𝐵  و𝑠𝑎 = 𝑏 ،

𝑠برای  ∈ 𝑆 نابراین، داریم 𝐷𝑓(𝑎). ب ≤ 𝑓(𝐵) یعنی .𝑓(𝑎) ∈ {𝑥 ∈ 𝑋|𝐷𝑥 ≤ 𝑓(𝐵)} پس .𝑓(𝑏) = 𝑠𝑓(𝑎) ∈

𝑐𝑋
𝐷(𝑓(𝐵))جه، . درنتی𝑐𝐴

𝐷 .دارای ویژگی پیوستگی است 

 آوریم. دست هزیر را بنتیجه  2.02 ۀتوانیم با استفاده از قضیحال می

⋃، داریم: Aکنش -Sاز  Bخالص -dliبرای هر زیرکنش  .5.5نتیجه  𝑐𝐴
𝐷

𝐷 (𝐵) ≤ 𝑐𝐴
𝑟(𝐵)  . 

ضی ستارو ع Sخالص بودن  -dliطور مطلق ه بین ب ۀزیر، رابط ۀدر ق شرایطی که هر 𝑐𝐷ملگر ب یک  Sچپ از  آلایده، در 

 کنیم.است را بررسی می آلایده

ضیه  شد. در این آلایدهیک  Sچپ از  آلایدهفرض کنید هر  .5.5ق خالص  -dliطور مطلق ه کنش، ب - Sصورت هر  با

ها کنش -Dدر رسددته  S ،Bاز  D چگال -r آلایدهو هر  Bکنش -Sاز یک  Aاسددت، اگر و تنها اگر برای هر گسددترش 

𝑐𝐴بر درون
𝐷(𝐵) .باشد 
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𝑥به فرض به ازای هر  بنا (⇐) برهان. ∈ 𝑐𝐴
𝐷(𝐵)، 𝑏𝑥 ∈ 𝐵  چنان وجود دارد که برای هر𝑑 ∈ 𝐷  داریم𝑑𝑥 = 𝑑𝑏𝑥 .

 .کنیماکنون نگاشت زیر را تعریف می

𝑓: 𝑐𝐴
𝐷(𝐵) → 𝐵  

 𝑥 ⟼ {𝑏𝑥 𝑥 ∈ 𝑐𝐴
𝐷(𝐵)/𝐵

𝑥 𝑥 ∈ 𝐵
 

𝑐𝐴کنیم که چون توجه می
𝐷(𝐵)/𝐵  وB  ،مجزا هستندf  خوش تعریف است. همچنین چون برای هر𝑥 ∈ 𝑐𝐴

𝐷(𝐵)  و هر

𝑑 ∈ 𝐷   داریم𝑑𝑥 = 𝑑𝑏𝑥 ∈ 𝐵 پس ،𝑓(𝑑𝑥) = 𝑓(𝑑𝑏𝑥) = 𝑑𝑏𝑥 = 𝑑𝑓(𝑥)   اگر𝑥 ∈ 𝑐𝐴
𝐷(𝐵)/𝐵   و𝑓(𝑑𝑥) =

𝑓(𝑑𝑏𝑥) = 𝑑𝑏𝑥 = 𝑑𝑥 = 𝑑𝑓(𝑥)  اگر𝑥 ∈ 𝐵 ،بنابراین .f  ۀدر رسدددت ریختیهمیک D - ها اسدددت. همچنین کنش

𝑓|𝐵 نتیجه،  نگاشت همانی است. درf بری است. یک درون 

شند و   Sچگالی از  -rهای  آلایده Dو  Hفرض کنید  (⇒) :𝑓با 𝑐𝑆
𝐻(𝐷) → 𝐷 شد. در اینیک درون با صورت  بری با

ضی ستفاده از ق شان دهیم  Sاز  Dچگال  -r آلایده، برای هر 00.3 ۀا ست ن ست. اگر برای  -S ،dliدر  Dکافی ا خالص ا

𝑠هر  ∈ 𝑆  داشددته باشددیم𝐻𝑠 ≤ 𝐷گاه برای هر ، آنℎ ∈ 𝐻  داریمℎ𝑓(𝑠) = 𝑓(ℎ𝑠) = ℎ𝑠 یعنی .D  درS dli-  خالص

 خالص است.  -diطور مطلق  هکنش ب-Sهر  00.3 ۀنتیجه، با استفاده از قضی است. در

ید . 4.5لم  عه Bفرض کن نه Aکنش -Sای از زیرمجمو به گو که باشدددد  𝑆𝑏ای  ∩ 𝑆𝑏́ ≠ 𝑆𝑏و   ∅ ∈ ℝ𝑟 برای هر ،

𝑏, 𝑏́ ∈ 𝐵صورت اگر  . در این⋃ 𝑆𝑏 = 𝐴𝑏∈𝐵گاه ، آن𝐴 ∈ ℝ𝑟. 

𝑏کافی اسددت نشددان دهیم برای هر برهان.  ∈ 𝐵، 𝑋 ∈ ∑  𝑟(𝐴) دارد که  چنان وجود𝑆𝑏 ≤ 𝑋  ،و در نتیجه𝑋 = 𝐴 .

𝑆𝑏چون  ∈ ℝ𝑟وجود  0.0، پس تذکر𝑋𝑏 ∈ ∑  𝑟(𝐴)  با این ویژگی که𝑆𝑏 ≤ 𝑋𝑏 دهد. اما اعضای را نتیجه می∑  𝑟(𝐴) 

,𝑏 ازهم مجزا هسدددتند و برای هر 𝑏́ ∈ 𝐴  داریم𝑆𝑏 ∩ 𝑆𝑏́ ≠ ,𝑏. بنابراین برای هر ∅ 𝑏́ ∈ 𝐵  داریم𝑋𝑏 = 𝑋𝑏́  پس .

𝐴 = ⋃ 𝑆𝑏 = 𝑋𝑏𝑏∈𝐵 یعنی .A ،S- کنشیr-  .رادیکال است 

صورت برای هر  باشد. در این Aکنش -Sرادیکال از  -rیک زیرکنش  Bیک رادیکال هونکه و  rفرض کنید  .4.5قضیه 

S ،𝑐𝐴از  Dچگال  - rچپ  آلایده
𝐷(𝐵)  زیرکنشیr- رادیکال از A  .است 

𝐷𝑎با ویژگی  Aکنش  - Sعنصری از  aفرض کنید  ان.بره ≤ 𝐵 صورت چون  باشد. در اینD چپ  آلایدهr-  چگالی

𝑆اسدددت، پس داریم  Sاز  𝐷⁄ ∈ ℝ𝑟ته بودن به بسددد جه  با تو نابراین،  حت   ℝ𝑟. ب خت،تصدددویر همت 𝑆𝑎 ری 𝐷𝑎⁄   و

𝑆𝑎درنتیجه، (𝑆𝑎 ∩ 𝐵)⁄ ≅ 𝑆. (𝑎 𝐵⁄ ضو  ( ستند.  ℝ𝑟ع 𝑎́همچنین اگر ه ∈ 𝐴  و𝐷𝑎́ ≤ 𝐵صویر هم، آن ریخت گاه ت

B  تیهمتحددت خ ی نی  ر نو :𝜋کددا 𝑐𝐴
𝐷(𝐵) → 𝑐𝐴

𝐷(𝐵) 𝐵⁄   فری از 𝑐𝐴عنصددددر صدددد
𝐷(𝐵) 𝐵⁄  مول در                      و مشدددد

𝑆. (𝑎 𝐵⁄ ) ∩ 𝑆. (𝑎́ 𝐵⁄ فاده از لم   ( با اسدددت 𝑐𝐴داریم  1.0اسدددت. پس 
𝐷(𝐵) 𝐵⁄ ∈ ℝ𝑟 ما حت گسدددترش   ℝ𝑟. ا ت

𝐵های ریس بسته است و همنهشتی ∈ ℝ𝑟 بنابراین .𝑐𝐴
𝐷(𝐵) 𝐵⁄ ∈ ℝ𝑟 کند. و این، برهان را کامل می 

ضیه  صددورت برای  باشددد. در این Aکنش -Sخالص از  -dliیک زیرکنش  Bیک رادیکال هونکه و  rفرض کنید  .4.5ق

𝑐𝐴در  B، زیرکنش Sز ا Dچگال -rچپ  آلایدههر 
𝐷(𝐵) ،r-  .چگال است 
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شان می برهان. 𝑟(𝑐𝐴دهیم برای اثبات، ن
𝐷(𝐵) 𝐵⁄ ) = 𝛻𝑐𝐴

𝐷(𝐵) 𝐵⁄ فرض کنید .𝑥 𝐵 ∈ 𝑐𝐴
𝐷(𝐵) 𝐵⁄⁄صورت با  . در این

𝑐𝐴اسدددتفاده از تعریف 
𝐷(𝐵) عنصدددر ،s  ازS  و𝑎 ∈ 𝐴  با ویژگی𝐷𝑎 ≤ 𝐵  وجود دارد که چنان𝑥 = 𝑠𝑎 حال چون .B 

𝑏است، پس  Aخالص از  -dliزیرکنشی  ∈ 𝐵  چنان وجود دارد که برای هر𝑑 ∈ 𝐷، 𝑑𝑏 = 𝑑𝑎 بسته بودن .ℝ𝑟  تحت

تیهم خ ی می ر یجدده  ت .𝑆دهددد کدده ن (𝑎 𝐵⁄ ) ∈ ℝ𝑟 ین برا بنددا  .𝑋𝑥 ∈ ∑  𝑟(𝑐𝐴
𝐷(𝐵) 𝐵⁄ جود دارد کدده  (                      چنددان و

𝑥 𝐵⁄ ∈ 𝑆. (𝑎 𝐵⁄ ) ≤ 𝑋𝑥ریخت . اما تصویر همB  کانونی  ریختیهمتحت𝜋: 𝑐𝐴
𝐷(𝐵) → 𝑐𝐴

𝐷(𝐵) 𝐵⁄  عنصر صفری از

𝑆. (𝑎 𝐵⁄ ∑است و  (  𝑟(𝑐𝐴
𝐷(𝐵) 𝐵⁄ 𝑐𝐴های مجزای متشکل از زیرکنش (

𝐷(𝐵) 𝐵⁄  است. بنابراین همه𝑋𝑥 با هم برابرند. ها

𝑟(𝑐𝐴نتیجه،  در
𝐷(𝐵) 𝐵⁄ ) = 𝛻𝑐𝐴

𝐷(𝐵) 𝐵⁄ . 

 ها انژکتیو باشد. ریختیتک -𝑐𝐷نامیم، هرگاه نسبت بهانژکتیو می - 𝑐𝐷را  Q کنش-S .4.5تعریف 

 ص است.خال ‐ dliخالص، به طور مطلق ‐ dliکنش به طور مطلق‐ Sیکبسته از  ‐ rهر زیرکنش .5.15نتیجه 

ستفاده از واژه9.5تذکر  سکی در. با ا شاف سبت به یک   [0،01،00]گزینی بن ها در یک ریختیتکاز  M ۀردانژکتیوی ن

 نامیم، هرگاه در قضایای خوش رفتاری صدق کند. رسته را خوش رفتار می

شان داده [00]ما در  شد،ریختیتک -r ۀرد Mاگر  rایم که برای رادیکال هونکه ن انژکتیوی خوش رفتار  -Mگاه آن ها با

چگال یک رادیکال  -𝑐𝐷هایزیرکنش ۀرد Dچگال و خودتوان  -r آلایدهاست. در ادامه، نشان خواهیم داد که برای هر 

 ، خوش رفتار است.Dچگال و خودتوان  - r آلایدهانژکتیوی، برای هر  -𝑐𝐷کند. درنتیجه،آمیتسر را تولید می-کورش

𝐷با ویژگی Sاز  Dچگال  -t آلایدهبرای هر . 15.5قضیه  = 𝐷
 ردهبستار  2

 {𝐴 𝐵⁄ چگال از 𝐴 باشد| − 𝑐𝐷زیر کنشی 𝐵} تحت یکریختی، یعنی 

𝐶 = 𝐼({𝐴 𝐵⁄ چگال از 𝐴 باشد| − 𝑐𝐷زیر کنشی 𝐵})، 

 آمیتسر است.  -رادیکال از یک رادیکال کورش ۀرد

( 2ها، )ریخت( تصددویر هم0تحت ) Cدهیم کنیم و نشددان می[ اسددتفاده می20]از  0.2 ۀبرای اثبات، از قضددی برهان.

 ( ویژگی استقرایی، بسته است.3های ریس و )گسترش همنهشتی

:𝑓و  Aکنش -Sچگال از یک  -𝑐𝐷زیرکنش B( فرض کنید 0) 𝐴 𝐵⁄ → 𝐶 صورت چون  در اینای پوشا باشد. ریختیهم

f   پوشددداسدددت، پس برای هر𝑐 ∈ 𝐶، 𝑎 ∈ 𝐴  چنان وجود دارد که𝑓(𝑎 𝐵⁄ ) = 𝑐 همچنین چون .B  درA ،𝑐𝐷- چگال

𝑎́پس  اسددددت، ∈ 𝐴   و𝑠 ∈ 𝑆   چنددان وجود دارد کدده𝑠𝑎́ = 𝑎   و𝐷𝑎́ ≤ 𝐵 کددانونی  ریختیهم. بنددابراین، برای

𝜋: 𝐴 → 𝐴 𝐵⁄  داریم𝑠𝑓(𝑎́ 𝐵⁄ ) = 𝑓(𝑎 𝐵⁄ ) = 𝑐  و𝐷𝑓(𝑎́ 𝐵⁄ ) ≤ 𝑓(𝜋(𝐵)) ،درنتیجه .𝑓(𝜋(𝐵))  درS- کنش

C ،𝑐𝐷-  چگال است. حال چونB  تحت𝜋  به عضو صفر𝐴 𝐵⁄ برند، ها، صفر را به صفر میریختیهمشود و نگاشته می

هم با  صددفر تقسددیم کنیم، باز ریختیهمزیرکنش تک عضددوی صددفر اسددت و اگر هر کنش را به  Cدر  𝑓(𝜋(𝐵))لذا 

𝐶شود، داریم ریخت میخودش یک ≅ 𝐶 𝑓(𝜋(𝐵))⁄ ، پس𝐶 ∈ ℂ . 

∑ای باشددد که به گونه Aهمنهشددتی ریسددی روی  𝜌کنش و -Sیک  A( فرض کنید 2)  𝜌 ⊆ 𝐶  و𝐴 𝜌⁄ ∈ 𝐶در این . 

صویر  𝐵صورت ت ∈ ∑  𝜌  کانونی  ریختیهمتحت𝜋: 𝐴 → 𝐴 𝜌⁄  صفری از صر  𝐴عن 𝜌⁄  ستفاده از تذکر ست؛ اما با ا ا

دارد و برای هر  𝜃𝐶دقیقاً یک عنصدددر صدددفر  Cاز  Cتوان نشدددان داد که هر عضدددو راحتی می ، بهC ردهو تعریف  0.0
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 𝑐 ∈ 𝐶 داریم𝐷𝑐 = {𝜃𝐶} نابراین ∑|. ب  𝜌| ≤ لت 0 حا ∑. در   𝜌 = 𝜃بدیهی اسددددت. پس فرض می کنیم ، حکم 

|∑  𝜌| = 𝐴در این حالت از این حقیقت که . 0 𝜌⁄ ∈ 𝐶 جه بگیریم که زیرکنش توانیم نتیمی𝐵 ∈ ∑  𝜌  درA ،𝑐𝐷-  چگال

𝑎پس برای هر است.  ∈ 𝐴  داریم𝐷𝑎 ≤ 𝐵نتیجه چون  . در𝐵 ∈ 𝐶 پس عنصر ،𝜃  درB  چنان موجود است که به ازای

𝑑هر  ∈ 𝐷 ،𝐷𝑑𝑎 = {𝜃} بنابراین با اسددتفاده از فرض داریم .𝐷𝑎 = 𝐷
2
𝑎 = {𝜃} یعنی .𝐴 ∈ 𝐶  ،و درنتیجهC  تحت

 های ریس بسته است.سترش همنهشتیگ

𝑖صورت برای هر  این باشد. در Cیک زنجیر صعودی در  𝑖∈𝐼{𝐴𝑖}( فرض کنید 3) ∈ 𝐼 عنصری مانند ،𝜃𝑖  در𝐴𝑖  چنان

𝑎موجود اسددت که برای هر  ∈ 𝐴𝑖 ،𝐷𝑎 = {𝜃𝑖} . چون{𝐴𝑖}𝑖∈𝐼  زنجیری صددعودی اسددت، پس برای هر𝑖 ∈ 𝐼  داریم

𝜃𝑖 = 𝜃0 از این رو برای هر .𝑎 ∈ ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  داریم⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ≅ (⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ) 𝜃0⁄ ∈ 𝐶. 

ضی چپ  آلایدهایم. درحقیقت این قسمت از برهان حتی اگر تری را ثابت کردهحکم قوی 01.0 ۀدر قسمت اول برهان ق

D دست ه ب 01.0 ۀاست. بنابراین قضیه زیر به سادگی از قسمت اول برهان قضییا خودتوان نباشد نیز، صحیح  آلایده

 آید.می

یه  ــ ید . 11.5قض که و  rفرض کن کال هون یدهیک  Dیک رادی گال از  -rچپ  آلا تار  باشدددد. در این Sچ صدددورت بسددد

{𝐴 𝐵⁄ چگال از 𝐴  باشد| − 𝑐𝐷زیر کنشی 𝐵}ی ریددخددتددی،یددک تدددحددت 𝐶یددعددندد = 𝐼 ({𝐴 𝐵⁄ چگال از 𝐴 باشد| −

𝑐𝐷زیر کنشی 𝐵}) رادیکال  ردهاز  ردهیک زیرℝ𝑟  است. گذشته از این، هر زیرکنش𝑐𝐷 -  چگال از یکS- کنشA  در آنr-  چگال

 است.

ستفاده از برهان برهان. صویر هم C رده 01.0با ا ست. همچنین تحت ت سته ا 𝐶ریخت ب ∩ 𝑆𝑟  ازS-های بدیهی کنش

𝑋واقع اگر  تشکیل شده است. در ∈ 𝐶 ∩ 𝑆𝑟ریختی گاه یک، آن𝑓: 𝐴 𝐵⁄ → 𝑋  که در آنB زیرکنش𝑐𝐷-  چگالی ازA 

:𝜋اسدددت، وجود دارد. بنابراین وقتی که  𝐴 → 𝐴 𝐵⁄ کانونی باشدددد،  ریختیهم𝑓(𝜋(𝐵)) زیرکنش𝑐𝐷-چگال از X  

X ،𝑎́از  aکه برای هر عنصر  توان نتیجه گرفتمی 𝑐𝐷خواهد بود. لذا از تعریف عملگر بستار ∈ 𝑋  و𝑠 ∈ 𝑆  چنان وجود

𝑠𝑎́دارد که  = 𝑎  و𝐷𝑎́ = 𝑓(𝜋(𝐵))01.2ۀ. پس با استفاده از قضی ،𝑎 = 𝑎́ = 𝑓(𝜋(𝐵))  عنصر صفری ازX  .است

𝐶[ داریم 20از ] 2.3 ۀبدیهی اسدددت. حال با اسدددتفاده از قضدددی  Xکنش -Sنتیجه،  در ≤ ℝ𝑟 هر . بنابراین چون برای

𝐴داریم  Aکنش  - Sاز یک  B چگال-𝑐𝐷زیرکنش 𝐵⁄ ∈ 𝐶 پس .𝐴 𝐵⁄ ∈ ℝ𝑟 یعنی هر زیرکنش .𝑐𝐷- چگال ازA  در

 چگال است و این، همان حکم است.  -rآن 

𝐷با ویژگی Sچگالی از  -r آلایده Dیک رادیکال هونکه و  r. فرض کنید 12.5 ۀنتیج = 𝐷
 :صورت باشد. در این 2

(0 )𝐶 ⊆ ℝ𝑟  

 انژکتیو است.-𝑐𝐷انژکتیو، -rکنش -S( هر 2)

 ( واضح است.0برهان. )

ضی2) شی مانند -Sچگال از -𝑐𝐷بالا، چون هر زیرکنش ۀ( بنا به ق ست،  -A ،r، در Aکن انژکتیو  -rهای کنش-Sچگال ا

 ها انژکتیو هستند. ریختیتک -𝑐𝐷نسبت به
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