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ویلسون‌که‌-سوکولوف-غیرخطی‌با‌مشتقات‌کسری‌زمانی‌درینفلد‌جزئیدر‌این‌تحقیق،‌دستگاه‌معادلات‌دیفرانسیل‌

‌بررسی‌استتوصیف‌کننده‌انتشار‌نامتعارف‌امواج‌آب‌کم‌عمق‌ ‌است‌شده، تحلیل‌مدل‌‌براییک‌روش‌آنالیز‌متقارن‌لی‌.

‌است‌داده ‌شده ‌معادلات‌مشتقات‌. ‌دستگاه ‌تبدیلات‌تشابهی‌مناسب، ‌از ‌استفاده ‌محاسبه‌و کسری‌زمانی‌به‌یک‌‌جزئیبا

برای‌علاوه،‌روش‌زیرفضاهای‌ناوردا‌‌به.‌کوبر‌کاهش‌یافته‌است-دستگاه‌معادلات‌مشتقات‌معمولی‌با‌مشتقات‌کسری‌اردلی

 .است‌شدهویلسون‌استفاده‌-سوکولوف-یلی‌دستگاه‌کسری‌درینفلدمحاسبه‌یک‌دسته‌از‌جواب‌های‌صریح‌تحل

‌ ویلسون‌کسری،‌تحلیل‌تقارنی‌لی،‌تبدیلات‌تشابهی،‌روش‌زیر‌فضاهای‌ناوردا-سوکولوف-دستگاه‌معادلات‌درینفلد :یکلیدهای  واژه
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گران‌علوم‌و‌مهندسی‌‌پژوهش،‌مورد‌توجه‌بسیاری‌از‌9کسری(‌مشتق‌و‌انتگرال)حسابان‌ۀاخیر،‌نظری‌ۀدر‌چند‌ده

چنین‌علاقه‌‌هم.‌ [3]،[2]،‌[1]‌است‌انجام‌شدهگیری‌در‌مباحث‌نظری‌و‌کاربردی‌آن‌‌های‌چشم‌قرار‌گرفته‌و‌پیشرفت

‌به‌توصیف‌پدیده‌برایوافری‌ ‌کسری ‌معادلات‌دیفرانسیل ‌با ‌طبیعی ‌و ‌غیرخطی ‌از‌‌های ‌بسیاری ‌است‌و ‌آمده وجود

‌فرآیندهای‌پ‌پدیده ‌نظری‌ۀیچیدهای‌غیرعادی‌و ‌با‌‌حسابان‌کلاسیک‌برای‌توصیف‌آن‌ۀطبیعی‌که ‌بودند، ‌ناکارآمد ها

‌نظریه‌حسابان‌کسری‌به ‌از ‌دقیق‌قابل‌پیکربندی‌ریاضی‌‌استفاده ‌هستندطور ‌واقع‌نظری. حسابان‌کسری‌ابزاری‌‌ۀدر

طور‌ویژه،‌کارایی‌این‌‌به.‌های‌غیرعادی‌در‌طبیعت‌است‌ذاتی‌پدیده‌ۀثی‌و‌حافظوورمهای‌‌توصیف‌ویژگی‌برایقدرتمند‌

‌پدیده ‌توصیف ‌در ‌کلاسیک‌‌نظریه ‌دیفرانسیل ‌معادلات ‌با ‌که ‌مشابه ‌موارد ‌به ‌نسبت ‌انتقال، ‌و ‌انتشار ‌نفوذ، های

کسری‌کاری‌سخت‌و‌در‌اغلب‌‌ۀحل‌دقیق‌معادلات‌دیفرانسیل‌مرتب.‌[5]،‌[4]‌یید‌شده‌استأاند،‌ت‌بندی‌شده‌فرمول

های‌نیمه‌تحلیلی‌و‌عددی‌‌و‌اجرای‌روش‌ۀهای‌اخیر‌توجه‌محققان‌به‌توسع‌لدر‌سااز‌این‌رو،‌،‌استموارد‌غیر‌ممکن‌

‌است‌برای ‌روش‌ۀیک‌رد‌.[6]-[11]‌حل‌تقریبی‌این‌مسائل‌معطوف‌شده ‌از ‌‌مهم تحلیل‌مسائل‌مشتقات‌‌برایها

2های‌لی‌گروه‌ۀهای‌مبتنی‌بر‌نظری‌کسری،‌روش
 سوفوس‌لیدان‌نروژی‌‌در‌ابتدای‌قرن‌نوزدهم‌میلادی‌ریاضی.‌هستند 

‌ابداع‌کرد‌که‌بعدها‌شاگردانش‌دنبال‌3 ‌[12]ند‌دکرروش‌تحلیل‌تقارنی‌لی‌را ‌استفاده‌از. های‌‌تقارن‌در‌این‌روش‌با

‌به‌توان‌جواب‌ای‌لی‌می‌نقطه ‌توان‌با‌کاهش‌چنین‌می‌هم.‌دست‌آورد‌های‌ناوردای‌گروهی‌برای‌معادلات‌دیفرانسیل‌را
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‌تعمیم.‌کسری‌تبدیل‌کرد‌ۀها‌را‌به‌معادلات‌دیفرانسیل‌معمولی‌مرتب‌ری،‌آنکس‌ۀمرتب‌جزئیمعادلات‌دیفرانسیل‌‌ۀمرتب

برای‌‌9ای‌نیست‌و‌نیازمند‌تعمیم‌مفهوم‌تطویل‌کسری‌کار‌ساده‌ۀصحیح‌به‌مرتب‌ۀمعادلات‌دیفرانسیل‌مرتب‌روش‌لی‌از

 گزیزف‌رالیوویل‌این‌کار‌-کسری‌ریمان‌ۀعملگرهای‌مشتقات‌کسری‌است،‌که‌برای‌مشتق‌مرتب
‌[13]‌همکارانشو‌2

روشی‌‌به‌تازگی‌هاشمی‌و‌همکارانش‌به.‌کار‌گرفته‌شد‌کسری‌زمانی‌به‌ۀبرای‌حل‌مسئله‌انتشار‌غیرخطی‌مرتب‌معرفی‌و

‌به ‌با‌آن‌بررسی‌کردند‌دیگر،‌این‌فرمول‌را ‌[14]‌دست‌آوردند‌و‌انواع‌معادلات‌دیفرانسیل‌مرتبه‌کسری‌را سال‌‌طی.

‌سینگلا 3جاری،
‌گوپتا  ‌معادلات‌دیفرانسیل‌‌4و ‌برای‌کاهش‌مرتبه‌دستگاه کسری‌زمانی‌و‌‌ۀمرتب‌جزئیاین‌روش‌را

‌[15]‌نددمکانی‌گسترش‌دا‌-کسری‌زمانی‌ۀچنین‌مرتب‌هم ‌این‌تحقیق‌تلاش‌می. ‌معرفی‌شده‌در ‌روش‌اخیر شود

‌‌وسیلۀ‌به ‌گوپتا ‌تحلیل‌تقارن‌برایسینگلا‌و ‌معادلات‌درینفلد‌بررسی‌و مرتبه‌‌ ویلسون‌-فسوکولو-های‌لی‌دستگاه

0ری-تازگی‌ساها‌کسری‌زمانی،‌که‌به
عمق‌‌های‌کم‌توصیف‌پدیده‌انتشار‌نامتعارف‌امواج‌آب‌در‌محیط‌برایو‌همکارش‌ 

‌پیاده[16]اند‌‌کردهمعرفی‌ ‌شود‌، ‌اجرا ‌سازی‌و صورت‌‌دینب (DSW) ویلسون‌-سوکولوف-دستگاه‌کلاسیک‌درینفلد.

 :[19]،‌[18]،‌[17]‌تعریف‌می‌شود

= 0t xu pvv  

= 0t xxx x xv qv svu ruv                                     (9)  

‌آن ‌در , که , ,p q r s ‌ناصفرند‌ثابت  ‌هایی 7هیروتا.
‌همکارانش  ‌سولیتونی‌،و 8ساختار

‌به   ازای‌دستگاه

= 3, = 2, =1, = 2p q s r  فان.‌[20]ند‌دکربا‌استفاده‌از‌یک‌روش‌جبری‌بررسی‌‌را‌ 
با‌استفاده‌از‌روش‌تعمیم‌1

رسد‌نظر‌میبه.‌[21]‌ارائه‌کرد(‌9)های‌تحلیلی‌برای‌دستگاه‌یافته‌و‌اصلاح‌شده‌بسط‌توابع‌ژاکوبی،‌یک‌دسته‌از‌جواب

صورت‌‌دینزمانی‌مرتبه‌کسری‌را‌ببا‌مشتق‌ (DSW) و‌همکارانش‌دستگاه‌معادلات ری-تازگی‌ساهاکه‌اولین‌بار‌و‌به

‌:[16]‌معرفی‌کردند

= 0t xD u pvv   

= 0t xxx x xD v qv ruv svu                                 (2)  

‌آن ‌در , که , ,p q r s ‌و  ‌ناصفرند  پارمترهای
tD   ‌ ‌مشتق ‌عملگر ‌ریمان‌جزئیبیانگر 96لیوویل‌-کسری

 ۀمرتب 

0 < 1  ‌:شود‌صورت‌تعریف‌می‌دینکه‌در‌حالت‌کلی‌ب‌استt نسبت‌به‌متغیر‌زمانی 
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)که‌در‌آن  )a ‌:صورت‌تعریف‌می‌شود‌دینب‌وتابع‌گاما‌است‌ 

                                                           
1. Prolongation 

2. Gazizov 

3. Singla 

4. Gupta 

5. Drinfeld-Sokolov-Wilson (DSW) 

6. Saha Ray 
7. Hirota 

8. Soliton 

9. Fan 
10. Riemann-Liouville fractional 
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بینی‌رفتار‌پدیده‌انتشار‌‌توصیف‌و‌پیش‌براییک‌مدل‌ریاضی‌مهم‌‌مذکوردستگاه‌معادلات‌مرتبه‌کسری‌غیرخطی‌

‌استعمق‌‌های‌کم‌های‌سطحی‌در‌محیط‌نامتعارف‌امواج‌آب دلیل‌کاربرد‌گسترده‌و‌اهمیت‌زیاد‌این‌معادلات،‌در‌‌به.

‌پیرامون‌آن‌انجام‌گرفته‌شده‌استهای‌اخیر‌تحقیقات‌مهمی‌‌سال  داوسون.
‌از‌روش‌‌[22]و‌همکارانش‌9 ‌استفاده با

‌به ‌معادله‌گالرکین ‌عددی ‌کردند (DSW) طوری ‌حل ‌را ‌ماتجیلا‌هم.  چنین
‌را‌2 ‌آن ‌پایستاری ‌همکارانش‌قوانین و

‌23]‌دست‌آوردند‌به ‌به-ساها[. ‌همکارش‌با ‌و ‌روش‌ری ‌برای‌‌نسبتاً‌یکارگیری ‌متناوب‌دوگانه ‌جواب ‌جدید تحلیلی

3های‌تعمیم‌یافته‌آنالیز‌تقارنی‌لی‌در‌این‌مقاله‌از‌ایده‌.[16]‌ارائه‌کردند DSW معادلات‌کسری‌زمانی
محاسبه‌‌برای 

‌2.9)شود‌دستگاه‌حاکم‌‌ای‌لی‌و‌تبدیلات‌تشابهی‌مدل‌استفاده‌شده‌و‌تلاش‌می‌های‌نقطه‌تقارن دستگاه‌‌صورت‌به(

 .مولی‌مرتبه‌کسری‌کاهش‌داده‌شودمعادلات‌مع

غیرخطی‌و‌پیچیده‌روش‌‌جزئیبررسی‌تحلیلی‌معادلات‌دیفرانسیل‌‌برایهای‌تحلیلی‌کارا‌و‌قدرتمند‌‌از‌دیگر‌روش

 گالکتینف‌راروش‌زیرفضای‌ناوردا‌‌ۀاید.‌است 4اموسوم‌به‌زیرفضای‌ناورد
‌جزئیو‌همکارانش‌برای‌معادلات‌دیفرانسیل‌ 

غیرخطی‌با‌مشتق‌زمانی‌‌جزئیآن‌را‌برای‌حل‌معادلات‌[‌25]‌تازگی‌گزیزف‌و‌همکارانشبه.‌[24]کردند‌معرفی‌‌جزئی

 نیز‌ساهادوان‌اخیراً.‌مرتبه‌کسری‌تعمیم‌دادند
های‌تحلیلی‌دستگاه‌‌دست‌آوردن‌جواب‌و‌همکارش‌این‌روش‌را‌برای‌به0

‌معادلات‌دیفرانسیل‌ ‌مشتق‌زمانی‌مرتبه‌کسری‌تعمیم‌دادند‌‌جزئیدستگاه ‌[26]با ‌این‌. تحقیق‌روش‌زیرفضای‌در

سازی‌و‌‌پیاده‌(2)‌دستگاه‌تحلیلی‌صریح‌های‌جواب‌از‌دسته‌یافتن‌یک‌برایکسری‌‌مسائل‌مشتقات‌یافته‌برایتعمیم‌ناوردا

‌.اجرا‌خواهد‌شد

 ویلسون -سوکولوف-آنالیز تقارنی لی برای دستگاه کسری زمانی درینفلد

‌اید ‌این‌بخش‌ابتدا ‌معادلات‌دیفرانسیل‌‌ۀدر ‌برای‌دستگاه ‌یافته ‌تقارن‌لی‌تعمیم ‌مشتقات‌‌جزئیروش‌آنالیز با

سازی‌و‌اجرا‌و‌در‌‌پیاده (DSW) آنالیز‌تقارنی‌لی،‌دستگاه‌برایسپس‌روش‌معرفی‌شده‌.‌شود‌میکسری‌زمانی‌بیان‌

‌.کاهش‌یافته‌از‌مدل‌با‌استفاده‌از‌تبدیلات‌تشابهی‌متقارن‌ارائه‌خواهد‌شد‌صورتنهایت‌یک‌

 بیان مقدمات روش آنالیز تقارنی لی برای دستگاه معادلات کسری زمانی .5

با‌مشتقات‌کسری‌زمانی‌در‌حالت‌‌جزئیدر‌این‌بخش‌روش‌آنالیز‌تقارنی‌لی‌برای‌یک‌دستگاه‌معادلات‌دیفرانسیل‌

‌ ‌داده ‌شرح ‌شود‌میکلی ‌فرض‌کنید. ‌منظور ‌این ) برای , )u x tو ( , )v x tجواب‌ ‌و ‌وابسته های‌دستگاه‌متغیرهای

‌:کسری‌زمانی‌زیر‌باشند‌جزئیمعادلات‌

1 2 2= ( , , , , ,..., , ,...) = 0x x x x
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‌آن ‌در , که , ,   کوچک‌ ‌بینهایت 9توابع
 و 

, ,,t t  کوچک‌ ‌یافته‌بینهایت ‌تعمیم ‌مرتب‌2های  ۀاز  و 

,jx jx ۀهای‌تعمیم‌یافته‌از‌مرتب‌بینهایت‌کوچک‌ jتحت‌تبدیلات‌گروه‌(4)‌اکنون‌فرض‌کنید‌دستگاه.‌هستند 

G ‌‌:صورت‌تعریف‌شده‌باشد‌دینمولد‌تقارنی‌بینهایت‌کوچک‌نظیر‌آن‌بV  ناوردا‌باشد‌و‌ 

= ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )x t u vV x t u v x t u v x t u v x t u v                   (0)  

 بنا‌به‌تعریف 
,t ‌ :[15]صورت‌تعریف‌می‌شود‌‌دینب 

, 1 1= ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ),t

t t x t x t t t tD D u D u D D u D u D u                          (7)  

 ۀدر‌حسابان‌کسری،‌برای‌محاسب‌[28]‌و‌قواعد‌زنجیری‌[27]‌دلیل‌نادرستی‌قاعده‌لایبنیتز‌که‌به
,tاز‌قواعد‌تعمیم‌

‌‌:[15]داریم‌یافته‌مشتقات‌زنجیری‌و‌لایبنیتز‌برای‌مشتقات‌کسری‌استفاده‌کرده‌و‌

,

1 2= ( ( )) ( )t u v
u t v

u u v
D u v

t t t t t

   


    

 
      

   
      

    
 

1

=1

[ ( )] ( )
1

i
i iu
t ti

i

D D u
i it


 




    
    

   
                                   (8)  

=1 =1

( ) ( ) ( )
i

i i iv
t t t xi

i i

D v D D u
i it

 
 


 

    
    

   
   

  که‌در‌آن 

1

1

=2 =2 =2 =0

( )
= ( 1) ,

! ( 1)

i j r s i j rji r
s s

j i j r
i j r s

i r t u
u

i j s r i t t u

 




    



     
   

        
  

                                                           
1. Infinitesimals 
2. Extended infinitesimals 
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1

2

=2 =2 =2 =0

( )
= ( 1) ,

! ( 1)

i j r s i j rji r
s s

j i j r
i j r s

i r t v
v

i j s r i t t v

 




    



     
   

        
  

 هرگاه  u, بر‌حسب  v 1 خطی‌باشد‌چون  2,  u, دوم‌و‌مراتب‌بالاتر‌شامل‌مشتقات‌مرتبه  v1 هستند 2,   

 طور‌مشابهبه.‌شوند‌صفر‌می
,tصورت‌محاسبه‌می‌شوند‌دینب: ‌

,

=1

= ( ( )) ( ) ( ) ( )t i iv u
v t u t t x

i

v u
D v u D D v

it t t t t

   
 

    

 
     


    

       
      



1

3 4

=1 =1

[ ( )] ( ) ( )
1

i i
i i iv u
t t ti i

i i

D D v D u
i i it t

 
   

  
 

        
         

      
                  (1)  

‌ که‌در‌آن 
1

3

=2 =2 =2 =0

( )
= ( 1) ,

! ( 1)

i j r s i j rji r
s s

j i j r
i j r s

i r t u
u

i j s r i t t u

 




    



     
   

        
  

1

4

=2 =2 =2 =0

( )
= ( 1) ,

! ( 1)

i j r s i j rji r
s s

j i j r
i j r s

i r t v
v

i j s r i t t v

 




    



     
   

        
  

 چنین‌وقتی‌هم  u, بر‌حسب  v3 گاه‌خطی‌باشد‌آن 4,  های‌تعمیم‌‌عملگرهای‌بینهایت‌کوچک.‌شوند‌صفر‌می 

jx, یافته x و 
xشوند‌صورت‌تعریف‌می‌دیننیز‌ب‌.‌

( 1)

( 1) ,= ( ) ( ) ( ), = 2,3,...jx j x

x j x t x jx xD u D u D j   

            (96)  

( 1)

( 1) ,= ( ) ( ) ( ), = 2,3,...jx j x

x j x t x jx xD u D u D j   

   

9نشانگر‌عملگر‌مشتق‌کلxD که‌در‌آن
  :شود‌صورت‌تعریف‌می‌دیناست‌که‌ب 

= .x x xx x xx

x x

D u u v v
x u u v v

    
     

    
                       (99)  

 :شود‌صورت‌نوشته‌می‌دینب(‌4)‌محک‌ناوردایی‌برای‌معادلات‌دستگاه

, ,
1 1

1 =0, =0
1 2

( ) | = 0,
m n

Pr V


                                       (92)  

, ,
2 2

2 =0, =0
1 2

( ) | = 0,
m n

Pr V


   

‌ که‌در‌آن

, , , 1, ,

( )
=m n t x m x

t x mx

Pr V V
u u u

 


  

  
   

  
 

, 1, ,

( )
.t x n x

t x nxv v v




  

  
   

  
 

معرفی‌شده‌در‌بالا‌جهت‌تحلیل‌تقارنی‌لی‌‌ۀدر‌بخش‌بعد‌اید.‌به‌مطالب‌فوق‌مولد‌تقارنی‌محاسبه‌خواهد‌شد‌با‌توجه 

‌.اجرا‌خواهد‌شد(‌2)‌ۀمسئل

 (2) ۀتحلیل تقارنی و تبدیلات تشابهی مسئل .2-2

تبدیلات‌‌تحت(‌2)شود‌که‌دستگاه‌معادلات‌دیفرانسیل‌غیرخطی‌و‌کسری‌آنالیز‌تقارنی‌لی‌فرض‌می‌ۀبنابر‌اید 

                                                           
1. Total derivative operator 



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9317پاییز‌و‌زمستان،‌2،‌شماره‌4جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌511
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌G گروه ‌در ‌ )معرفی‌شده )‌ ‌باشد، ‌ناوردا ‌این‌رو، ‌محاسباز ‌یعنی(92)های‌مناسب‌‌تطویل‌ۀبا ، 
,0,1 ( 1)Pr V  و 

,1,3 ( 2)Pr V ‌،داریم:‌‌
,

=0, =0
1 2

[ ( )] = 0,t x

xp v v                                         (93)  

,

=0, =0
1 2

[ ( ) ( )] = 0.t xxx x x

x xq r u v s v u             

 گذاری‌مقادیر‌متناظر‌عملگرهای‌در‌ادامه‌با‌جای 
, ,, , ,x t t xxx    و 

xدر‌(‌99)-(7)معرفی‌شده‌در‌روابط‌

ها‌‌آن‌مشتقات‌وv وu متغیرهای‌وابسته‌های‌ضرائب‌جملات‌شامل‌توان‌و‌معادل‌صفر‌قرار‌دادن(‌92)معادلات‌‌ۀدست

, کسری‌و‌کلاسیک‌بر‌حسب‌جزئیاز‌معادلات‌با‌مشتقات‌‌ای‌دسته ,    و  زمان‌این‌‌از‌حل‌هم.‌آید‌دست‌می‌به 

, های‌دسته‌از‌معادلات‌مقادیر‌عمومی‌بینهایت‌کوچک ,    و  ‌‌:اند‌صوت‌محاسبه‌شده‌دینب 

= , = 3 , = 2 , = 2 ,a c x b ct uc cv                      (94)  

a , که‌در‌آن  b گیری‌عملگر‌‌پایین‌انتگرال‌از‌طرفی‌با‌توجه‌به‌این‌که‌کران.‌هستندپارامترهای‌ثابت‌و‌دلخواه‌c و 

شرط‌این‌(‌ )تضمین‌ناوردایی‌دستگاه‌تحت‌تبدیلات‌‌برای‌از‌این‌رو،لیوویل‌مقدار‌ثابت‌است،‌-مشتق‌کسری‌ریمان

‌:باید‌برقرار‌باشد

=0( , , , ) | = 0,tx t u v  

‌روابط‌ ‌92)بنابراین‌از ‌نتیجه‌می( =شود، 0b ‌به . ‌نتیجه ‌فرضترتیب‌در } با =1, = 0}a cو{ = 0, =1}a cدو‌

‌‌:آید‌دست‌می‌بهصورت‌‌دینب(‌0)‌ۀدسته‌از‌مولدهای‌بینهایت‌کوچک‌با‌توجه‌به‌رابط

1 2= , = 3 2 2V V x t u v
x x t u v

  
    

  
    

             (9 )  

1 2 2 2 2 1 1 1 2[ , ] = [ , ] = 0, [ , ] = = [ , ]V V V V V V V V V                 (90)  

محاسبه‌‌مذکورهای‌برداری‌‌ازای‌هریک‌از‌میدان‌،‌تبدیلات‌تشابهی‌به(2)دستگاه‌معادلات‌‌ۀکاهش‌مرتب‌برایدر‌ادامه‌

 .شود‌می

 ازای‌میدان‌برداری‌به‌:5حالت
1 =V

x




 :استصورت‌‌دینمشخصه‌نظیر‌آن‌ب‌ۀ،‌معادل

= = =
0 1 0 0

dt dx du dv
 

‌ ‌اینرو، )داریم،از , ) = ( )v x t h t ) و  , ) = ( )u x t f tبه‌ ) کهطوری، )f tو ( )h tزمان‌‌ ‌به ‌وابسته ‌و ‌دلخواه توابع

‌:شود‌نتیجه‌می(‌2)‌ۀها‌در‌معادل‌گذاری‌این‌جواب‌،‌با‌جایهستند

( ) = 0, ( ) = 0t th t f t    

‌:آید‌دست‌می‌به(‌2)ناوردای‌زیر‌را‌برای‌دستگاه‌کمک‌تبدیل‌لاپلاس،‌جواب‌‌از‌حل‌معادلات‌فوق‌به

1 11 2( ) = , ( ) =
( ) ( )

k k
f t t h t t 

 

 

 
                           (97)  

1 که‌در‌آن  2,k k ‌.پارمترهای‌ثابت‌است 

‌بردار‌مولد‌بینهایت‌کوچک‌در‌نظر‌بگیریم‌آن2V اگر‌میدان‌برداری‌:2حالت گاه‌معادلات‌مشخصه‌نظیرش‌عبارت‌‌را

‌:است‌از



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌515معادلاتتحلیل‌تقارنی‌لی‌و‌تعیین‌جواب‌های‌صریح‌تحلیلی‌دستگاه‌

= = =
3 2 2

dx dt du dv

x t u v   
 

z=3 که‌از‌آن xt




‌ به‌عنوان‌متغیر‌مستقل‌جدید‌و 
2 2

3 3( , ) = ( ), ( , ) = ( )u x t t F z v x t t h z
 

 

                      (98)  

اکنون‌قبل‌از‌بررسی‌.‌نامندتشابهی‌نیز‌میهای‌ها‌را‌تبدیلآیند‌که‌آندست‌میعنوان‌متغیرهای‌وابسته‌جدید‌بهبه 

‌اردلی ‌انتگرالی ‌و ‌دیفرانسیلی ‌عملگرهای ‌دستگاه، ‌مرتبه 9کوبر-کاهش
‌می  ‌[29]‌شوندمعرفی ‌دستگاه‌‌[30]، که

 .شوند‌پس‌از‌کاهش‌مرتبه‌بر‌حسب‌این‌عملگرها‌بیان‌می(‌2)معادلات‌

, برای‌هر‌ 2 .5تعریف  > 0z ), دیفرانسیل‌کسریعملگر‌  )P  


 :شود‌صورت‌تعریف‌می‌دینکوبر‌ب-اردلی 

 
1

, ,

=0

1
( )( ) = ( )( )( ),

m
m

j

d
P H z j z K H z

dz

    

 



   ‌(91‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)  

 و
[ ] 1 if  ,

=
if  ,

m
 

 

 



 

), که‌در‌آن  )( )K H z 


 :[31]کوبر‌است-عملگر‌انتگرالی‌اردلی‌ 

1

1 ( )

,
1

1
( 1) ( ) if  > 0

( )( ) = ( )

( ) if  = 0

H z d
K H z

H z

   
 



    





  








                        (26)  

‌.کندبیان‌می(‌98)را‌با‌توجه‌به‌تبدیلات‌تشابهی‌(‌2)زیر‌روند‌کاهش‌مرتبه‌دستگاه‌معادلات‌‌ۀقضی  

 های‌تشابهیبه‌کمک‌تبدیل 2 .2قضیه 
2 2

3 3( , ) = ( ), ( , ) = ( )u x t t F z v x t t h z
 

 

 و‌متغیر‌تشابهی 

3=z xt




 .شود‌دستگاه‌تبدیل‌می‌این‌به(‌2)دستگاه‌معادلات‌‌ 

5
1 ,

'3
3( )( ) = ( ) ( )P z ph z h z








  

5
1 ,

' ' '3
3( )( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P z qh z sh z F z rF z h z









                           (29)  

), که‌در‌آن )P  


‌.معرفی‌شده‌است(‌2)در‌تعریف‌ 

‌می‌به‌:برهان ‌مشاهده ‌مرتب‌سادگی ‌مشتق ‌که ‌-ریمان‌ۀشود ‌3)لیوویل ) تابع( , )u x t ‌تشابهی‌به  ‌تبدیل  ازای

2

3 3( , ) = ( )u x t t F xt
  

 :شود‌صورت‌بیان‌می‌دینب‌ 
2

1 3 3

0

1
= [ ( ) ( ) ],

( )

n
t

n

n

u
t s s F xs ds

t t n

 


 

 
  


      

= با‌تغییر‌متغیر 
t

s
 ‌:آوریمدست‌میبه 

5
53 ( 1)

1 3 3

1
= [ ( 1) ( ) ],

( )

n
n

n
n

n

u t
F z d

t t n

  



   




  

  


                    (22)  

                                                           
1. Erdelyi-Kober 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 توانیم‌می(‌26)‌ۀبا‌رابط(‌22)اکنون‌با‌تطبیق‌ 
u

t








 :کوبر‌بیان‌کرد-صورت‌بر‌حسب‌عملگر‌انتگرالی‌اردلی‌دینرا‌ب

5 2
1 ,

3 3
3= [ ( )( )].

n
n n

n

u
t K F z

t t


 





   

 
                     (23)  

‌:از‌طرفی‌داریم 
5 2

1 ,
3 3

3[ ( )( )])
n n

t K F z
t


 



  


 

5 2 5 2
1 1 , 1 ,

3 3 3 3
3 3

5
= [( ) ( )( ) ( )( ) ]

3

n n n nd z
n t K F z t K F z

dz t

 
   

 


       
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 :صورت‌نوشت‌دینرا‌ب(‌23)ۀ‌توان‌رابط‌بالا‌می‌ۀحال‌با‌استفاده‌از‌رابط
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دست‌آید‌که‌مشابهت‌زیادی‌با‌‌صورت‌به‌دینبار‌تکرار‌کرد‌تا‌عبارت‌سمت‌راست‌تساوی‌بالا‌بn توان‌این‌فرآیند‌را‌می 

‌.:عملگر‌دیفرانسیلی‌اردلی‌کوبر‌دارد
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طور‌مشابه،‌‌به.‌کوبر‌حاصل‌شده‌است-تساوی‌آخر‌با‌توجه‌به‌تطبیق‌عبارت‌سمت‌راست‌با‌عملگر‌دیفرانسیلی‌اردلی

 را‌برای‌(24)رابطۀ‌می‌توان‌
v

t
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




‌.دست‌آورد‌به 

5 5
1 ,

3 3
3= ( )( ).

v
t P h z

t


 





 


                                       (24)  

 اگر  =3 یک‌عدد‌صحیح‌مثبت‌باشد‌برای 
n

z xt


n...,1,2,3= که   :دست‌آورد‌توان‌به‌روابط‌را‌میاین‌ 
2 2 21 1

1
3 3 3

1 1
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    
 (2 )  

n بعد‌ازو‌  :صورت‌نوشته‌شود‌دینتواند‌ب‌بار‌تکرار،‌رابطه‌بالا‌می 

5 5 51
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
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  


             (20)  

= طور‌مشابه‌برای‌به =1,2,3,...n ‌:داریم 
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5 5
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3 3
3= ( )( ).

n n
n

n

v
t P h z

t






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
                                        (27)  

‌ 2)بنابراین‌روابط‌  )‌ ‌20)و n>1 که ازای‌هربه( n  ‌است  ‌برقرار ‌جای. ‌نهایت‌با گذاری‌تبدیلات‌‌در

 تشابهی
2

3( , ) = ( )u x t t F z


 و 
2

3( , ) = ( )v x t t h z


قضیه‌(‌27)و‌(‌20)و‌استفاده‌از‌روابط‌(‌2)در‌دستگاه‌ 

‌.شود‌ثابت‌می

با‌یک‌واحد‌کاهش‌مرتبه‌به‌یک‌(‌2)‌جزئیکه‌مشاهده‌شد‌با‌استفاده‌از‌تبدیلات‌تشابهی‌دستگاه‌معادلات‌‌چنان

‌.تبدیل‌شد(‌29)کوبر‌-دستگاه‌معادله‌دیفرانسیل‌معمولی‌کسری‌با‌عملگر‌اردلی

 

 روش زیر فضای ناوردا و یافتن جواب دقیق

‌ ‌این‌بخش‌روش‌زیرفضای‌ناوردا ‌جواب‌ۀمحاسب‌برایدر ‌معادلات‌‌یک‌دسته ‌تحلیلی‌دستگاه ‌و (‌2)های‌صریح

کسری‌زمانی‌که‌اخیراً‌‌جزئیبرای‌این‌منظور‌ابتدا‌ایده‌روش‌برای‌حل‌تحلیلی‌دستگاه‌معادلات‌.‌شود‌میبررسی‌و‌اجرا‌

در‌‌را‌(28)‌کسری‌زمانی‌جزئیبرای‌این‌منظور‌دستگاه‌معادلات‌.‌شود‌طور‌مختصر‌بیان‌می‌به‌[26]‌معرفی‌شده‌است

‌‌:نظر‌بگیرید

( ) ( )1 1 2
1 1 2 1 2= [ , , ,..., , ]

k ku
G x u u u u

t








                                      (28)  

( ) ( )2 1 2
2 1 2 1 2= [ , , ,..., , ]

k ku
G x u u u u

t








 

 که‌در‌آن 
(.)

t 



1 لیوویل‌و-ام‌ریمانۀمشتق‌مرتب  2,G G 2k ۀترتیب‌از‌مرتب‌به‌قدر‌کافی‌هموار‌و‌توابع‌به  1k و   

2u نسبت‌به‌متغیرهای‌وابسته 1u و  1 و‌با‌فرض  2( )k k ‌:کنند‌ها‌صدق‌می‌شرطاین‌که‌در‌است‌بوده‌ 

2 21 1

( ) ( )
1 1

1 2

( ) ( ) 0
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G G

u u

 
 

 
 

2 22 2
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1 2
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 
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 
                                           (21)  
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
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2
22

( )
=1 1

( ) 0.

k

i
i

G

u





                                                     (36)  

j{1,2} برای‌بعضی‌از  ‌:یمردا 
2

( ) ( )

1 2

0 , {0,1,2,.., }
j

jl s

G
l s k

u u


 

 
                              (39)  

) در‌ادامه‌از‌نمادهای , ) = ,  =1,2j ju x t u j  و 
( )

( , )
=

q

jq

j q

u x t
u

x




,...,1,2= برای  jq k ‌.شود‌استفاده‌می 

nW یک‌فضای‌خطی‌با‌بعد‌متناهی:‌[32]‌1 .5تعریف   شود‌هرگاهناوردا‌گفته‌میG نسبت‌به‌عملگر‌دیفرانسیلی 

[ ]n nG W W nu عبارتی‌دیگر‌،‌برای‌هریا‌به‌  W . داشته‌باشیم  [ ] nF u W  ‌
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‌ ‌کنید  فرض
j

n
j

W , =1,2j‌ ‌شده ‌تولید ‌خطی ‌خطی‌وسیلۀ‌بهفضای ‌مستقل  توابع

{ ( ) |1 , =1,2}j

i jf x i n j  ‌و‌   باشد
j

n
j

W  ( =1,2j ‌دیفرانسیلی ( ‌عملگر  نسبت‌به
1 2[ , ]jG u u  ( 

=1,2j ‌برای‌هر ( ‌باشد‌و 1,2j= ناوردا ,...,1,2= و  ji n ) مشتق  )j

t iD f t ‌برای  ‌باشد‌و ‌داشته وجود
1 2

1 2
1 2

( , ) n nu u W W بسط‌‌، 
1 2[ , ]jG u u ‌:‌صورت‌باشد‌دینب 

1 2
1 1 2 2 1 1 2 2
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nn n j
j j

j i i i i i n n i

i i i

G a f x a f x a a a a f x                   (32)  

‌:صورت‌است‌دیندارای‌جواب‌دقیقی‌ب(‌28)گاه‌دستگاه‌‌آن 

=1

( , ) = ( ) ( ) =1,2

n
j

j j

j i i

i

u x t a t f x j                 (33)  

) که‌در‌آن‌توابع )j

ia t ‌:‌[34]صدق‌می‌کنند‌(‌34)در‌دستگاه‌معادلات‌دیفرانسیل‌معمولی‌ 

1 1 2 2

1 1
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( )
= ( ( ),..., ( ), ( ),..., ( )) =1,2,...,

j
ji

i n n j

d a t
a t a t a t a t i n

dt


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                   (34)  

=1 ناوردایدر‌ادامه‌فرض‌کنید‌فضای‌ { ( ),..., ( )}j j j

n n
j j

W f x f x های‌معادلات‌دیفرانسیل‌خطی‌توسط‌جواب 

 ۀمرتب
jn ‌:زیر‌تولید‌شده‌باشد 

( ) ( ) 11

2 1[ ] = ( ) ... ( ) ( ) = 0 =1,2
n nj j jj j

j j n j j j
j

y y a x y a x y a x y j              (3 )  

‌:داشته‌باشیم‌یدناوردا‌باشد‌باG نسبت‌به‌عملگر‌دیفرانسیل‌برداریW که‌زیر‌فضای‌در‌این‌صورت‌برای‌آن

‌

1 2 [ ] [ ]
1 2

[ [ , ]] | = 0 =1,2j j H HG u u j
                               (30)  

] که‌در‌آن ]jH ] ۀمعادل‌ۀدهندنشان  ] = 0j ju ‌.استx و‌نتایج‌دیفرانسیلی‌آن‌نسبت‌به 

9ترین‌بعد‌از‌طرفی‌برآورد‌بیش
توانیم‌یک‌‌کمک‌آن‌می‌از‌زیر‌فضاهای‌ناوردا،‌نقش‌مهمی‌در‌این‌روش‌دارد‌و‌به 

این‌برآورد‌به‌.‌دست‌آوریم‌ها‌جواب‌دقیق‌معادلات‌مورد‌نظر‌را‌به‌های‌ناوردا‌و‌متناظر‌با‌آن‌بندی‌کامل‌از‌زیر‌فضای‌رده

‌:ارائه‌شده‌است‌2‌.3ۀ‌بستگی‌دارد‌و‌در‌قضی(‌30)‌شرط‌ناوردایی

1 فرض‌کنید‌[33]‌1 .2قضیه  2= ( , )G G Gکند‌و‌را‌برآورد‌می((‌39)-(21)یک‌عملگر‌برداری‌باشد‌که‌شرایط‌ 

1 2k k 1 اگر  2

1 2
1 2

( > 0) n nn n W W  G نسبت‌به‌عملگر  ‌ نگاه‌ناوردا‌باشد،‌آ 

1 2 2 1 1 2, 2( ) 1n n k n k k      

2G فرض‌کنید‌[33]‌1 .1قضیه  Gیک‌عملگر‌دیفرانسیلی‌غیر‌خطی‌و G(‌28)یک‌دستگاه‌معادلات‌مشابه‌

1 نکه‌خللی‌به‌عمومیت‌مسئله‌وارد‌شود‌فرض‌می‌کنیم‌‌بدون‌آ.‌باشد 2k k 1 اگر. 2

1 2
1 2

( > 0) n nn n W W   

G نسبت‌به‌عملگر   گاه‌ن‌ناوردا‌باشد،‌آ 

2 1 2 2 1 12( ) 1, .n k k n n k      

،‌برای‌این‌منظور‌با‌توجه‌به‌شود‌میاستفاده‌(‌2)حل‌تحلیلی‌دستگاه‌معادلات‌‌برایاکنون‌از‌روش‌معرفی‌شده‌در‌بالا‌

                                                           
1. maximal dimension 
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‌:گیریم‌صورت‌در‌نظر‌می‌دینرا‌ب(‌2)های‌دستگاه‌‌لفهؤم‌مذکورمطالب‌

1 3= x x xG qv svu ruv    

2 = xG pvv  (10.3) 

. که‌در‌آن  2 1=1, = 3k k1 شود‌که‌عملگرهای‌در‌ادامه‌مشاهده‌میG کنند،‌‌صدق‌می(‌39)-(21)در‌شرایط‌2G ‌و 
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1 بنابراین‌زیر‌فضایی‌مثل  2

1 2
= n nW W W 1 چنان‌موجود‌است‌که‌تحت  2= [ , ]G G G  کهطوریناوردا‌است،‌به 

1 9n  1 و  2 1n n  1 بنابراین‌ابعاد  2

1 2
n nW W ‌:صورت‌زوج‌های‌مرتب‌زیر‌داده‌شوندتوانند‌بهمی 

1 2( , ) ={(1,1),(2,1),(2,2),(3,2),(3,3),..., (9,8),(9,9)}n n  

‌فرضبه  ‌با 1عنوان‌مثال 2( , ) = (2,2)n nفضای‌ناوردای‌ ‌زیر ، 1 2

1,2 2 1=W W Wمعادلات‌دیفرانسیل‌معمولی‌‌ با

‌:محاسبه‌می‌شوند‌(37)
1 ' '

2 1 0={ | [ ] = = 0}W y y y a y a y

                                   (37)  

2 ' '

1 2 1 0={ | [ ] = = 0}W z z z b z b z

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1 که‌در‌آن‌باید‌پارامترهای‌ثابت  1 0 0, , ,b a a b  :صورت‌نمایش‌داد‌دینتوان‌بشرایط‌ناوردایی‌را‌می.‌تعیین‌شوند 
2

1 1 1 0 1 1 2,
2 1

( ) | = 0
v W u W

D G a DG a G
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                                      (38)  
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2 1 1 0 1 1 2,
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D G b DG b G
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‌آن 1 که‌در 2,G G ‌27)‌در  ‌تعریف‌شدند( ‌شرط‌ناوردایی‌بالا‌اگر‌ضرایب. ,2 در , ,x x x xuv u v v vقرار‌‌ ‌برابر‌صفر را

 :آوریمدست‌میترتیب‌بهبهدهیم‌

2

1 0 1 1 1 0 0= 0, 3 = 0, 2 = 0, = 0a b b b ab a ra      

0 ها‌که‌از‌حل‌آن 0 1 1= = = = 0a b a b ,1}= پس.‌شود‌نتیجه‌می  } {1, }W x xزیر‌فضای‌ناوردای‌تحتG  

, که‌شرطی‌به‌است ,r p qباشند‌ ‌ناصفر .‌ ‌دستگاه ‌بنابراین ‌2)معادلات ‌جواب( ‌به‌باید ‌تحلیلی  صورت‌های

1 2( , ) = ( ) ( )u x t c t xc t3 و‌ 4( , ) = ( ) ( )v x t c t xc t ‌جای  ‌با ‌بنابراین ‌باشند ‌جواب‌داشته های‌‌گذاری

‌:داریم(‌2)پیشنهادی‌در‌دستگاه‌معادلات‌
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لیویل‌فوق‌حل‌شود،‌برای‌این‌منظور‌از‌-شود‌دستگاه‌معادلات‌معمولی‌با‌مشتقات‌کسری‌ریمان‌در‌ادامه‌تلاش‌می 

‌ریمان ‌کسری ‌انتگرال ‌و ‌مشتق ‌-روابط ‌توابع ‌شد‌چندجملهلیویل ‌خواهد ‌استفاده ‌ای ‌کلی‌. ‌حالت ‌در ‌روابط این

‌::استصورت‌‌دینب
( 1)

=
( 1)

I t t   

 

 

  
                                             (46)  

( 1)
=

( 1)
D t t   

 

 

  
 

D, که  I 
با‌توجه‌به‌معادلات‌دوم‌و‌.‌دهندرا‌نشان‌می ۀلیویل‌مرتب-ترتیب‌انتگرال‌و‌مشتق‌کسری‌ریمانبه 

4 رود‌تابع‌،‌انتظار‌می(46)چهارم‌دستگاه‌ ( )c t  صورت‌به 
4( ) =c t At باشد،‌که‌در‌آن Aو  پارامترهای‌ثابتی‌ 

‌:شود‌میسادگی‌نتیجه‌‌به(‌46)با‌این‌فرض‌از‌سطر‌دوم‌دستگاه‌معادلات‌از‌این‌رو،‌.‌دشوند‌میاست‌که‌در‌ادامه‌تعیین‌
2

2

2

(2 1)
( ) =

(2 1)

pA
c t t  

 

 

  

                                 (49)  

2 گذاری‌مقادیر‌اکنون‌با‌جای ( )c t 4 و  ( )c t ‌:شود‌،‌نتیجه‌می(46)را‌در‌سطر‌چهارم‌از‌دستگاه‌معادلات‌ 
3

3( 1) ( ) (2 1)
=

( 1) (2 1)

A r s pA
t t    

   

    

     
 

= ازایاین‌تساوی‌تنها‌به  3     = یا    :چنین‌و‌هم 

(1 ) 1
=

(1 2 ) ( )
A

p r s





 

  
 

‌:بنابراین‌داریم.‌برقرار‌است 

2

1 (1 )
( ) =

(1 2 )
c t t

r s





  

  
                                     (42)  

  

4

(1 ) 1
( ) =

(1 2 ( )
c t t

p r s





 

  
                             (43)  

 طور‌مشابه‌با‌فرض‌به 
3 1( ) =c t k t گذاری‌آن‌در‌دسته‌اول‌از‌دستگاه‌معادلات‌دیفرانسیل‌معمولی‌کسری‌‌و‌جای

3گذاری‌مقادیر‌محاسبه‌شده،‌نهایت‌از‌جایو‌در‌(‌13.3) 2( ), ( )c t c t 4 و  ( )c t ‌توابع‌ۀدر‌دست   سوم‌از‌معادلات،

1( )c t )3 و  )c t ‌:شوند‌صورت‌محاسبه‌می‌دینب 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌511معادلاتتحلیل‌تقارنی‌لی‌و‌تعیین‌جواب‌های‌صریح‌تحلیلی‌دستگاه‌

1
1 3 1( ) = ( ) = .

( )

pk
c t t c t k t

p r s

  


 

‌:شود‌صورت‌محاسبه‌می‌دینب(‌2)معادلات‌بنابراین‌جواب‌دستگاه‌

1 (1 )
( , ) =

(1 2 )( )

pk x
u x t t t

r sp r s

 



   


  
 

1

(1 )
( , ) =

(1 2 )( )

x
v x t k t t

p r s

 



  


 
 

1k که‌در‌آن  .یک‌ثابت‌دلخواه‌است 

 گیری نتیجه

های‌‌انتشار‌نامتعارف‌امواج‌آب‌در‌محیط‌ۀدر‌این‌تحقیق‌یک‌مدل‌مهم‌در‌مهندسی‌که‌توصیف‌کننده‌رفتار‌پدید 

ویلسون‌معروف‌است،‌بررسی‌-سوکولوف-با‌مشتقات‌کسری‌زمانی‌درینفلد‌جزئیو‌به‌دستگاه‌معادلات‌‌استکم‌عمق‌

ای‌لی‌‌های‌نقطه‌بررسی‌ناوردایی‌معادلات‌و‌تشکیل‌تقارن‌براییک‌تحلیل‌قوی‌ریاضی‌مبتنی‌بر‌نظریه‌تقارن‌لی‌.‌شد

ها‌‌تبدیلات‌تشابهی‌مهم‌برای‌مسئله‌محاسبه‌و‌با‌استفاده‌از‌آنای‌لی،‌برخی‌‌های‌نقطه‌متناظر‌به‌تقارن.‌مدل‌ارائه‌شد

در‌ادامه‌از‌یک‌روش‌تحلیلی‌قوی‌.‌کوبر‌کاهش‌یافت-مدل‌به‌یک‌دستگاه‌معادلات‌معمولی‌با‌مشتقات‌کسری‌اردلی

سبه‌صورت‌صریح‌محا‌ویلسون‌به-سوکولوف-های‌دقیق‌معادله‌درینفلد‌مبتنی‌بر‌زیر‌فضاهای‌ناوردا‌یک‌دسته‌از‌جواب

شود‌که‌هر‌دو‌تحلیل‌استفاده‌شده‌در‌این‌تحقیق‌که‌به‌تازگی‌برای‌دستگاه‌معادلات‌کسری‌گسترش‌‌مشاهده‌می.‌شد

 .ددارمواجهه‌با‌این‌مسئله‌مهم‌‌برای‌زیادیکارآیی‌اند،‌‌داده‌شده
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