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‌00/08/10پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌91/01/16دریافت‌‌‌

 چکیده
ای‌را‌های‌رشتهها،‌دادهترِای.‌درختی‌در‌علوم‌کامپیوتر‌هستندها‌با‌ساختار‌ترین‌ساختمان‌دادهها‌یکی‌از‌کاربردیترِای

یک‌نسخۀ‌تعمیم‌یافتۀ‌تِرای،‌موسوم‌به‌تِرای‌سطلی‌است‌که‌در‌آن‌هر‌برگ‌یا‌سطل،‌.‌ندکنهای‌درخت‌ذخیره‌میدر‌برگ

تعداد‌.‌شودحاصل‌میترِای‌تصادفی‌با‌تعریف‌یک‌قاعده‌رشد‌تصادفی‌برای‌ترِای‌.‌ظرفیت‌ذخیرۀ‌بیش‌از‌یک‌داده‌را‌دارد

بررسی‌نمایۀ‌یک‌درخت،‌اهمیت‌.‌سان‌از‌ریشۀ‌یک‌درخت‌ریشه‌دار‌هستند‌را‌نمایه‌نامند‌های‌هم‌نوع‌که‌در‌فاصلۀ‌یکگره

‌ددارزیادی‌ ‌پارامترهای‌درخت‌ریشه. ‌بسیاری‌از ‌میزیرا ‌را ‌آن‌درخت‌بیان‌دار ‌دکرتوان‌برحسب‌نمایۀ ‌به‌. ‌این‌مقاله در

‌نمایۀ‌سطلی‌و‌داخلی‌بررسی‌مجانبی‌امیدریا ‌واریانس‌و‌توزیع‌حدی‌هر‌یک‌از‌دو ‌برگ‌و‌تعداد‌گره)ضی، های‌سطلی‌یا

پردازیم،‌وقتی‌که‌تعداد‌در‌ترِای‌سطلی‌تصادفی‌می(‌سان‌از‌ریشه‌هستند‌های‌داخلی‌یا‌غیربرگ‌که‌در‌فاصلۀ‌یکتعداد‌گره

های‌هر‌دو‌نمایه‌شامل‌توابعی‌متناوب‌هستند‌و‌نشان‌ریاضی‌و‌واریانس‌امید.‌های‌ذخیره‌شده‌در‌تِرای‌افزایش‌یابدداده

چنین‌به‌‌هم.‌دهیم‌آن‌توابع‌متناوب‌ناصفرند‌که‌این‌نکته‌در‌مقاله‌مربوط‌به‌نمایه‌ترای‌معمولی،‌به‌اثبات‌نرسیده‌است‌می

کار‌‌نتایج‌به‌هایی‌که‌برای‌حصولروش.‌پردازیمهای‌دو‌نمایۀ‌سطلی‌و‌داخلی‌میریاضی‌بررسی‌مقدار‌مجانبی‌نسبت‌امید

بریم،‌براساس‌استفاده‌از‌پواسونی‌سازی،‌تبدیل‌ملین،‌معادلات‌بازگشتی،‌توابع‌مولد،‌تحلیل‌تکینی‌و‌روش‌نقطۀ‌زینی‌می

‌.است

‌.های‌سطلی،‌نمایه،‌پواسونی‌سازی،‌تبدیل‌ملین،‌معادلات‌بازگشتی،‌توابع‌مولد،‌تحلیل‌تکینی،‌روش‌نقطۀ‌زینیترِای‌:های کلیدیواژه

‌

 مقدمه

نام‌ترای‌است‌که‌‌ای،‌ساختاری‌درختی‌به‌های‌رشتهها‌برای‌ذخیره‌و‌جستجوی‌دادهترین‌الگوریتمیکی‌از‌اساسی

های‌‌برای‌سادگی،‌رشته(.‌را‌ببینید[‌0]‌تر‌برای‌جزئیات‌بیش)درخت‌جستجوی‌دودویی‌دارد‌‌تری‌نسبت‌به‌کارایی‌بیش

‌دنباله)دودویی‌ ‌‌’’0“هایی‌از ‌’’1“و )‌ ‌درنظر ‌می‌گیریمرا ‌رشته. ‌ترای، ‌برگدر ‌در ‌ها ‌های‌خارجیگره)ها ذخیره‌(

گاه‌فقط‌یک‌رشته‌داریم‌‌آن‌   اگر‌:‌کندصورت‌در‌خود‌ذخیره‌می‌دینایی‌را‌ب‌1-0رشتۀ‌‌ یک‌ترای،‌.‌شوند‌می

شود‌که‌در‌این‌حالت‌ریشۀ‌ترای‌یک‌برگ‌یا‌گره‌خارجی‌است‌و‌ترای‌شامل‌هیچ‌گرۀ‌و‌در‌ریشۀ‌ترای‌ذخیره‌می

ای‌نیست‌و‌کنندۀ‌هیچ‌رشتهاست‌که‌ذخیره(‌گره‌تهی)گاه‌ریشۀ‌ترای‌یک‌گره‌داخلی‌‌آن‌   دیگری‌نیست؛‌اگر‌

با‌همین‌.‌شوندذخیره‌میریشه‌(‌راستِ)باشد‌در‌زیردرخت‌چپِ‌(‌’’1“)‌’’0“شان‌‌ها‌وابسته‌به‌این‌که‌اولین‌رقمرشته

برای‌مثال‌ترای‌سمت‌چپ‌.‌شودهای‌ریشه‌ساخته‌میها،‌هر‌یک‌از‌زیردرختدن‌اولین‌رقم‌رشتهکرقاعده‌و‌با‌حذف‌

‌.شودملاحظه‌‌9در‌شکل‌

برای‌افزایش‌سرعت‌پردازش‌اطلاعات‌و‌عمل‌جستجو‌در‌الگوریتم‌ترای،‌وابسته‌به‌اختیار‌پردازشگر‌حداکثر‌تعداد‌

‌ترای‌معمولی)د‌و‌نه‌فقط‌یک‌داده‌در‌یک‌برگ‌کنن‌ها‌را‌در‌هر‌برگ‌ذخیره‌میدادهمشخصی‌از‌ در‌این‌مقاله‌به‌(.

‌.‌‌‌پردازیمها‌میبررسی‌نمایه‌این‌نوع‌ترای
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رشته  7 ازساخته شده ( درخت سمت راست)سطلی و ترای ( درخت سمت چپ)ترای یک نمایش  .9شکل 

، (در هر دو ترای)ها دایرهبا های داخلی گرهچنین  هم.     با ( ،         ،       ،         )
 .نشان داده شده است( هاسطل) هامستطیلبا سطلی ها و در ترای با مربعترای در های خارجی گره

‌ترای‌سطلی‌‌د،‌آنکررشته‌ذخیره‌‌   های‌یک‌ترای‌بتوان‌به‌تعداد‌هرگاه‌در‌برگ گاه‌ترای‌ساخته‌شده‌را

‌.دشوملاحظه‌‌9در‌شکل‌(‌ترای‌سمت‌راست)‌   ‌برای‌مثال‌ترای‌سطلی‌با.‌نامند

‌ ‌‌1-0رشتۀ ‌ایی ‌پیروزی‌دنبالهکه ‌احتمال ‌با ‌برنولی ‌متغیرهای‌تصادفی ‌از ‌دادن‌)‌     ای ‌رخ احتمال

‌.‌نامیم‌باشد‌را‌رشتۀ‌تصادفی‌می‌        و‌احتمال‌شکست‌(‌’’1“

‌از‌رشته ‌ترای‌تصادفی‌گویندترای‌ساخته‌شده ‌های‌تصادفی‌را ‌‌ترای‌تصادفی‌به‌پارامترهای. بررسی‌طور‌گسترده

 (.را‌ببینید[‌90]و‌[‌6]،‌[1]،‌[9]تر‌‌برای‌اطلاعات‌بیش)است‌‌شده

‌نمایۀ‌آن‌درخت‌می‌نوع‌که‌در‌فاصلۀ‌یکهای‌همتعداد‌گره ‌نامندسان‌از‌ریشۀ‌یک‌درخت‌قرار‌دارند‌را چون‌از‌.

ترین‌مسیر،‌عمق‌و‌طول‌مسیر‌‌نتایجی‌دربارۀ‌پارامترهای‌دیگر‌درخت‌مثل‌ارتفاع،‌کوتاه‌توان‌مستقیماً‌نمایۀ‌درخت‌می

‌بنابراین‌‌کل‌به ‌دنمایۀ‌درخت‌اهمیت‌زیادی‌دار‌بررسیدست‌آورد؛ ‌مثال‌نمایۀ‌درخت‌جستجوی‌دودویی‌و‌‌به. طور

‌‌.اند‌شدهبررسی‌[‌8]و‌[‌90]،‌[2]،‌[4]ترتیب‌در‌‌تریشیا‌ترای،‌بهبازگشتی،‌درخت‌جستجوی‌رقمی،‌ترای‌و‌پا

‌.پردازیممیتصادفی‌‌ترای‌سطلیبرای‌[‌90]دست‌آمده‌از‌نمایۀ‌ترای‌تصادفی‌در‌‌این‌مقاله‌به‌تعمیم‌نتایج‌بهدر‌

بنا‌شده‌و‌ظرفیت‌هر‌سطل‌‌رشته‌ ‌وسیلۀ‌بهپردازیم‌که‌تصادفی‌می‌ترای‌سطلییعنی‌به‌تحلیل‌رفتار‌دو‌نوع‌نمایه‌در‌

یا‌های‌خارجی‌تعداد‌گره)‌    نمایۀ‌سطلی‌:‌[(90]در‌‌   تعمیم‌حالت‌)رشتۀ‌تصادفی‌است‌‌   حداکثر‌

مقادیر‌این‌مثال‌‌طور‌هب‌.(از‌ریشه‌ در‌فاصلۀ‌‌خلیادهای‌تعداد‌گره)‌    نمایه‌داخلی‌‌؛(از‌ریشه‌ در‌فاصلۀ‌‌هاسطل

‌.دشوملاحظه‌محاسبه‌شده‌است،‌‌9ترای‌سطلی‌در‌شکل‌دو‌نوع‌نمایه‌را‌که‌برای‌

‌    دهیم‌که‌توابع‌مولد‌احتمال‌در‌بخش‌بعد‌نشان‌می.‌صورت‌است‌دینترتیب‌مطالب‌ارایه‌شده‌در‌این‌مقاله‌ب

‌،‌در‌معادلۀ‌بازگشتی‌‌ عنوان‌تابعی‌از‌‌به‌    و‌

          
 

 
                            

     

                      

‌در‌معادلۀ‌بازگشتی‌‌    و‌‌    بنابراین‌امیدریاضی‌و‌واریانس‌.‌دکنن‌صدق‌می

                 
 
                                                                 (9)  

‌ندکن‌صدق‌می ‌از‌    و‌‌    دست‌آوردن‌امیدریاضی‌و‌واریانس‌مجانبی‌منظور‌بههای‌سوم‌و‌چهارم‌بهدر‌بخش. ،

                    ابتدا‌تابع‌مولد‌پواسن‌:‌یمکن‌استاندارد‌استفاده‌می‌یروش
از‌.‌گیریمرا‌در‌نظر‌می‌   

 در‌معادلۀ‌بازگشتی‌‌     شود‌که‌نتیجه‌گرفته‌می(‌9)

                         



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌979های‌سطلیرایتِ‌ۀنمای

شوند‌ترتیب،‌با‌روش‌تکرار‌و‌تبدیل‌ملین‌حاصل‌می‌سپس‌جواب‌دقیق‌و‌جواب‌مجانبی‌این‌معادله‌به.‌ندک‌صدق‌می

سازی‌‌مرحلۀ‌آخر‌برای‌برآورده‌شدن‌هدفمان،‌مرحلۀ‌برگشت‌از‌پواسنی(.‌را‌ببینید‌[99]‌و‌[9]‌روش‌این‌با‌آشنایی‌برای)

در‌.‌آوریمدست‌می‌،‌را‌به(   هرگاه‌)‌    ؛‌بسط‌مجانبی‌(   هرگاه‌)‌     یعنی‌از‌بسط‌مجانبی‌.‌است

‌به ‌مرحله ‌می‌این ‌داده ‌نشان ‌زینی ‌روش‌نقطۀ ‌و ‌مختلط ‌کمک‌تحلیل ‌که ‌)‌          شود (.‌   هرگاه

𝜀دهیم‌هرگاه‌‌این‌روش‌نشان‌می‌وسیلۀ‌به ‌نکه‌در‌آ‌     𝜀            𝜀    و‌‌  

    
 

        
     

 

                 
     

     

                     
  

دلیل‌ظاهر‌‌این‌پدیده‌به.‌متناوب‌است‌توابعی‌،‌شامل      ‌𝔼و‌      ‌𝔼آمده‌برای‌دست‌گاه‌نتایج‌مجانبی‌به‌آن

‌انتگرال‌معکوس‌تبدیل‌ملین‌به‌شدن‌بی .‌مشاهده‌شده‌است[‌1]آید‌که‌اولین‌بار‌در‌وجود‌می‌نهایت‌نقطۀ‌زینی‌در

‌      ‌𝔼       𝔼نسبت‌مجانبی‌مقادیر‌بررسی‌به‌،     𝜀            𝜀    ‌وقتی‌چنین‌هم

‌با‌‌       𝜀            𝜀     ،‌𝔼            𝔼    ‌بازۀ‌در‌زیرا‌پردازیم‌می و

در‌‌ ازای‌‌سپس‌به.‌ندک‌نتیجه‌نسبت‌مذکور‌به‌صفر‌میل‌می‌دارد‌و‌در‌      𝔼تری‌نسبت‌به‌‌،‌رشد‌سریع افزایش‌

‌ ‌واریانس‌     𝜀            𝜀    بازۀ ‌محاسبه ‌به ‌نمایه، ‌دو ‌‌       های ،‌       و

 .‌های‌دو‌نمایه‌هستندبا‌میانگینسان‌‌های‌یکپردازیم‌که‌شامل‌توابعی‌متناوب‌و‌دارای‌مرتبه‌می

‌    و‌‌    های‌حدی‌گاه‌توزیع‌آن‌        𝔼و‌        𝔼 کنیم‌که‌هرگاه‌آخر‌ثابت‌می‌در‌بخش

 .‌باشد‌     𝜀            𝜀    در‌بازۀ‌‌‌ نرمال‌هستند‌وقتی‌

‌مقاله، ‌این ‌ در ‌هر ‌‌ برای ‌می‌     𝜀            𝜀    بازۀ ‌نظر ‌در ‌گیریمرا بنابراین‌.

و‌بازۀ‌‌        گاه‌‌آن‌   ‌اگر‌زیرا.‌کنیم‌بررسی‌می(‌   )‌ترای‌غیرمتقارن‌در‌فقط‌را‌هانمایه‌بررسی

‌.شودهای‌دو‌نمایه‌ظاهر‌نمیها‌و‌واریانسهیچ‌تابع‌متناوبی‌در‌میانگینو‌بنابراین‌‌نقاط‌زینی‌تهی‌است‌شامل

‌‌

‌ها معادلۀ بازگشتی برحسب تابع مولد احتمال نمایه

های‌چپ‌و‌راست‌های‌خارجی‌در‌زیردرختهم‌توزیع‌با‌مجموع‌تعداد‌گره‌    رشته،‌‌ در‌یک‌ترای‌سطلی‌با‌

‌:یعنی.‌قرار‌دارندها‌آن‌زیردرخت‌ۀاز‌ریش‌   در‌فاصلۀ‌‌کهاست‌ترای‌سطلی‌‌ۀریش
*

, , 1 , 1, 1, 1,
n nn k B k n B kX dX X n b k       

‌ ‌در *آنکه
( , ),

, ,
B dBinomial n p X dXn n k n k

‌ ‌    و ،    
 ‌‌ ‌هستند‌  و ‌مستقل ‌‌به‌چنین‌هم. ،‌   ازای

‌.‌‌      ،‌      ازای‌؛‌به      ‌و‌(   )‌      ،‌      ازای‌؛‌به      

‌ ‌برای ‌بالا ‌متفاوت‌    معادلۀ ‌اولیه ‌شرایط ‌با ‌‌به: ‌   ازای ‌به      ، ‌       ازای‌؛ ،‌   و

‌.‌‌برقرار‌است‌      ،‌      ازای‌؛‌و‌به      

    که‌‌کنیدفرض‌
   

    و‌‌   
   

‌باشند‌    و‌‌    ترتیب‌توابع‌مولد‌احتمال‌‌به‌    بالا‌نتیجه‌گرفته‌‌ۀاز‌معادل.

    شود‌که‌می
   

 در‌معادله‌بازگشتی‌‌   

    
          

 
             

              
                                           (2)  

    
        

اگر                                                                                             

اگر           یا             یا                    
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 ‌با‌شرایط‌اولیه‌متفاوت‌    برای‌نمایه‌داخلی‌(‌2)معادلۀ‌‌.کند‌زیر‌صدق‌می

    
        

اگر                                                      

 اگر           یا                    
                        (9)  

ازای‌عدد‌مختلط‌به.‌شودهای‌زیر‌برای‌چند‌کمیت‌و‌تابع‌خاص‌استفاده‌میدر‌سراسر‌مقاله‌از‌نمادگذاری.‌برقرار‌است

‌(ℝ  )معادلۀ‌‌و‌‌با‌حل‌             ‌، 

  
  𝜌    𝜌

  𝜌    
 
    𝜌    

 
 

  

    گاه‌‌،‌آن   چون‌)‌‌𝜌نسبت‌به‌
 

 
 

  

       
 

 
 

  

 :آیددست‌می‌به(‌4)جواب‌،‌(است‌

𝜌  𝜌    
 

        
   

           

           
                                          (4)  

 

 هاهای سطلی، داخلی و نسبت آنهامیدریاضی نمای
‌این‌بخش‌تقریب ‌‌    هایی‌مجانبی‌برای‌امیدریاضی‌در ‌نشان‌میدست‌می‌به‌    و دهیم‌که‌هر‌دو‌‌آوریم‌و

‌.می‌پردازیم‌      𝔼       𝔼هایی‌به‌بررسی‌مقادیر‌مجانبی‌چنین‌تحت‌فرض‌هم.‌غیرصفر‌هستند

    ‌کنیم‌میتعریف‌
   

 𝔼      و‌‌    
   

 𝔼      ‌.شود‌که‌نتیجه‌گرفته‌می(‌2)سپس‌از‌    
در‌معادلۀ‌‌   

 :دکن‌بازگشتی‌و‌شرایط‌اولیه‌زیر‌صدق‌می

    
   

   
 

 
              

   
         

   
  

     

                      

    
   

  
اگر                                                                                             

اگر           یا             یا                    
  

    معادلۀ‌بالا‌برای‌
 نیز‌برقرار‌است‌ولی‌با‌شرایط‌اولیه‌متفاوت‌‌   

    
   

  
اگر                     

اگر                    
  

    های‌پواسونی‌شود‌که‌تبدیلدر‌مرحلۀ‌پواسونی‌سازی،‌از‌روابط‌مذکور‌در‌ملاحظه‌می
   

     و 
   ، 

  
             

     

  
   

   

              
             

     

  
   

     

‌:دکن‌صدق‌می(‌6)و‌‌(1)در‌معادلات‌و‌شرایط‌اولیۀ‌

         
            

 
   

   
              

                                                                (1)  

  
          

 
   

   
          

       
 
      

               
                    (6)  
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‌.‌آیددست‌می‌به‌    توزیع‌حدی‌و‌به‌طور‌مشابه‌‌    پس‌توزیع‌حدی‌

 
 گیری  بحث و نتیجه

‌ای‌اثبات‌برای‌نکتهچنین‌‌پرداختیم‌و‌هم[‌90]‌دست‌آمده‌در‌ترین‌قسمت‌از‌نتایج‌به‌به‌تعمیم‌مهم‌در‌این‌مقاله
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های‌غیربرگ‌یا‌تعداد‌گره)نمایۀ‌داخلی‌‌بررسیتر،‌هدف‌این‌مقاله‌‌طور‌دقیق‌به.‌دیمکرنی‌ارائۀ‌نشده‌در‌آن‌نتایج،‌برها

در‌یک‌ساختمان‌دادۀ‌مهم‌به‌نام‌ترای‌(‌ های‌برگ‌یا‌سطل‌در‌سطح‌تعداد‌گره)و‌نمایۀ‌سطلی‌(‌ داخلی‌در‌سطح‌

‌در‌   حالت‌)است‌(‌داده‌در‌هر‌برگ‌   داده‌و‌حداکثر‌ظرفیت‌‌ ترای‌تصادفی‌بنا‌شده‌از‌)سطلی‌تصادفی‌

𝜀 ازای‌‌ایم‌که‌بههایی‌در‌تحلیل‌مختلط‌نشان‌دادهبا‌روش(.‌بررسی‌شده‌است[‌90] ‌  و‌اعداد‌ثابت‌و‌مشخص‌  

های‌هر‌دو‌گاه‌امیدریاضی‌و‌واریانس‌باشد،‌آن‌     𝜀            𝜀    در‌بازۀ‌‌ ،‌اگر‌  و‌

‌ثابت‌نشده‌است[‌90]‌درغیرصفر‌بودن‌)نمایه‌شامل‌توابعی‌متناوب‌وغیرصفر‌هستند‌ ترسیمی‌از‌توابع‌متناوب‌در‌(.

‌برای‌های‌امیدریاضی‌نمایهفرمول ‌ایمارائه‌کرده‌MAPLEکمک‌‌و‌به‌         ها سپس‌نسبت‌دو‌نمایه‌را‌.

برابر‌‌     ی‌داخلی‌در‌یک‌سطح،ها،‌متوسط‌تعداد‌گره   طور‌مثال‌در‌حالت‌‌به.‌دیمکربررسی‌‌   ازای‌‌به

‌گره ‌حالت‌هامتوسط‌تعداد ‌در ‌همان‌سطح‌و ‌است‌   ی‌داخلی‌در ‌حالی. ‌متوسط‌   که‌وقتی‌‌در تعداد‌،

بالاخره‌با‌یافتن‌بسط‌.‌است‌   ها‌در‌همان‌سطح‌و‌در‌حالت‌ها‌در‌یک‌سطح،‌سه‌برابر‌متوسط‌تعداد‌برگبرگ

‌احتمال‌نمایه ‌توابع‌مولد ‌پواسن‌برای‌دنبالۀ ‌بسط‌مجانبی‌توابع‌مولد‌مجانبی‌تابع‌مولد ‌انتگرال‌کوشی، ‌فرمول ‌و ها

‌.استها‌از‌نرمال‌بودن‌توزیع‌حدی‌نمایهآید‌که‌حاکی‌دست‌می‌ها‌بهل‌برای‌نمایهاحتما

‌
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