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Abstract 

Let G =  (V, E) be a simple graph with vertex set 𝑉 and let 𝑓: 𝑉 → {0,1,2}  

be a function of weight 𝜔(𝑓) = ∑ 𝑓(𝑣)𝑣∈𝑉(𝐺) . A vertex 𝑣 is protected with 

respect to 𝑓, if 𝑓(𝑣) > 0 or 𝑓(𝑣) = 0 and 𝑣 is adjacent to a vertex 𝑢 such that 

𝑓(𝑢) > 0. The function 𝑓 is a co-Roman dominating function, abbreviated 

CRDF if: (i) every vertex 𝑢 with 𝑓(𝑢) = 0 is adjacent to a vertex 𝑣 for which 

𝑓(𝑣) > 0, and (ii) every vertex 𝑣 with 𝑓(𝑣) > 0 has a neighbor 𝑢 for which 

𝑓(𝑢) = 0, such that each vertex of 𝐺 is protected with respect to the function 

𝑓′: 𝑉(𝐺) → {0,1,2}, defined by  𝑓′(𝑣) = 𝑓(𝑣) − 1, 𝑓′(𝑢) = 1 and 𝑓′(𝑥) =

𝑓(𝑥) for 𝑥 ∈ 𝑉(𝐺) − {𝑢, 𝑣}. The co-Roman domination number of a graph G, 

denoted by 𝛾𝑐𝑟(𝐺), is the minimum weight of a co-Roman dominating function 

on G.  

In this paper, we study the co-Roman domination number of grid graphs and 

we obtain this parameter for 𝑃2 × 𝑃𝑛 and 𝑃3 × 𝑃𝑛. 

Introduction 

Throughout this paper, 𝐺 is a simple connected graph with vertex set 𝑉 = 𝑉(𝐺) 

and edge set 𝐸 = 𝐸(𝐺) of order 𝑛 and size 𝑚. The Cartesian product, 𝐺 × 𝐻, 

of graphs 𝐺 and 𝐻 is a graph such that the vertex set of  𝐺 × 𝐻 is the Cartesian 

product 𝑉(𝐺)  × 𝑉(𝐻); and two vertices (𝑢, 𝑢′) and (𝑣, 𝑣′) are adjacent in 𝐺 ×

𝐻 if and only if either 𝑢 = 𝑣 and 𝑢′ is adjacent to 𝑣′ in 𝐻, or 𝑢′ = 𝑣′ and 𝑢 is 

adjacent to 𝑣 in 𝐺. The Cartesian product 𝑃𝑛 × 𝑃𝑚 is called a grid graph. 
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A set 𝑆 of vertices in a graph 𝐺 is called a dominating set if every vertex in 𝑉 

is either an element of 𝑆 or is adjacent to an element of 𝑆. The domination 

number of 𝐺, denoted by 𝛾(𝐺), is the minimum cardinality of a dominating set 

of 𝐺. A 𝛾(𝐺)-set is a dominating set of 𝐺 of size 𝛾(𝐺). 

For a subset 𝑆 ⊆ 𝑉(𝐺) of vertices of a graph 𝐺 and a function 𝑓: 𝑉(𝐺) → ℝ, we 

define 

𝑓(𝑆) = ∑ 𝑓(𝑆)𝑣∈𝑆 . The weight of 𝑓 is 𝜔(𝑓) = 𝑓(𝑉(𝐺)) = ∑ 𝑓(𝑣)𝑣∈𝑉(𝐺) . 

A Roman dominating function on a graph 𝐺, abbreviated RD-function, is a 

function 

𝑓: 𝑉 → {0,1,2} satisfying the condition that every vertex 𝑢 for which 𝑓(𝑢) = 0 

is adjacent to at 

least one vertex 𝑣 for which 𝑓(𝑣) = 2. The minimum weight of an RD-function 

on 𝐺 is called the Roman domination number of 𝐺 and is denoted by 𝛾𝑅(𝐺). An 

RD-function with minimum weight 𝛾𝑅(𝐺) in 𝐺 is called a 𝛾𝑅(𝐺)-function of 𝐺. 

The Roman domination was introduced by Cockayne et al. in [5].  

Let 𝑓: 𝑉 → {0,1,2}  be a function. A vertex 𝑣 is protected with respect to 𝑓, if 

𝑓(𝑣) > 0 or 𝑓(𝑣) = 0 and 𝑣 is adjacent to a vertex 𝑢 such that 𝑓(𝑢) > 0. The 

function 𝑓 is a co-Roman dominating function, abbreviated CRDF if: (i) every 

vertex 𝑢 with 𝑓(𝑢) = 0 is adjacent to a vertex 𝑣 for which 𝑓(𝑣) > 0, and (ii) 

every vertex 𝑣 with 𝑓(𝑣) > 0 has a neighbor 𝑢 for which 𝑓(𝑢) = 0  such that 

each vertex of 𝐺 is protected with respect to the function 𝑓′: 𝑉(𝐺) → {0,1,2}, 

defined by  𝑓′(𝑣) = 𝑓(𝑣) − 1, 𝑓′(𝑢) = 1 and 𝑓′(𝑥) = 𝑓(𝑥) for 𝑥 ∈ 𝑉(𝐺) −

{𝑢, 𝑣}. The co-Roman domination number of a graph G, denoted by 𝛾𝑐𝑟(𝐺), is 

the minimum weight of a co-Roman dominating function on G. The concept of 

co-Roman domination was introduced by Arumugam and et. al [2] and was 

studied by Shao and et. al [9]. 

In this paper, we study the co-Roman domination number of grid graphs and 

we obtain this parameter for 𝑃2 × 𝑃𝑛 and 𝑃3 × 𝑃𝑛. For a more thorough 

treatment of domination parameters and for terminology not presented here see 

[6], [7] and [10]. The following results are useful in this paper. 

Proposition 1. [2] For a cycle 𝐶𝑛, 𝑛 ≥ 4, and for a path 𝑃𝑛, 𝛾𝑐𝑟(𝐶𝑛) =

𝛾𝑐𝑟(𝑃𝑛) = ⌈
2 𝑛

5
⌉. 

Proposition 2. [2]. For a graph 𝐺, 𝛾𝑐𝑟 ≤ 𝛾𝑅 ≤ 2 𝛾. 

Proposition 3. [2] For any tree 𝑇 of order 𝑛,  𝛾𝑐𝑟(𝑇) ≤
2 𝑛

3
. 

Main Results 



Theorem 1. For 𝑛 ≥ 2, 

γcr(𝑃2 ×  𝑃𝑛) = {
⌈

2 𝑛

3
⌉ + 1 𝑛 ≡ 0,1 (𝑚𝑜𝑑 3)

⌈
2 𝑛

3
⌉ otherwise

. 

Theorem 2. For 𝑛 ≥ 2, 

γcr(𝑃3 ×  𝑃𝑛) = {
𝑛 𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3)

𝑛 + 1 otherwise
. 
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𝐺 دـــرض کنیـــف = (𝑉, 𝐸)  یـــک گـــراف ســـاده با مجموعه رئوس𝑉 و  بوده𝑓: 𝑉 →

𝜔(𝑓)ت ورـــص به کــــه وزن آن دــع باشــابــتیک  ،{0,1,2} = ∑ 𝑓(𝑣)𝑣∈𝑉(𝐺) شود.تعریف می 

𝑓(𝑣)شده است هرگاه  محافظت 𝑓تابع نسبت به  𝑣رأسگوییم  > 𝑓(𝑣)   یا  0 = با رأسی 𝑣  و 0

𝑓(𝑢)  اب 𝑢مانند  > :𝑓مجاور باشد. تابع 0 𝑉(𝐺) →  𝐺در رومی -گر هم، یک تابع احاطه{0,1,2}

𝑓(𝑢) با  𝑢  ( هر رأس1هرگاه: ) شودنامیده می = 𝑓(𝑣)با  𝑣حداقل با یک رأس  0 > مجاور  0

𝑓(𝑣)با  𝑣 ( هر رأس2) باشد و > 𝑓(𝑢)  با  𝑢حداقل با یک رأس  0 = ه ــبمجاور باشد،  0

:′𝑓 نسبت به تابع 𝐺رأس  هر هــکطوری 𝑉(𝐺) → 𝑓′(𝑣)    ۀا ضابطبکه ، {0,1,2} = 𝑓(𝑣) −

1 ،𝑓′(𝑢) = 𝑓′(𝑥)و  1 = 𝑓(𝑥)   برای سایر رئوس𝑥 ∈ 𝑉(𝐺) − {𝑢, 𝑣}شود،، تعریف می 

عبارت  شود، می نمایش داده 𝛾𝑐𝑟(𝐺)که با نماد  𝐺رومی گراف -ای هم. عدد احاطهمحافظت شده باشد

 . 𝐺 رومی گراف-هم گراحاطه تمامی توابعکمترین وزن در بین است از 
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 :مقدمه

اجعه مر ]6،0،01[ است به ها اشاره نشدهجا به آناز نظریه گراف که در این مفاهیمیبرای آشنایی با اصطلاحات و  

𝑉 یسجموعه رأبا م گرافی ساده 𝐺 فرض کنیددر سراسر این مقاله،  د.ـکنی = 𝑉(𝐺)  و مجموعه یالی𝐸 = 𝐸(𝐺) 

𝑛 نماد با، |𝐺 ،|𝑉گراف  یبهـباشد. مرت = 𝑛(𝐺)  گراف ی اندازهو𝐺  ،|𝐸| ،نماد با 𝑚 = 𝑚(𝐺)  داده نمایـش

𝑣د. به ازای هر رأسـشونیـم ∈ 𝑉ی، مجموعه 𝑁(𝑣) = {𝑢 ∈ 𝑉|𝑢𝑣 ∈ 𝐸} رأس  را همسایگی باز𝑣 ۀو مجموع 

𝑁[𝑣] = 𝑁(𝑣) ∪ {𝑣} ی رأسرا همسایگی بسته 𝑣 دو رأس .گویند 𝑣 و𝑢 از𝑉(𝐺) م هرگاهرا مجاور گوئی 𝑣 و𝑢  دو

𝑑𝑒𝑔𝐺(𝑣) صورته ب 𝑣  رأس ی، درجه𝑉(𝐺)  از 𝑣 باشند. برای هر رأس 𝐺 انتهای یالی از = |𝑁(𝑣)| شود. تعریف می

𝛿  ترتیب با نمادهایبه 𝐺 گراف ۀنیمم و ماکسیمم درجمی = 𝛿(𝐺) و Δ = Δ(𝐺) مسایگیه شوند.یمش داده ــنمای 

𝑆 هباز مجموع ⊆ 𝑉 ست ازا عبارت 𝑁(𝑆) = ⋃ 𝑁(𝑣)𝑣∈𝑆  مجموعه با آن برابر اسـت ستهب مسایگیهو  𝑁[𝑆] =

𝑁(𝑆) ∪ 𝑆. 

𝑊مانند  ای، دنبــاله𝑣𝑛 به رأس𝑣  از رأس 𝐺یک گشت در گراف  = 𝑣0, 𝑒1, 𝑣1, 𝑒2, … , 𝑣𝑛−1, 𝑒𝑛, 𝑣𝑛 ، ها از رأس

  و 𝑖 ،𝑣𝑖−1که به ازای هرهستند، به طوری G هایها و یالطـور متنـاوب، رأسبه مـلات آنها است که جو یـال

 𝑣𝑖رئوس انتهایی یال  𝑒𝑖  یمسیر از مرتبههستند. یک مسیر، یک گشت بدون رأس و یال تکراری است.  یک  𝑛 با را 

𝑃𝑛 دهیم.نشان می 

G2، G و G1 ارتی دو گرافکضرب دصلحا = G1×G2، یسگرافی با مجموعه رأ  𝑉(𝐺) = 𝑉(𝐺1) × 𝑉(𝐺2) 

,𝑢1)دو رأس کهاشد ـبمی 𝑢2) و  (𝑣1, 𝑣2) از𝐺 رـــر و فقط اگــمـجاورند اگ  𝑢1𝑣1 ∈ 𝐸(𝐺1) و  𝑢2 = 𝑣2 یا  

𝑢2𝑣2 ∈ 𝐸(𝐺2) و 𝑢1 = 𝑣1. دو مسیر انتخاب با  𝑃𝑟  و𝑃𝑡 کنید رضف 𝐺 = 𝑃𝑟 × 𝑃𝑡 و 𝑉(𝐺) =

{𝑢𝑗
𝑖| 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡} .ضرب دکارتیحاصل  𝑃𝑟 × 𝑃𝑡 نامند.میشبکه را 

𝑉(𝐺) گوئیم هرگاه هر رأس از G  گر برایاحاطه ۀرا یک مجموع𝑉(𝐺) از  𝐷 ۀیک زیرمجموع − 𝐷 با رأسی از 𝐷 

 یگرشود. مفهوم احاطهتعریف می 𝐺 گراحاطه ۀمجموعیک  ۀ،کمترین انداز 𝐺،  γ(G)گراف  ایمجاور باشد. عدد احاطه

هی از آنها در بخش قابل توج واست  ها مورد مطالعه قرار گرفتهگراف ۀها دارای انواع بسیاری است که در نظریدر گراف

  .]،10[ ، بیان شده استتألیف شده 3و اسلاتر 2و هدتنیمی 1دو کتابی که توسط هاینس

𝑆 رمجموعۀـازای زی به ⊆ 𝑉(𝐺) گراف  ئوساز ر𝐺 تابع و 𝑓: 𝑉(𝐺) → ℝ، 𝑓(𝑆) صورت بها ر 𝑓(𝑆) =  ∑ 𝑓(𝑥)𝑥∈𝑆  

𝜔(𝑓) صورت به𝑓  تابع وزن. همچنین، کنیمتعریف می = ∑ 𝑓(𝑣)𝑣∈𝑉(𝐺) تابع. شودعریف میت 𝑓: 𝑉(𝐺) → {0,1,2}، 

𝑓(𝑢)با  𝑢 شود هرگاه هر رأسنامیده می 𝐺  ( رویRDF)به اختصار  ر رومیـگتابع احاطهیک  = یک حداقل با  0

𝑓(𝑣)  با 𝐺 از 𝑣  سرأ = گر رومی مم وزن یک تابع احاطهنیمی ،𝐺 ،𝛾𝑅(𝐺) ای رومی گرافعدد احاطه .د.ـمجاور باش2

 .]5، 3 [شودتابع نامیده می -𝛾𝑅(𝐺)، یک 𝐺  در گراف، 𝛾𝑅(𝐺)وزن  گر رومی بایک تابع احاطهاست.  𝐺  در

:𝑓 تابع نسبت به 𝑣رأس 𝑉(𝐺) → 𝑓(𝑣)شده است هرگاه  محافظت {0,1,2} > 𝑓(𝑣)یا  0 =  𝑢مانند با رأسی  𝑣 و 0

𝑓(𝑢)  اب >  .مجاور باشد0

                                                           
1 -Haynes 
2 -Hedetniemi 
3 -Slater 
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:𝑓 تابع 𝑉(𝐺) →  ( هر رأس1هرگاه: ) شودنامیده می (CRDFرومی )به اختصار -همگر رومی تابع احاطه یک، {0,1,2}

 𝑢  با 𝑓(𝑢) = 𝑓(𝑣) با  𝑣حداقل با یک رأس  0 > 𝑓(𝑣)با  𝑣 ( هر رأس2) مجاور باشد و 0 > حداقل با یک رأس  0

𝑢  با 𝑓(𝑢) = :′𝑓 نسبت به تابع 𝐺رأس  هر هــک ه طوریــبباشد،  مجاور 0 𝑉(𝐺) →       ۀضابط اب، که {0,1,2}

 

𝑓′(𝑥) = {
𝑓(𝑥) − 1 𝑥 = 𝑣

1 𝑥 = 𝑢
𝑓(𝑥) 𝑥 ∈ 𝑉(𝐺) − {𝑢, 𝑣}

 

ت عبار شود، می نمایش داده 𝛾𝑐𝑟(𝐺)که با نماد  Gرومی گراف -ای هم. عدد احاطهباشدشده  محافظت شود،تعریف می

 ]2[ و همکاران در 1. این مفهوم توسط آروموگامGرومی گراف-هم گراحاطه کمترین وزن در بین تمامی توابعاست از 

دست و نتایجی نیز به رومی را ادامه داده-گر همی تابع احاطهمطالعه، ]9[و همکاران  2شائو.معرفی گردید و پس از آن

𝑃2های رومی گراف-ای هماطهعدد احدر این مقاله،  .اندآورده × 𝑃𝑛  و𝑃3 × 𝑃𝑛 های زیر در قضیه . کنیمرا تعیین می

 اثبات نتایج این مقاله مفید خواهند بود.

𝑛 با 𝐶𝑛 به ازای دور ]2[.1 ۀقضی ≥  ،𝑃𝑛 و به ازای مسیر 4

 

𝛾𝑐𝑟(𝐶𝑛) = 𝛾𝑐𝑟(𝑃𝑛) = ⌈
2 𝑛

5
⌉. 

G ، 𝛾 گراف ایبر ]2[.2 ۀقضی
𝑐𝑟

≤ 𝛾
𝑅

≤ 2 𝛾. 

𝛾 گاهآنباشد،  𝑛از مرتبه  درخت یک 𝑇 اگر ]2[.3 ۀقضی
𝑐𝑟

(𝑇) ≤
2 𝑛

3
. 

 

 هادر شبکه رومی-ای هماعداد احاطه

𝑃2های رومی گراف-ای همدر این بخش، عدد احاطه × 𝑃𝑛  و𝑃3 × 𝑃𝑛 اسر این بخش، در سرکنیم. را تعیین می

‎‎کنیم که به ازای فرض می ‎ ‎ ‎‎ ‎i n 1 2، ‎iu 1 ،iu 2
𝑃2در  P2امین کپی از -iرئوس   × 𝑃𝑛  و‎iu 1 ،iu 2

iuو    3
 

𝑃3 در P3امین کپی از -iرئوس  × 𝑃𝑛 .تابعاگر  همچنین هستند 𝑓: 𝑉(𝐺) → باشد،  𝐺در  CRDF یک، {0,1,2}

𝑓را به صورت   𝑓توان میگاه آن = (𝑉0, 𝑉1, 𝑉2)  به ازای  که در آننشان داد𝑖 =  داریم  ،0,1,2

𝑉𝑖 = {𝑣 ∈ 𝑉|𝑓(𝑣) = 𝑖}. 

n به ازای .1 ۀقضی  2،  

γcr(𝑃2 ×  𝑃𝑛) = {
⌈

2 𝑛

3
⌉ + 1 𝑛 ≡ 0,1 (𝑚𝑜𝑑 3)

⌈
2 𝑛

3
⌉ در غیر این صورت

 

 

                                                           
1 Arumugam 
2 -Zehui Shao 
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:𝑓  ابعت برهان. 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛) → 0ازای  هبرا  {0,1,2} ≤ 𝑖 ≤ ⌊
𝑛−2

3
⌋ ،0 ≤ 𝑗 ≤ ⌊

𝑛−1

3
𝑓(𝑢2+3 𝑖ضابطۀ، با ⌊

1 ) =

𝑓(𝑢1+3 𝑗
2 ) = 𝑛 و بـــه ازای 1 ≡ 0,1 (𝑚𝑜𝑑 3)، 𝑓(𝑢𝑛

2) = صورت و در غیر این  1 f x 0  د.ـتعریف کنی 

𝑃2 از CRDFیک  𝑓 وضوحبه × 𝑃𝑛 با وزن مطلوب است و لذا 

 

γcr(𝑃2 × 𝑃𝑛) ≤ {
⌈
2 𝑛

3
⌉ + 1 𝑛 ≡ 0,1 (𝑚𝑜𝑑 3)

⌈
2 𝑛

3
⌉ در غیر این صورت

 

 

𝑛 به ازای . نتیجهکنیمت میـثاب 𝑛 اوی را به استقرا رویـس نامسـرف عکـط ونـاکن =  است. قراربر 2,3

𝑛 کنیدفرض  ≥ ′𝑛ر ـرای هـب قضیهو  4 < 𝑛 رافگ .اشدب رقرارب 𝐺′ ورتص را به 

𝐺′ = 𝑃2 × 𝑃𝑛 − {𝑢𝑛
1 , 𝑢𝑛

2 , 𝑢𝑛−1
1 , 𝑢𝑛−1

2 , 𝑢𝑛−2
1 , 𝑢𝑛−2

2 } 

′𝐺 وضوح بهتعریف کنید.   = 𝑃2 × 𝑃𝑛−3 .فرض کنید 𝑓 = (𝑉0, 𝑉1, 𝑉2)  یکγcr(𝑃2 ×  𝑃𝑛)- کهبه طوریتابع باشد 

|𝑉2|  و𝑓(𝑢𝑛
1) + 𝑓(𝑢𝑛

 گیریم.زیر را در نظر می هایحالت حد ممکن کوچک باشند. تا ،(2

𝑓(𝑢𝑛  فرض کنید .1حالت 
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛

2) = 0. 

𝑢𝑛 که رئوسبرای این
𝑢𝑛 و 1

𝑓(𝑢𝑛−1 باشیم شوند، باید داشته رومی احاطه-طور همبه 2
1 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−1 و  1

2 ) ≥ 1. 

 آوریم.دست می های زیر را بهزیرحالت

𝑓(𝑢𝑛−1  فرض کنید .1. 1زیرحالت 
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1

2 ) = 2. 

γcr(𝑃2 یک𝑓 چون ×  𝑃𝑛)- که شود تابع است به سادگی دیده می𝑓(𝑢𝑛−2
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2

2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−3
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−3

2 ) = 0، 

𝑓(𝑢𝑛−2یکی از زیرا اگر 
1 𝑓(𝑢𝑛−3یا  (

1 𝑓(𝑢𝑛−1گاه با یـک واحد کاهـش مثبت باشد، آن (
1 𝑓(𝑢𝑛−2یکی از و اگر  (

2 یا  (

𝑓(𝑢𝑛−3
2 ک واحد کاهـش مثبت باشد، آن ( 𝑓(𝑢𝑛−1گاه با یـ

2 ه  ( 𝑃2برای  CRDF یکبـ × 𝑃𝑛  اـ وزن دست  ω(𝑓)از  رکمتب

:𝑔 تابع حال ، که تناقض است.یابیممی 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) → 𝑔(𝑢𝑛−1 ضابطۀاـ ب که {0,1,2}
1 ) = 𝑔(𝑢𝑛−1

2 ) = 𝑔(𝑢𝑛−2
1 ) =

𝑔(𝑢𝑛−2
2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)، به صورت 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  ،شودتعریف میCRDF  از𝑃2 ×

 𝑃𝑛 است که در آن تعداد رئوس 𝑣 با  𝑔(𝑣) =  در تناقض است. 𝑓است و این با انتخاب  |𝑉2| کمتر از2

𝑓(𝑢𝑛−1 فرض کنید. 2. 1زیرحالت 
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1و  2

2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1)حالت  .1
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1 و  1

2 ) = نیز مشابه  2

 است(.

γcr(𝑃2 یک 𝑓 چون × 𝑃𝑛)-لذا  ،ستا ابعت𝑓(𝑢𝑛−2
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2

2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−3
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−3 و 0

2 ) ≥ در . 1

:𝑔 ابعت صورت این 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛) → 𝑔(𝑢𝑛−1 ضابطۀ ـاب هک {0,1,2}
1 ) = 𝑔(𝑢𝑛−2

2 ) = برای سایر رئوس  و  1



 
  اهشبکه در یروم-هم گریاحاطه 
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𝑣 ∈ 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛)، به صورت 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  ،شودتعریف میCRDF  از𝑃2 × 𝑃𝑛  است که در آن تعداد رئوس

𝑣 با  𝑔(𝑣) =  در تناقض است. 𝑓است و این با انتخاب  |𝑉2| کمتر از2

𝑓(𝑢𝑛−1 فرض کنید .3. 1زیرحالت 
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1

2 ) = 1. 

 کنیم.زیر را بررسی می موارد

𝑓(𝑢𝑛−2  فرض کنید (الف)
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2

2 ) = 0. 

𝑓(𝑢𝑛−3  صورت در این
1 ), 𝑓(𝑢𝑛−3

2 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−4 ابتدا فرض کنید .1
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−4

2 ) =  𝑓تحدید  صورت در این .0

γcr(𝑃2 وزنبا  ′𝐺از  CRDFیک  ′𝐺 به ×  𝑃𝑛) − فرض  حال شود.فرض استقرا حاصل میه از است و لذا نتیج 2

𝑓(𝑢𝑛−4 کنید
1 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−4 )حالت 1

2 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−4اگر  .نیز مشابه است( 1
1 ) = با یـک واحد کاهـش ، آنگاه 2

𝑓(𝑢𝑛−4
1 𝑃2برای  CRDF بـه یــک ( × 𝑃𝑛  بـا وزن کمتـــر ازω(𝑓)  که تناقض است. لذایابیمیمدست ، 

𝑓(𝑢𝑛−4
1 ) = :𝑔 صورت تابعدر این. اما 2 𝑉(𝐺′) → 𝑔(𝑢𝑛−3که به صورت  {0,1,2}

1 ) = 0 ،𝑔(𝑢𝑛−4
1 ) = برای  و 2

𝑣سایر رئوس  ∈ 𝑉(𝐺′)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) شود، یک تعریف میCRDF  از𝐺′ با وزن γcr(𝑃2 ×  𝑃𝑛) − است.  2

 آید.دست می تقرا بهنتیجه از فرض اس بنابراین،

𝑓(𝑢𝑛−2 فرض کنید (ب)
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2و  0

1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2)حالت  .1
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2و  1

1 ) =  نیز مشابه است(. 0

𝑓(𝑢𝑛−3 اگر
1 ) = 𝑢𝑛−3و  0

:𝑔 تابعگاه آن ،دـباش صفر داشته مقدارای با هـهمسای 1 𝑉(𝐺′) →  ۀا ضابطکه ب، {0,1,2}

𝑔(𝑢𝑛−3
1 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈ 𝑉(𝐺′)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝐺′  حداکثر وزنبا 

ω(𝑓) − 𝑓(𝑢𝑛−3 اگر ود.شاز فرض استقرا حاصل میجه و نتی است 2
1 ) = 𝑢𝑛−3و  0

صفر  مقدارای با هیچ همسایه 1

:𝑔 تابعگاه باشد، آن نداشته 𝑉(𝐺′) → 𝑔(𝑢𝑛−4 ۀا ضابطکه ب، {0,1,2}
1 ) = 𝑣برای سایر رئوس و 2 ∈ 𝑉(𝐺′)، 

𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از'G با وزن𝛾𝑐𝑟(𝑃2□𝑃𝑛) − دست  جه بهـه فوق، نتیاست و مشاب 2

𝑓(𝑢𝑛−3 اگر د.ـآیمی
1 ) :𝑔 تابع، آنگاه < 𝑉(𝐺′) → 𝑔(𝑢𝑛−3 ضابطۀا که ب، {0,1,2}

1 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 2 ∈

𝑉(𝐺′)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از'G با وزن γcr(𝑃2 ×  𝑃𝑛) − 2 

 شود.نتیجه حاصل می )الف(و مشابه  است 

𝑓(𝑢𝑛−1 فرض کنید (ج)
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1

2 ) = 1. 

γcr(𝑃2 یک𝑓  چون این صورتدر  × 𝑃𝑛)-لذا است تابع ،𝑓(𝑢𝑛−2
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2

2 ) =                                     دعاا. 0

𝑓(𝑢𝑛−4 کنیممی
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−4

2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−4  کنید رضــلف، فـخ برهانه ــب.  0
2 ) ≥  تابع تورـــص نــایدر  .1

ℎ: 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) → ℎ(𝑢𝑛−2 به صورتکه ، {0,1,2}
1 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 0 ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)، ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) 

𝑃2 از CRDFیک  شود،تعریف می × 𝑃𝑛  با وزن کمتر از𝜔(𝑓) تابع حال باشد.است که یک تناقض می 𝑔: 𝑉(𝐺′) →

𝑔(𝑢𝑛−3 ۀا ضابطکه ب، {0,1,2}
1 ) = 𝑔(𝑢𝑛−3

2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈ 𝑉(𝐺′)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) شود،تعریف می 

γcr(𝑃2با وزن  G'از  CRDFیک  ×  𝑃𝑛) −  شود.مطلوب می ۀاست و این منجر به نتیج 2
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𝑓(𝑢𝑛 فرض کنید .2حالت 
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛و  0

2) = 𝑓(𝑢𝑛)حالت  .1
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛 و  1

2) =  نیز مشابه است(. 0

 گیریم.های زیر را در نظر میحالتزیر

𝑓(𝑢𝑛−1 فرض کنید .1. 2زیرحالت 
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1

2 ) = 0. 

𝑓(𝑢𝑛−2  صورتدر این
1 ), 𝑓(𝑢𝑛−2

2 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−2. اگر  1
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−3ه آنگا، 2

1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−4
1 ) =  تابعو لذا  0

𝑔: 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) → 𝑔(𝑢𝑛−2 ضابطۀا که ب، {0,1,2}
1 ) = 𝑔(𝑢𝑛−3

1 ) = 𝑣برای سایر رئوس و 1 ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)، 

𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝑃2 × 𝑃𝑛  است که با انتخاب𝑓  .در تناقض است 

𝑓(𝑢𝑛−2اگر 
2 ) = :𝑔تابع  ه آنگا ،2 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) → 𝑔(𝑢𝑛−2 ضابطۀا که ب، {0,1,2}

2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈

𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝑃2 × 𝑃𝑛  از کمتربا وزن𝜔(𝑓) ض ـاقــتن یککه  است

𝑓(𝑢𝑛−2 کنیدرض ــف ســن پــت. از ایـاس
1 ), 𝑓(𝑢𝑛−2

2 ) =  کنیم.زیر را بررسی می موارد .1

𝑓(𝑢𝑛−3  فرض کنید (الف)
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−3

2 ) = 0. 

𝑃2از  CRDFیک  𝑓چون  صورت در ایـن × 𝑃𝑛  ،داریماست 𝑓(𝑢𝑛−4
1 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−4 اگر. 1

2 ) =  تابع گاه، آن0

𝑔: 𝑉(𝐺′) → 𝑔(𝑢𝑛−3 ابطۀضا که ب، {0,1,2}
2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈ 𝑉(𝐺′)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) شود،تعریف می 

γcr(𝑃2با وزن  ′𝐺از  CRDFیک  ×  𝑃𝑛) − 𝑓(𝑢𝑛−4ر اگو  است 2
2 ) ≥ :𝑔عبگاه تا، آن0 𝑉(𝐺′) → ا که ب، {0,1,2}

𝑔(𝑢𝑛−4 ضابطۀ
2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 2 ∈ 𝑉(𝐺′)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝐺′  با وزن

γcr(𝑃2 ×  𝑃𝑛) −  شود.مطلوب می ۀکه منجر به نتیج است 2

𝑓(𝑢𝑛−3 فرض کنید (ب)
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−3و  0

2 ) = 1 . 

:𝑔 تابعصورت،  در این 𝑉(𝐺′) → 𝑔(𝑢𝑛−3 ضابطۀا که ب، {0,1,2}
2 ) = 𝑣وس برای سایر رئ و 2 ∈ 𝑉(𝐺′)، 𝑔(𝑣) =

𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝐺′  با وزنγcr(𝑃2 ×  𝑃𝑛) −  آید.دست می وب بهـکران مطل بنابراین،. است 2

𝑓(𝑢𝑛−3 فرض کنید (ج)
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−3و  0

1 ) = 1 . 

:𝑔 تابع ورتص در این 𝑉(𝐺′) → 𝑔(𝑢𝑛−3 ضابطۀا که ب، {0,1,2}
1 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 2 ∈ 𝑉(𝐺′)، 𝑔(𝑣) =

𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝐺′  با وزنγcr(𝑃2 ×  𝑃𝑛) −  ح است.ـجه واضـنتی بنابرایناست.  2

𝑓(𝑢𝑛−3 فرض کنید (د)
1 ), 𝑓(𝑢𝑛−3

2 ) ≥ 1. 

:ℎ تابع صورت در این 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) → ℎ(𝑢𝑛−2 ضابطۀا که ب ،{0,1,2}
2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 0 ∈ 𝑉(𝐺′)، 

ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝑃2 × 𝑃𝑛 تر از مک با وزن𝜔(𝑓) باشد.که یک تناقض می است 

𝑓(𝑢𝑛−1 فرض کنید .2. 2زیرحالت 
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1و  0

1 ) = 1 . 

𝑓(𝑢𝑛−2 . داریم 1. 2مشابه زیرحالت 
1 ), 𝑓(𝑢𝑛−2

2 ) ≤  کنیم.. بنابراین موارد زیر را بررسی می1

𝑓(𝑢𝑛−2  فرض کنید (الف)
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2

2 ) = 0. 

𝑓(𝑢𝑛−3بدیهی است که صورت  در این
2 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−3. اگر 1

1 ) =  با وزن ′𝐺از  CRDFیک  ′𝐺به  𝑓آنگاه تحدید ، 0

γcr(𝑃2 ×  𝑃𝑛) − 𝑓(𝑢𝑛−3ر ـاگود. ـشمیمطلوب  نتیجۀبه  نجرمت که ـاس 2
1 ) ≥ :𝑔 تابع گاهنآ ،1 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) →
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𝑔(𝑢𝑛 ضابطۀا که ب، {0,1,2}
2) = 0 ،𝑔(𝑢𝑛−1

2 ) = 𝑣 برای سایر رئوس و 1 ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣)  تعریف

𝑃2از  CRDFیک  شود،می × 𝑃𝑛 است که با انتخاب 𝑓 .در تناقض است 

𝑓(𝑢𝑛−1 فرض کنید (ب)
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2و  0

1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1یا  1
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2و  1

1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2یا  0
1 ), 𝑓(𝑢𝑛−2

2 ) ≥

 .شودبه تناقض میمنجر ( الف)شده در قسمت  تعریف 𝑔 صورت تابع در این .1

𝑓(𝑢𝑛−1 فرض کنید .3. 2زیرحالت 
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1و  1

1 ) = 0 . 

𝑓(𝑢𝑛−2  فرض کنید (الف)
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2

2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1یا  0
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2و  1

1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1یا  0
2 ) = و  0

𝑓(𝑢𝑛−2
1 ) = :𝑔 تابعصورت  در این. 1 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) → 𝑔(𝑢𝑛 به صورتکه ، {0,1,2}

2) = 0،                       

𝑔(𝑢𝑛−1
1 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF از 𝑃2 × 𝑃𝑛  با

  در تناقض است. 𝑓است که با انتخاب  𝜔(𝑓)وزن 

𝑓(𝑢𝑛−2  کنیدفرض  (ب)
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2

2 ) = 1. 

𝑓(𝑢𝑛−3 ورتــص نـدر ای
2 ) = :𝑔 تابعورت ــص نــر ایــرا در غیــ، زی0 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) →  ضابطۀا که ب، {0,1,2}

𝑔(𝑢𝑛−2
2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 0 ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از                  

𝑃2 × 𝑃𝑛 کمتر از با وزن 𝜔(𝑓) تابع، حالباشد. که یک تناقض می است ℎ: 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) →  ضابطۀا که ب، {0,1,2}

ℎ(𝑢𝑛
2) = 0 ،ℎ(𝑢𝑛−1

1 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)، ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF 

𝑃2از  × 𝑃𝑛 ن با وز𝜔(𝑓) با انتخاب  است𝑓 .در تناقض است 

𝑓(𝑢𝑛−1  کنیدفرض  .0. 2زیرحالت 
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1

2 ) = 1. 

𝑓(𝑢𝑛−2 بـدیـهی اسـت کـهورت ـص نـدر ای
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−3م ــدهییـان مـنش. 0

2 ) =  رضـرهان خلف، فـه بـ. ب0

𝑓(𝑢𝑛−3 کنید
2 ) ≥ :ℎ تابع صورتدر این .1 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) → ℎ(𝑢𝑛−1  ضابطۀا که ب، {0,1,2}

2 ) = برای سایر  و 0

𝑣رئوس  ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)، ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝑃2 × 𝑃𝑛 کمتر با وزن 𝜔(𝑓) که یک  است

𝑓(𝑢𝑛−2م که ــکنیادعا می باشد.تناقض می
1 ) = :ℎ بعتاورت ـص نـای رــرا در غیـزی، 0 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) → {0,1,2} ،

ℎ(𝑢𝑛−1 ضابطۀا که ب
1 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 0 ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)، ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از

𝑃2 × 𝑃𝑛  با وزن𝜔(𝑓)  است که با انتخاب𝑓 .اگر  در تناقض است𝑓(𝑢𝑛−3
1 ) ≥ :𝑔 تابعگاه ، آن1 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) →

𝑔(𝑢𝑛−3 ضابطۀا که ب، {0,1,2}
1 ) = 𝑣برای سایر رئوس و 2 ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف می

CRDF  از𝑃2 × 𝑃𝑛 با وزن γcr(𝑃2 ×  𝑃𝑛) −  شود.مطلوب می ۀکه منجر به نتیج2

𝑓(𝑢𝑛  فرض کنید .3 حالت
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛

2) = 1. 

𝑃2 از CRDFیک  𝑓چون  × 𝑃𝑛  باشیم  است، باید داشته𝑓(𝑢𝑛−1
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1

2 ) = زیر را در نظر  های. زیرحالت.0

 بگیرید.
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𝑓(𝑢𝑛−2 فرض کنید .1. 3 زیرحالت
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2

2 ) = 1. 

𝑓(𝑢𝑛−3 کنیمیمادعا 
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−3

2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−3  کنیدبرهان خلف، فرض  به .0
1 ) ≥  تابعصورت  دراین .1

ℎ: 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) → ℎ(𝑢𝑛−1  ضابطۀا که ب، {0,1,2}
2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 0 ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)، ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) 

𝑃2از  CRDFیک  شود،تعریف می × 𝑃𝑛 از کمتر با وزن 𝜔(𝑓) تابعحال  اشد.بکه یک تناقض می است 

𝑔: 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) → 𝑔(𝑢𝑛−1 ضابطۀا که ب، {0,1,2}
1 ) = 𝑔(𝑢𝑛−1

2 ) = 1 ،𝑔(𝑢𝑛
1 ) = 𝑔(𝑢𝑛

2) = برای سایر  و 1

𝑣رئوس  ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝑃2 × 𝑃𝑛  از کمتر وزنبا 𝜔(𝑓) که  است

 باشد.ض مییک تناق

𝑓(𝑢𝑛−1 فرض کنید .2. 3 زیرحالت
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2و  0

1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1)حالت  1
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2و  1

1 ) = نیز مشابه  0

 است(.

 .شودبه تناقض می منجر 1. 3تعریف شده در زیرحالت  𝑔 تابع نیز صورت در این

𝑓(𝑢𝑛 فرض کنید .0 حالت
2) = 𝑓(𝑢𝑛و  2

1 ) = 𝑓(𝑢𝑛)حالت  0
2) = 𝑓(𝑢𝑛و  0

1 ) =  ایندر  نیز مشابه است(. 2

𝑓(𝑢𝑛−1 صورت
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1

2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2
2 ) = :ℎ ابعت، زیرا در غیر این صورت. 0 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) → که ، {0,1,2}

ℎ(𝑢𝑛  ضابطۀا ب
2) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)،  ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝑃2 × 𝑃𝑛 

:𝑔 تابعحال  باشد.که یک تناقض می است 𝜔(𝑓) از کمتر با وزن 𝑉(𝑃2 ×  𝑃𝑛) →  ضابطۀا که ب، {0,1,2}

𝑔(𝑢𝑛
1) = 𝑔(𝑢𝑛−1

2 ) = 1 ،𝑔(𝑢𝑛
2) = 𝑣برای سایر رئوس  و 0 ∈ 𝑉(𝑃2 × 𝑃𝑛)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) شود،تعریف می 

𝑃2از  CRDFیک  × 𝑃𝑛 از کمتر با وزن 𝜔(𝑓) باشد.که یک تناقض می است 

 کند.برهان را کامل می این  

n به ازای .2 ۀقضی  2،  

γcr(𝑃3 ×  𝑃𝑛) = {
𝑛 𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3)

𝑛 + 1  .در غیر این صورت

𝑉(𝑃3 فرض کنید. برهان ×  𝑃𝑛) = {𝑢𝑖
𝑗
|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ تابع  توان دید کهآسانی می به. {3

 𝑓: 𝑉(𝑃3 × 𝑃𝑛) → 0ه ازای ــب، {0,1,2} ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 𝑓(𝑢𝑖به صورت ، 1
2) = 𝑖برای  1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3) ،𝑓(𝑢𝑖

1) =

𝑖برای  1 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3) ،𝑓(𝑢𝑖
3) = 𝑖برای  1 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3)، 𝑓(𝑢𝑛

2) = 𝑛برای  1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3) ،𝑓(𝑢𝑛
1 ) =

𝑓(𝑢𝑛
3) = 𝑛برای  1 ≡ 0,2 (𝑚𝑜𝑑 3) ،𝑓(𝑢2+3 𝑖

1 ) = 𝑓(𝑢1+3 𝑗
2 ) = 𝑛 بـــه ازایهمچنین و  1 ≡

0,1 (𝑚𝑜𝑑 3)،  𝑓(𝑢𝑛
2) = 𝑥برای سایر رئوس و  1 ∈ 𝑉(𝑃3 × 𝑃𝑛) ،𝑓(𝑥) = یک  𝑓 وضوح به د.ـتعریف کنی 0

CRDF از 𝑃3 × 𝑃𝑛  در نتیجهمطلوب است و با وزن 

γcr(𝑃3 × 𝑃𝑛) ≤ {
𝑛 𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3)

𝑛 + 1 در غیر این صورت  
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 کنیم. ثابت می n طرف عکس نامساوی را به استقرا روی اکنون

𝑛 ه ازایـجه بـنتی = 2. 𝑛د ـفرض کنیآید. یـدست م هـادگی بـس هـب 3 ≥ ′𝑛 رـرای هـجه بـو نتی 4 < 𝑛  برقرار

′𝐺صورت را به ′𝐺گراف باشد.  = 𝑃3 ×  𝑃𝑛 − {𝑢𝑛
1 , 𝑢𝑛

2 , 𝑢𝑛
′𝐺 وضوحبهتعریف کنیــد.  {3 = 𝑃3 ×  𝑃𝑛−1 . فرض کنید

𝑓 = (𝑉0, 𝑉1, 𝑉2)  یکγcr(𝑃3 ×  𝑃𝑛)- کهتابع باشد |𝑉2|  و𝑓(𝑢𝑛
1 ) + 𝑓(𝑢𝑛

2) + 𝑓(𝑢𝑛
حد ممکن کوچک  تا ،(3

∑ .ه کنیم کمیا ادع باشند. 𝑓 (𝑢𝑛
𝑗

)3
𝑗=1 ≤ ∑ به برهان خلف، فرض کنیـد 2 𝑓 (𝑢𝑛

𝑗
)3

𝑗=1 ≥ . اگر 3

∑ 𝑓 (𝑢𝑛
𝑗

)3
𝑗=1 ≥ :𝑔 تابعگاه آن ،4 𝑉(𝑃3 ×  𝑃𝑛) → ا، {0,1,2} 𝑔(𝑢𝑛 ب

1 ) = 𝑔(𝑢𝑛
2) = 𝑔(𝑢𝑛

2) = برای  و 0

𝑣 سایر رئوس ∈ 𝑉(𝑃3 × 𝑃𝑛)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣)، یک CRDF  از𝑃3 × 𝑃𝑛 از کمتر با وزن 𝜔(𝑓) که یک  است

∑ فرض کنید بنابراین باشد.تناقض می 𝑓(𝑢𝑛
𝑗

)3
𝑗=1 = 𝑓(𝑢𝑛ر ــاگ .3

3) = 0  ،𝑓(𝑢𝑛
2) = 𝑓(𝑢𝑛و  2

1) = 1، 

:𝑔 ابعتگاه ــآن 𝑉(𝑃3 ×  𝑃𝑛) → 𝑔(𝑢𝑛 ضابطۀا که ب، {0,1,2}
2) = 𝑔(𝑢𝑛−1

2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈

𝑉(𝑃3 ×  𝑃𝑛)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝑃3 × 𝑃𝑛 نبا وز 𝜔(𝑓) خاببا انت و این است 𝑓  در

𝑓(𝑢𝑛ر ــاگتناقض است. 
3) = 1  ،𝑓(𝑢𝑛

2) = 𝑓(𝑢𝑛 و 0
1 ) = :𝑔 ابعت گاهــآن ،2 𝑉(𝑃3 ×  𝑃𝑛) → ا که ب، {0,1,2}

𝑔(𝑢𝑛 ضابطۀ
1 ) = 𝑣 برای سایر رئوس و 1 ∈ 𝑉(𝑃3 × 𝑃𝑛)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝑃3 × 𝑃𝑛 

𝑓(𝑢𝑛 اگرد. باشکه یک تناقض می است 𝜔(𝑓) کمتر از نبا وز
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛

2) = 𝑓(𝑢𝑛
3) =  ابعت اهـگـآن ،1

𝑔: 𝑉(𝑃3 ×  𝑃𝑛) → 𝑔(𝑢𝑛 ضابطۀ اکه ب، {0,1,2}
2) = 𝑔(𝑢𝑛−1و  0

2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈ 𝑉(𝑃3 × 𝑃𝑛)، 

𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) ک ی شود،تعریف میCRDF  از𝑃3 × 𝑃𝑛 نبا وز 𝜔(𝑓) با انتخاب این لیو است 𝑓  .در تناقض است

∑   بنابراین 𝑓 (𝑢𝑛
𝑗

)3
𝑗=1 ≤ 2. 

 گیریم.زیر را در نظر می هایحالت

∑ فرض کنید .1حالت  𝑓 (𝑢𝑛
𝑗

)3
𝑗=1 = 2. 

𝑓(𝑢𝑛 فرض کنید. 1. 1 حالتزیر
3) = 𝑓(𝑢𝑛و   0

1 ) = 𝑓(𝑢𝑛
2) =  کـه مــشیبا هـتـد داشــایـورت بـص نـر اید .1

𝑓(𝑢𝑛−2
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−3

2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2

3 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1
3 ) = توان با یـــک صورت میزیرا در غیر این0 0

𝑓(𝑢𝑛−1 مقدارواحد کاهش 
2 ه یک تناقــض است. بنـابـــرایــن کآورد دست به  𝜔(𝑓)با وزن کمتر از  CRDF یک ،(

:𝑔 ابعت 𝑉(𝑃3 ×  𝑃𝑛) → 𝑔(𝑢𝑛−1 ضابطۀا که ب، {0,1,2}
2 ) = 𝑔(𝑢𝑛−2

2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈

𝑉(𝑃3 ×  𝑃𝑛)، 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝑃3 × 𝑃𝑛 نبا وز 𝜔(𝑓) با انتخاب و این است 𝑓  در

𝑓(𝑢𝑛−1 کنید فرض، رو از این اقض است.تن
2 ) = :ℎ ابعتورت ــصدر این. 1 𝑉(𝑃3 ×  𝑃𝑛) →  ضابطۀا که ب، {0,1,2}

ℎ(𝑢𝑛−1
2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 2 ∈ 𝑉(𝑃3 × 𝑃𝑛)، ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝑃3 × 𝑃𝑛  با

γcr(𝑃3 نوز ×  𝑃𝑛) −  ــدرض کنیـت فــهایــدر ن. ودــشل میــاصـتقرا حـرض اســجه از فــیـذا نتــو ل است 1

𝑓(𝑢𝑛−1
2 ) = 𝑤 ورت رأســصنـــدر ای. 0 ∈ 𝑁(𝑢𝑛−1

2 ) − {𝑢𝑛
𝑓(𝑤) کهوریــوجود دارد به ط {2 ≥  ابعتو لذا  1

ℎ: 𝑉(𝐺′) → ℎ(𝑤) ضابطۀا که ب، {0,1,2} = 𝑣برای سایر رئوس  و 2 ∈ 𝑉(𝐺′)، ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) شود،تعریف می 

γcr(𝑃3 نبا وز ′𝐺از  CRDFیک  ×  𝑃𝑛) −  .آیددست می و دوباره نتیجه از فرض استقرا به است 1

𝑓(𝑢𝑛 فرض کنید. 2. 1حالت زیر
2) = 𝑓(𝑢𝑛و  0

1 ) = 𝑓(𝑢𝑛
3) = 1. 
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𝑓(𝑢𝑛−1داریم  ،𝑓 تابع فیصورت بنا به تعر در این
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1

3 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1 اگر .0
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2داریم  ، آنگاه0

2 ) ≥

 بنابراین تابع. 1   : ' , ,h V G  01 ℎ(𝑢𝑛−1 ضابطۀا که ب، 2
2 ) = و برای سایر رئوس 1   h v f v  تعریف

γcr(𝑃3با وزن ′𝐺 از CRDF شود، یکمی ×  𝑃𝑛) −  ال فرض کنیدـح .ودـشاست و نتیجه از فرض استقرا حاصل می 1

𝑓(𝑢𝑛−1
2 ) = تابعورت ــصدر این. 1   : ' , ,h V G  01 ℎ(𝑢𝑛−1 ضابطۀا که ب، 2

2 ) = و برای سایر رئوس 2

   h v f v شود، یکتعریف می CRDF از 𝐺′  آن با  وزن کهاستγcr(𝑃3 ×  𝑃𝑛) − است و نتیجه از برابر  1

 .شودیمفرض استقرا حاصل 

𝑓(𝑢𝑛 فرض کنید. 3. 1حالت زیر
2) = 𝑓(𝑢𝑛و  2

1 ) = 𝑓(𝑢𝑛
3) = 0. 

𝑓(𝑢𝑛−1 اگر
2 ) ≥ تابعآنگاه  ،1   : ' , ,h V G  01 ℎ(𝑢𝑛−1 ضابطۀا که ب، 2

2 ) = و برای سایر رئوس 2

   h v f v شود، یکتعریف می CRDF از 𝐺′ با وزنγcr(𝑃3 ×  𝑃𝑛) − است و نتیجه از فرض استقرا حاصل  1

𝑓(𝑢𝑛−1 اگر .ودـشمی
2 ) = 𝑤رأس و به ازای 0 ∈ {𝑢𝑛−1

1 , 𝑢𝑛−1
3 }، 𝑓(𝑤) ≥ کنیم که )توجه می 1

𝑓(𝑢𝑛−1
1 ), 𝑓(𝑢𝑛−3

3 ) ≤ 𝑃3از  نیمممی CRDFیک  𝑓توان دید ین صورت به آسانی می. زیرا در غیر ا1 × 𝑃𝑛 )نیست ،

:ℎ ابعت گاهآن 𝑉(𝐺′) → ℎ(𝑤) ضابطۀا که ب، {0,1,2} = 𝑣برای سایر رئوس  و 2 ∈ 𝑉(𝐺′)،                                         

ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝐺′ نبا وز γcr(𝑃3 ×  𝑃𝑛) − ی فرض استقرا منجر به نتیجه ت واس 1

𝑓(𝑢𝑛−1 اگرشود. مطلوب می
2 ) = 𝑤ی مانند رأس و به ازای 0 ∈ {𝑢𝑛−1

1 , 𝑢𝑛−1
3 }، 𝑓(𝑤) ≥  ابعت گاهآن، 0

ℎ: 𝑉(𝐺′) → ℎ(𝑤) ضابطۀا که ب، {0,1,2} = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈ 𝑉(𝐺′)، ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) شود،تعریف می 

γcr(𝑃3 نبا وز ′𝐺از  CRDFیک  ×  𝑃𝑛) −  آید.دست می و دوباره نتیجه از فرض استقرا به است 1

𝑓(𝑢𝑛 فرض کنید. 0. 1حالت زیر
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛و  2

2) = 𝑓(𝑢𝑛
3) = 0. 

𝑓(𝑢𝑛−1 میباشباید داشته صورت در این
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1

2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2
2 ) = :ℎ عابت بنابراین .0 𝑉(𝐺′) → که ، {0,1,2}

ℎ(𝑢𝑛−1 ضابطۀا ب
1 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈ 𝑉(𝐺′)، ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝐺′ نبا وز 

γcr(𝑃3 ×  𝑃𝑛) −  رسیم.مطلوب می ۀو از فرض استقرا به نتیج است 1

∑ فرض کنید. 2حالت  𝑓 (𝑢𝑛
𝑗

)3
𝑗=1 = 1. 

𝑓(𝑢𝑛 فرض کنید. 1. 2زیرحالت 
1 ) = 𝑓(𝑢𝑛و  1

2) = 𝑓(𝑢𝑛
3) = 0. 

𝑓(𝑢𝑛−1وضوح  صورت بهدر این
3 ) ≥  کنیم.زیر را بررسی می موارد .1

𝑓(𝑢𝑛−1 فرض کنید( الف)
1 ) ≥ 1. 

𝑓(𝑢𝑛−1اگر 
2 ) = γcr(𝑃3با وزن  ′𝐺از  CRDFیک  ′𝐺به  𝑓تحدید  آنگاه، 0 ×  𝑃𝑛) − است و نتیجه از فرض  1

𝑓(𝑢𝑛−1اگر شود. استقرا حاصل می
2 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−2 داریمرومی، -هم گرتابع احاطهبنا به تعریف  ، آنگاه1

1 ) = ادعا . 0

𝑓(𝑢𝑛−2  کنیممی
2 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2

3 ) = 𝑓(𝑢𝑛−2 منظور، ابتدا فرض کنید بدین .0
2 ) ≥  ابعتورت ــصنـدرای، 1

𝑔: 𝑉(𝑃3 ×  𝑃𝑛) → 𝑔(𝑢𝑛 ضابطۀا که ب، {0,1,2}
1 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 0 ∈ 𝑉(𝑃3 × 𝑃𝑛)، ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) 

𝑃3از  CRDFیک  شود،تعریف می × 𝑃𝑛  وزن کمتر از با𝜔(𝑓)  .نیدکرض ـف اکنوناست که یک تناقض است 
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𝑓(𝑢𝑛−2
3 ) ≥ :𝑔 ابعتورت ــصنـدر ای .1 𝑉(𝑃3 ×  𝑃𝑛) → 𝑔(𝑢𝑛 ضابطۀا که ب، {0,1,2}

1 ) = 𝑔(𝑢𝑛−1
3 ) = 0 ،

𝑔(𝑢𝑛
2) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈ 𝑉(𝑃3 × 𝑃𝑛)، ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝑃3 × 𝑃𝑛  با

 .ض استاست که دوباره یک تناق 𝜔(𝑓)وزن کمتر از 

𝑓(𝑢𝑛−1 فرض کنید( ب)
1 ) = 0. 

𝑓(𝑢𝑛−1 ابتدا، فرض کنید
2 ) ≥ γcr(𝑃3 با وزن ′𝐺از  CRDFیک  ′𝐺به  𝑓تحدید  در این صورت. 1 ×  𝑃𝑛) − است  1

𝑓(𝑢𝑛−1 . فرض کنیدحال ود. ـشی مطلوب حاصل میجهـرا نتیـقـرض استــذا از فــو ل
2 ) = با توجه صورت در این 0

𝑓  ،𝑓(𝑢𝑛−2به تعریف تابع 
1 ), 𝑓(𝑢𝑛−2

2 ) ≥ γcr(𝑃3وزن ′𝐺از  CRDFیک  ′𝐺به  𝑓تحدید و  1 ×  𝑃𝑛) − است و  1

 شود.نتیجه از فرض استقرا حاصل می

𝑓(𝑢𝑛 فرض کنید. 2. 2زیرحالت 
2) = 𝑓(𝑢𝑛و  1

1 ) = 𝑓(𝑢𝑛
3) = 0. 

𝑃3از  CRDFیک  ، 𝑓چون  × 𝑃𝑛 لذااست ، 𝑓(𝑢𝑛−1
1 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−1 . یا 1

3 ) ≥ بدون کاستن از کلیت مسأله، فرض  1

𝑓(𝑢𝑛−1کنید 
1 ) ≥  کنیم.حالتهای زیر را بررسی می. 1

𝑓(𝑢𝑛−1 فرض کنید( الف)
2 ), 𝑓(𝑢𝑛−1

3 ) =  با وزن ′𝐺از  CRDFیک  ′𝐺به  𝑓تحدید  در این صورت .0

γcr(𝑃3 ×  𝑃𝑛) −  ود.ـشی مطلوب حاصل میجهـرا نتیـقـرض استــذا از فــل واست  1

𝑓(𝑢𝑛−1فرض کنید  )ب(
3 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−1 . و 1

2 ) =  با وزن ′𝐺از  CRDFیک  ′𝐺به  𝑓تحدید  در این صورت 0

γcr(𝑃3 ×  𝑃𝑛) −  ود.ـشی مطلوب حاصل میجهـرا نتیـقـرض استــذا از فــو لاست  1

𝑓(𝑢𝑛−1د فرض کنی)ج( 
3 ) = 𝑓(𝑢𝑛−1 . و 0

2 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−2اگر 1
1 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−2و  1

3 ) ≥  ابعت، آنگاه 1

𝑔: 𝑉(𝑃3 ×  𝑃𝑛) → 𝑔(𝑢𝑛−1 ضابطۀا که ب، {0,1,2}
2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 0 ∈ 𝑉(𝑃3 × 𝑃𝑛)،                        

ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝑃3 × 𝑃𝑛  با وزن کمتر از𝜔(𝑓) .است که یک تناقض است 

𝑓(𝑢𝑛−2اگر 
1 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−2و  1

3 ) = :ℎ ابعتگاه ، آن0 𝑉(𝐺′) → ℎ(𝑢𝑛−1 ضابطۀا که ب، {0,1,2}
3 ) = 1 ،

ℎ(𝑢𝑛−1
2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 0 ∈ 𝑉(𝐺′)، ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝐺′ نبا وز 

γcr(𝑃3 ×  𝑃𝑛) −  آید.دست می و دوباره نتیجه از فرض استقرا به است 1

𝑓(𝑢𝑛−1فرض کنید ( د)
3 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−1 .و  1

2 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−2اگر 1
1 ), 𝑓(𝑢𝑛−2

3 ) = یک  ′𝐺به  𝑓تحدید گاه ، آن0

CRDF  از𝐺′ با وزن γcr(𝑃3 ×  𝑃𝑛) − فرض  ود.ـشی مطلوب حاصل میجهـرا نتیـقـرض استــذا از فــو لاست  1

𝑓(𝑢𝑛−2کنید 
3 ) ≥ 𝑓(𝑢𝑛−2)حالت  1

3 ) ≥ :𝑔 ابعتمشابه است(. در این صورت  1 𝑉(𝑃3 ×  𝑃𝑛) → ا که ب، {0,1,2}

𝑔(𝑢𝑛−1 ضابطۀ
1 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 0 ∈ 𝑉(𝑃3 × 𝑃𝑛)، ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝑃3 × 𝑃𝑛 

 است که یک تناقض است. 𝜔(𝑓)با وزن کمتر از 

∑ فرض کنید. 3حالت 𝑓 (𝑢𝑛
𝑗

)3
𝑗=1 = 0. 

𝑗به ازای  در این حالت = 𝑓(𝑢𝑛−1  داریم 1,2,3
𝑗

) ≥  گیریم.های زیر را در نظر میزیرحالت 1
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𝑓(𝑢𝑛−1 فرض کنید. 1. 3زیرحالت 
2 ) = 1 . 

:𝑔 ابعتصورت ایندر  𝑉(𝐺′) → 𝑔(𝑢𝑛−1 ضابطۀا که ب، {0,1,2}
2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 0 ∈ 𝑉(𝐺′)، 𝑔(𝑣) =

𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝐺′ نبا وز γcr(𝑃3 ×  𝑃𝑛) −  آید.دست می و نتیجه از فرض استقرا به است 1

𝑓(𝑢𝑛−1 فرض کنید. 2. 3زیرحالت 
2 ) = 2.  

:𝑔 ابعتصورت در این 𝑉(𝐺′) → 𝑔(𝑢𝑛−1 ضابطۀا که ب، {0,1,2}
2 ) = 𝑣برای سایر رئوس  و 1 ∈ 𝑉(𝐺′)، 𝑔(𝑣) =

𝑓(𝑣) یک  شود،تعریف میCRDF  از𝐺′ نبا وز γcr(𝑃3 ×  𝑃𝑛) −  آید.دست می و نتیجه از فرض استقرا به است 1

 کند.این برهان را کامل می
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