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 یابی مختلط پایداری عددی در مجموع

‌

 *حسن‌مجیدیان

‌ای‌رشته‌،‌گروه‌مطالعات‌میاننگاری‌دانشنامه‌ۀپژوهشگاه‌علوم‌انسانی‌و‌مطالعات‌فرهنگی،‌پژوهشکد

‌پناه‌مدینه‌فیروزی،‌امجد‌علی

 دانشکده‌علوم‌پایه،‌گروه‌ریاضیدانشگاه‌کردستان،‌

‌28/18/78پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌25/17/77دریافت‌‌‌

 چکیده
های‌بامعنی‌در‌محاسبۀ‌‌رفتن‌رقم‌عددهای‌حالت‌طبیعی‌و‌عملی،‌که‌محکی‌برای‌میزان‌خطای‌ناشی‌از‌پدیدۀ‌ازدست

شود‌که‌اگر‌‌ثابت‌می.‌دنشو‌آنها‌بررسی‌می‌رابطه‌بین‌این‌دو‌عدد‌و‌اندازه.‌شوند‌مجموع‌عددهای‌مختلط‌است،‌معرفی‌می

اگر‌عدد‌حالت‌طبیعی‌بزرگ‌باشد،‌عدد‌حالت‌؛‌و‌عملی‌کوچک‌باشد،‌عدد‌حالت‌طبیعی‌نیز‌کوچک‌خواهد‌بودعدد‌حالت‌

‌بود ‌بزرگ‌خواهد ‌عملی‌نیز ‌می. ‌حالت‌عملی‌برای‌مجموع‌نشان‌داده ‌عدد ‌که ‌یکی‌از‌‌شود ‌همگی‌در یابی‌عددهایی‌که

چنین‌یک‌کران‌بالا‌برای‌عدد‌حالت‌طبیعی،‌وقتی‌عددها‌در‌یک‌قطاع‌‌هم.‌مختلط‌قرار‌دارند،‌برابر‌یک‌استهای‌صفحه‌‌ربع

‌.شود‌قرار‌دارند،‌ارائه‌می‌   تر‌از‌‌با‌زاویه‌نابیش

 

 .بامعنی‌های‌رقم‌رفتن‌یابی‌مختلط،‌عدد‌حالت،‌پایداری‌عددی،‌ازدست‌مجموع‌:های کلیدی واژه

 

 مقدمه
تواند‌به‌خطای‌محاسباتی‌غیرقابل‌پذیرشی‌‌در‌تفریق‌اعداد‌تقریبی‌نزدیک‌به‌هم،‌می‌0های‌بامعنی‌رقمرفتن‌‌ازدست

نسبی‌ با‌خطاهای‌ و‌‌ ترتیب،‌‌های‌دو‌عدد،‌به‌تقریب‌          و‌‌          فرض‌کنید‌.‌منجر‌شود

‌صورت‌دراین.‌باشند‌    و‌‌    

 
             

   
   

       

   
  

       

     
                

ها،‌کران‌بالایی‌برای‌خطای‌‌ترین‌خطای‌نسبی‌داده‌در‌بزرگ‌                 ضرب‌عبارت‌‌یعنی‌حاصل

دو‌عدد‌با‌‌ و‌‌ مثلاً‌اگر‌.‌منزله‌عدد‌حالت‌مجموع‌درنظر‌گرفت‌توان‌به‌را‌می‌   بنابراین‌عدد‌.‌نسبی‌مجموع‌است

نتیجه‌امکان‌زیاد‌‌تواند‌خیلی‌بزرگ‌شود‌و‌در‌می‌ گاه‌‌ی‌بسیار‌نزدیک‌به‌هم‌باشند،‌آنها‌های‌متفاوت‌و‌اندازه‌علامت

‌.های‌بامعنی‌در‌تفریق‌است‌رفتن‌رقم‌دست‌این‌همان‌پدیده‌از.‌شدن‌خطای‌نسبی‌مجموع‌فراهم‌شود

‌می ‌عدد‌حقیقی‌تعمیم‌داد‌مطلب‌بالا‌را ‌دو ‌توان‌برای‌مجموع‌بیش‌از ‌محاسبۀ‌مجمو‌به. ع‌عددهای‌طورکلی‌در

   حقیقی‌
 
‌[:2]‌شود‌صورت‌تعریف‌می‌‌دین،‌عدد‌حالت‌ب   

    
     

 
    

    
 
    

                                                                             (0)  

                                                           
 ‌‌‌‌‌‌h.majidian@ihcs.ac.irنویسنده مسئول*

1. Cancellation 

mailto:h.majidian@ihcs.ac.ir
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

و‌اگر‌عدد‌حالت‌‌استتر‌‌تر‌باشد،‌میزان‌خطای‌نسبی‌مجموع‌کم‌نزدیک‌ به‌‌ قدر‌‌هرچه.‌   بدیهی‌است‌که‌

های‌بامعنی،‌جمع‌‌رفتن‌رقم‌دست‌یک‌راه‌برای‌کاهش‌خطای‌ناشی‌از‌پدیدۀ‌از.‌زیاد‌باشد«‌تواند‌می»بزرگ‌باشد،‌خطا‌

 [.6]،‌[2]‌ترتیب‌نزولی‌است‌کردن‌عددها‌به

‌گیری‌با‌توجه‌به‌همین‌تعریف‌از‌عدد‌حالت‌است‌که‌قاعدۀ‌انتگرال

       
 

 
              

                                                             (2)  

ها‌مثبت‌باشند‌و‌تابع‌نیز‌در‌بازۀ‌‌مثلاً‌اگر‌همۀ‌وزن.‌علامت‌باشند‌همگی‌هم‌    های‌‌شود‌هرگاه‌وزن‌خوانده‌می‌پایدار

‌گاه‌گیری‌تغییر‌علامت‌ندهد،‌آن‌انتگرال

  
                

   

               
    

 
               

   

      
 
           

    

   طور‌طبیعی‌به‌مجموع‌مختلط‌‌توان‌به‌این‌تعریف‌از‌عدد‌حالتِ‌یک‌مجموع‌را‌می
 
‌:نیز‌تعمیم‌داد‌   

     
     

 
   

    
 
    

                                                                   (3)  

‌ر)مطرح‌شده‌است‌‌"تعمیم‌عدد‌حالت‌حقیقی"عنوان‌‌به(‌3)‌تر‌پیش عدد‌"ولی‌ما‌از‌عنوان‌(.‌[2]،‌[0]‌.ک.مثلاً

‌شود‌نیز‌مطرح‌می‌"عدد‌حالت‌عملی"کنیم‌چون‌در‌مقابل‌آن‌‌استفاده‌می‌    و‌نماد‌‌"حالت‌طبیعی جاکه‌‌از‌آن.

‌به‌مجموع‌عددهای‌مختلط‌با‌مجموع‌مجزای‌قسمت آید،‌در‌عمل‌با‌عدد‌حالت‌‌دست‌می‌های‌حقیقی‌و‌موهومی‌آنها

‌:مواجه‌هستیم(‌0)

         
     

 
   

     
 
    

 
     

 
   

     
 
    

                                                  (0)  

خطاهای‌نسبی‌در‌دو‌‌بیشینۀتوجه‌کنید‌که‌.‌هستند‌  ‌های‌حقیقی‌و‌موهومی‌قسمتترتیب،‌‌،‌به  و‌‌  که‌در‌آن‌

    مجموع‌
 
    و‌‌   

 
   مجموع‌مختلط‌محکی‌برای‌دقت‌در‌محاسبه‌‌   

 
عدد‌حالت‌این‌محک‌‌    است‌و‌‌   

   عدد‌حالت‌خطای‌نسبی‌خود‌مجموع‌‌    که‌‌است‌درصورتی
 
چنین‌نمادهای‌‌د‌حالت‌عملی‌و‌هممفهوم‌عد.‌است‌   

‌.اند‌جا‌معرفی‌شده‌بار‌در‌این‌برای‌نخستین‌    و‌‌    

،‌[0]،‌[3].‌ک.مثلاً‌ن)است‌‌بررسی‌شدهطور‌مفصل‌‌یابی‌حقیقی‌به‌های‌بامعنی‌در‌مجموع‌رفتن‌رقم‌دست‌مسئله‌از

[5]‌ ،[7]‌ ،[7]‌ ،[01]‌ ،[00]‌ ‌مجموع(. ‌مورد ‌اخیر‌در ‌مقاله ‌مختلط، ‌یک‌‌[0]‌یابی ‌طبیعی ‌حالت ‌عدد ‌بررسی به

-کوشی‌های‌یک‌تابع‌تحلیلی‌برپایه‌فرمول‌یابی‌خاص‌پرداخته‌است‌که‌درواقع‌فرمولی‌برای‌محاسبه‌مشتق‌مجموع

‌.گورسا‌است

‌برای‌نخستین ها‌در‌صفحه‌   تعریف‌شده‌و‌با‌توجه‌به‌موقعیت‌‌     و‌‌    بار،‌عددهای‌حالت‌‌در‌این‌مقاله،

‌.قطاع‌و‌قطاع‌قائم‌نیاز‌است-           تعریف‌یک‌‌برای‌این‌کار‌به.‌دنشو‌بررسی‌میام‌طور‌ع‌مختلط،‌به

.‌      گاه‌‌های‌صفحه‌مختلط‌واقع‌شوند،‌آن‌ها‌همگی‌در‌یکی‌از‌ربع   شود‌که‌اگر‌نشان‌داده‌می‌سادگی‌‌به

تری‌خواهد‌‌کران‌کوچک‌    تر‌باشد،‌‌گیرد‌کوچک‌می‌ها‌را‌دربر   دهیم‌که‌هر‌چه‌زاویه‌قطاعی‌که‌‌سپس‌نشان‌می

‌    طور‌خاص،‌یک‌کران‌کوچک‌برای‌‌به.‌تواند‌بسیار‌بزرگ‌شود‌تر،‌این‌عدد‌می‌بزرگ‌ۀهای‌با‌زاوی‌و‌برای‌قطاع‌شتدا

ا‌ها‌همگی‌در‌قطاعی‌ب   کنیم‌که‌اگر‌تر‌ثابت‌می‌بیان‌دقیق‌به.‌شود‌ها‌در‌هر‌قطاع‌قائمی‌قرار‌دارند،‌ارائه‌می   وقتی

‌.            گاه‌باشند،‌آن‌     زاویه‌

‌به ‌این‌مقاله ‌است‌این‌صورت‌سازمان‌ادامه‌مطالب‌در ‌دهی‌شده ‌مفهوم. ‌تعریف‌بخش‌دوم، ‌و ‌را‌ها ‌نیاز ‌های‌مورد

‌    در‌بخش‌سوم،‌ارتباط‌بین‌.‌شود‌طور‌خاص‌معرفی‌می‌قطاع‌به-           در‌این‌بخش‌مفهوم‌یک‌.‌دربردارد

‌ ‌چندشود‌میحالت‌کلی‌بررسی‌‌در     و ‌با ‌درواقع ‌می‌؛ ‌مقایسه‌مثال‌نشان‌داده ‌رابطه ‌عدد ‌این‌دو ‌که ای‌با‌‌شود



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌933یابی‌مختلط‌پایداری‌عددی‌در‌مجموع

‌ندارند‌یک ‌دیگر ‌وابستگی. ‌اثبات‌می‌ولی ‌که ‌دارد ‌وجود ‌دو ‌آن ‌اندازه ‌بین ‌شوند‌هایی ‌درباره‌‌نتیجه. ‌مقاله های‌اصلی

‌.گیری‌اختصاص‌دارد‌نیز‌به‌نتیجهبخش‌پایانی‌.‌آیند‌در‌بخش‌چهارم‌می‌     و‌‌    های‌‌کران

‌

 نیازها پیش
.‌پردازیم‌اساسی‌هستند‌می‌     و‌‌    قطاع‌و‌قطاع‌قائم‌که‌در‌مطالعه‌-           در‌این‌بخش‌به‌تعریف‌

‌.دهیم‌نشان‌می‌ در‌سراسر‌مقاله‌یکه‌موهومی‌را‌با‌نماد‌

نشان‌‌            ‌که‌با‌نماد‌قطاع،-           ‌صورت‌دراین.‌              فرض‌کنید‌. 3تعریف 

‌:شود‌صورت‌تعریف‌می‌‌دینای‌از‌عددها‌در‌صفحه‌مختلط‌است‌که‌ب‌شود،‌مجموعه‌داده‌می

‌،           اگر‌

                                       

‌،           و‌اگر‌

                                              
اگر‌‌            ‌و‌           ‌اگر‌         ‌با‌است‌برابر‌            ‌قطاع‌ۀزاوی

           .‌

       واقع‌اگر‌‌در
       و‌‌

،‌(0شکل‌)کنند‌‌‌کران‌افراز‌می‌،‌دو‌شعاع‌باشند،‌صفحه‌مختلط‌را‌به‌دوناحیه‌بی   ،‌

بین‌دو‌شعاع‌‌ تر‌از‌‌نابیش‌ۀقطاع‌نیز‌زاوی‌ۀزاوی.‌است‌که‌در‌بالا‌تعریف‌شدقطاع‌-           تر‌همان‌‌کوچک‌ۀناحی

‌.است

‌
       های  شعاع وسیلۀ بهرنگ و پررنگ جدا شده  خاکستری کم( کران بی) ۀدو ناحی. 3شکل 

       و  
 ۀناحی. 

 .دهد را نشان می             رنگ مجموعه  کم

‌.خوانیم‌می‌قائمرا‌‌   ‌ۀقطاع‌با‌زاوی‌.۲تعریف 

‌.کنند‌عنوان‌مثال،‌محورهای‌حقیقی‌و‌موهومی،‌صفحه‌مختلط‌را‌به‌چهار‌قطاع‌قائم‌تقسیم‌می‌به

‌

      و      ارتباط بین 
دهیم‌‌ولی‌ابتدا‌با‌ارائه‌چند‌مثال،‌نشان‌می.‌کنیم‌را‌ثابت‌می‌     و‌‌    هایی‌بین‌اندازه‌‌در‌این‌بخش،‌وابستگی

‌.ای‌وجود‌ندارد‌که‌بین‌این‌دو‌عدد‌هیچ‌رابطه‌مقایسه

 صورت‌دراین.‌         و‌‌      فرض‌کنید‌. 3مثال 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

                              

‌بنابر‌تعریف‌داریم

     
      

   
       

‌از‌طرفی

          
     

 
   

    
 
    

 
     

 
   

    
 
    

      
        

     
 
        

     
 

               
‌.         بنابراین‌

 صورت‌دراین.‌    و‌‌      فرض‌کنید‌. ۲مثال 

                         

 بنابر‌تعریف‌داریم

     
   

   
     

‌از‌طرفی

          
     

 
   

    
 
    

 
     

 
   

    
 
    

      
       

     
 
        

     
 

             
‌.         پس‌

‌صورت‌دراین.‌         فرض‌کنید‌. 9مثال 

                          

‌بنابر‌تعریف‌داریم

     
     

   
    

‌از‌طرفی

          
     

 
   

    
 
    

 
     

 
   

    
 
    

      
       

     
 
       

     
             

‌.         پس‌

با‌این‌حال‌نتیجه‌.‌ای‌وجود‌ندارد‌هیچ‌رابطه‌مقایسه‌     و‌‌    توان‌گفت‌بین‌‌می‌3-0های‌‌بنابراین،‌باتوجه‌به‌مثال

‌.آید‌دست‌می‌هایی‌بین‌اندازه‌این‌دو‌عدد‌به‌زیر‌برقرار‌است‌که‌از‌آن،‌وابستگی

‌‌گاه‌آن،‌       ،‌         اگر‌‌.3قضیه 

  

 
    

     
 
   

    
 
    

 
     

 
   

    
 
    

       
     

 
   

    
 
    

 
     

 
   

    
 
    

                        (5)  

‌داریم‌:برهان

    
 
    

 
     

 
    

 
     

 
    

 
          

 
    

 
     

 
    

 
               (6)  

‌از‌طرفی

    
    

  
   

  
        

 
                

    
  

   
  

        
 
                          (7)  



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌939یابی‌مختلط‌پایداری‌عددی‌در‌مجموع

 شود‌نتیجه‌می(‌7)و‌(‌6)از‌

     
    

    
  

    
   

     
 
    

 
     

 
    

 
 
   

   
    

    
  

    
   

          
 
         

 
     

 
  

 
    

     
 
   

    
 
    

 
     

 
   

    
 
    

   

‌ی‌مثلثی‌نیز‌از‌نابرابر((‌5)نابرابری‌سمت‌راست‌)قسمت‌دوم‌

       
   

           

‌:آید‌دست‌می‌های‌زیر‌به‌و‌نابرابری

    

 

   

 

 

     

 

   

 

 

     

 

   

 

 

             

 

   

 

 

     

 

   

 

 

     

 

   

 

 

   

‌.ایم‌ردهها،‌از‌آوردن‌آنها‌خودداری‌ک‌دلیل‌ساده‌بودن‌برهان‌به.‌آیند‌دست‌می‌های‌زیر‌به‌نتیجه(‌5)‌ۀاز‌رابط

‌.       گاه‌‌،‌آن      اگر‌‌.3 ۀنتیج

عکس‌.‌استگاه‌عدد‌حالت‌طبیعی‌نیز‌کوچک‌‌دهد‌که‌اگر‌عدد‌حالت‌عملی‌کوچک‌باشد،‌آن‌اخیر‌نشان‌می‌ۀگزار

‌   ،‌به‌ازای‌       و‌‌            مثلاً‌برای‌دو‌عدد‌.‌این‌مطلب‌درحالت‌کلی‌درست‌نیست

‌ولی.‌تواند‌خیلی‌بزرگ‌باشد‌که‌می‌      بسیار‌کوچک،‌عدد‌حالت‌عملی‌برابر‌است‌با‌

     
            

     
     

‌.   وقتی‌

‌.        گاه‌‌،‌آن      اگر‌‌.۲ ۀنتیج

که‌‌چنان.‌استگاه‌عدد‌حالت‌عملی‌نیز‌بزرگ‌‌دهد‌که‌اگر‌عدد‌حالت‌طبیعی‌بزرگ‌باشد،‌آن‌اخیر‌نشان‌می‌ۀگزار

‌.دیدیم،‌عکس‌این‌مطلب‌درحالت‌کلی‌درست‌نیست(‌‌0ۀذیل‌نتیج)در‌مثال‌اخیر‌

‌.      ‌گاه‌ها‌همگی‌در‌یک‌ربع‌صفحۀ‌مختلط‌واقع‌شوند،‌آن  اگر‌‌.9 ۀنتیج

‌.مقایسه‌است‌در‌مورد‌عدد‌حالت‌عملی،‌قابل‌0بدیهی‌‌ۀاین‌نتیجه‌با‌گزار

‌.      ‌گاه‌واقع‌شوند،‌آنها‌همگی‌در‌یک‌ربع‌صفحۀ‌مختلط‌  اگر‌‌.3ۀ گزار

بنابراین‌تعمیمی‌.‌دهیم‌گیرند،‌ارائه‌می‌ها‌همگی‌در‌یک‌قطاع‌قائم‌قرار‌می  وقتی‌‌    در‌بخش‌بعد،‌کرانی‌برای‌

‌.داریم‌3از‌نتیجه‌

 هایی برای اندازه عدد حالت طبیعی محک
‌فرم‌قطبی‌عددهای‌مختلط،

      
                    

‌بنابه‌فرمول‌اویلر‌داریم.‌درنظر‌بگیریدرا‌
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‌نتیجه‌در

    
  

    
 
    

 

     
 
         

 
       

 
         

  
    

 
    

 

 
                     (7)  

‌که‌در‌آن
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‌7)ۀرابط ‌نشان‌می  ازای‌‌به‌          نقش‌( ‌دهد‌های‌ثابت‌را ‌زاوی. ‌ثابت‌باشند، ‌طول‌عددها ‌ۀیعنی‌اگر

‌دربرمی ‌را ‌آنها ‌حالت‌طبیعی‌نقش‌کلیدی‌بازی‌می‌قطاعی‌که ‌عدد ‌مقدار ‌در ‌کند‌گیرد ‌زاویه‌قطاع‌کوچک. تر‌‌هرچه

‌تر‌نزدیکخود‌‌بیشینۀبه‌‌ و‌درنتیجه‌‌استتر‌‌نزدیک‌ ،‌به‌(   با‌)‌ و‌‌ ازای‌هر‌‌،‌به          باشد،‌مقدار‌

‌نتیجه‌،‌و‌در            قطاع‌به‌صفر‌میل‌کند،‌‌ۀنهایت‌اگر‌زاوی‌در.‌شود‌تر‌می‌کوچک‌    شود‌و‌‌می

     
   

 
   

    
           

 
    

   
 

   
 
   

    
 
    

    

      فرض‌کنید‌.‌توان‌نشان‌داد‌طور‌مستقیم‌نیز‌می‌مطلب‌اخیر‌را‌به
‌صورت‌این‌در.‌        ازای‌،‌به  

     
   

 
   

       
 
    

    

‌،   ‌‌در‌حالت‌ساده

     
    

                   

تر‌‌کم‌ ،‌مقدار‌(ثابت‌  و‌‌  برای‌)تر‌باشد‌‌نزدیک‌  وابسته‌است‌که‌هر‌چه‌به‌‌          به‌عدد‌‌ مقدار‌

‌.آوریم‌دست‌می‌،‌در‌این‌حالت‌خاص‌به    هایی‌را‌درباره‌‌در‌ادامه،‌گزاره.‌شود‌می

 صورت‌دراین.‌باشد‌ ،‌برابر‌با‌  و‌‌  دهد‌که‌زاویۀ‌بین‌‌،‌یعنی‌بدترین‌عدد‌حالت،‌زمانی‌رخ‌می ترین‌مقدار‌‌کم

    
  

  
    

       

  
    

       
                                                           (01)  

چنان‌وجود‌‌   ،‌یعنی‌است‌  بالاخره‌ضریبی‌از‌‌  مقدار‌.‌را‌با‌هم‌مقایسه‌کنیم‌  و‌‌  حال‌کافی‌است‌مقادیر‌

‌:شود‌میصورت‌ساده‌‌‌دینب(‌01)‌ۀنتیجه‌رابط‌در.‌      دارد‌که‌

    
  

      

      
  

‌:گیریم‌درنظر‌می‌ سه‌رفتار‌مجانبی‌را‌برای‌

 گاه‌‌نسبت‌به‌مبدا‌میل‌کند،‌آن‌  به‌قرینه‌‌  ،‌یعنی‌   اگر‌      .‌

 گاه‌‌خیلی‌کوچک‌باشد،‌آن‌  درقیاس‌با‌‌  ،‌یعنی‌طول‌   اگر‌      .‌

 گاه‌‌خیلی‌بزرگ‌باشد،‌آن‌  درقیاس‌با‌‌  ،‌یعنی‌طول‌   اگر‌      .‌

‌گاه‌قائمه‌باشد،‌آن‌  و‌‌  اگر‌زاویۀ‌بین‌

    
  

       
 

  
    

   

‌نتیجه‌در

    
  

      

    
   

  

    
    

های‌  توان‌کرانی‌برای‌عدد‌حالت‌طبیعی‌مربوط‌به‌‌،‌می[8]مرجع‌‌3.‌6،‌با‌تغییری‌در‌لم   حالت‌کلی‌‌در

‌.دست‌آورد‌تر‌به‌قطاع‌قائم‌یا‌کوچکواقع‌در‌یک‌

‌صورت‌دراین.‌قرار‌گرفته‌باشند‌   تر‌از‌‌نابیش‌ با‌زاویه‌‌            در‌قطاع‌‌       فرض‌کنید‌‌.۲ ۀقضی
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      ‌قطبی‌صورت‌:برهان
‌            ‌درون‌عددی‌شناسه  ‌اگر‌.بگیرید‌نظر‌در‌را‌،       ‌ازایبه‌،   

‌در‌نتیجه.‌       ،‌برای‌هر‌           گاه‌‌باشد،‌آن

    
 
             

 
          

        
                 

                           (00)  

‌و‌داریم‌           گاه‌طبق‌تعریف‌‌،‌آن           اگر‌

            
    

                                                        (02)  

‌           که‌در‌آن‌ ‌برابری‌. ‌ۀکمین‌رو،‌ازایناست‌‌     روی‌‌  ،‌تابعی‌مقعر‌از‌(02)عبارت‌سمت‌راستِ

‌بنابراین.‌گیرد‌های‌انتهایی‌آن‌می‌خود‌را‌در‌یکی‌از‌نقطه

                                                                         (03)  

‌انتگرال ‌00)گیری‌از‌دوطرف‌نابرابری‌‌با ‌توجه‌به‌           روی‌‌ برحسب‌( ‌با ‌و ،(02‌ )‌ ‌نتیجه‌حاصل‌(03)و ،

‌.شود‌می

‌و‌داریم‌              گاه‌طبق‌تعریف‌‌،‌آن           طور‌مشابه‌اگر‌‌به

  
    

  
  

 

                                                            (00)  

‌برابری‌.‌           که‌در‌آن‌ ،‌تابعی‌مقعر‌                    روی‌(00)عبارت‌سمت‌راستِ

‌بنابراین.‌گیرد‌های‌انتهایی‌آن‌می‌خود‌را‌در‌یکی‌از‌نقطه‌کمینۀ‌رو،‌از‌این.‌         است،‌که‌در‌آن‌‌  از‌

                                                                         (05)  

‌ۀ،‌نتیج(05)و‌(‌00)،‌و‌با‌توجه‌به‌                  روی‌‌ برحسب‌(‌00)گیری‌از‌دوطرف‌نابرابری‌‌با‌انتگرال

 ‌.شود‌حاصل‌می

‌یابی‌عددهایی‌که‌در‌یک‌قطاع‌قائم‌قرار‌دارند،‌داریم‌برای‌مجموع‌.3 ۀنتیج

     
 

 
  

 

 گیری نتیجه
نشان‌دادیم‌که‌مقدار‌زاویه‌قطاعی‌.‌یابی‌مختلط‌تعریف‌شدند‌در‌این‌مقاله‌عدد‌حالت‌طبیعی‌و‌عملی‌برای‌مجموع

تر،‌عدد‌حالت‌طبیعی‌‌هرچه‌مقدار‌زاویه‌کم:‌طبیعی‌نقش‌کلیدی‌داردگیرد،‌در‌اندازه‌عدد‌حالت‌‌که‌عددها‌را‌دربرمی

‌تر‌کوچک ‌زاویه. ‌یک‌کران‌بالا‌برای‌عدد‌حالت‌‌   تر‌از‌‌ای‌کم‌در‌حالت‌خاص‌اگر‌قطاع‌قائم‌باشد‌یا داشته‌باشد،

های‌صفحه‌مختلط‌‌در‌واقع‌اگر‌عددها‌در‌یکی‌از‌ربع.‌تر‌است‌عدد‌حالت‌عملی‌بسیار‌ساده‌بررسی.‌طبیعی‌ارائه‌کردیم

دست‌‌هایی‌به‌رابطه‌بین‌عدد‌حالت‌طبیعی‌و‌عملی‌نیز‌نتیجه‌بارۀ‌در.‌خواهد‌بود‌ قرار‌گیرند،‌عدد‌حالت‌عملی‌برابر‌

‌آمد ‌ای‌وجود‌ندارد‌نشان‌دادیم‌که‌بین‌این‌دو‌عدد‌هیچ‌رابطه‌مقایسه. عملی‌چنین‌ثابت‌کردیم‌اگر‌عدد‌حالت‌‌هم.

گاه‌عدد‌حالت‌عملی‌‌اگر‌عدد‌حالت‌طبیعی‌بزرگ‌باشد،‌آنو‌‌است،ی‌نیز‌کوچک‌گاه‌عدد‌حالت‌طبیع‌کوچک‌باشد،‌آن
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