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توسیع مرکزی جامع برای سوپرجبر لی حاصل از ضرب تنسوری یک 

 جایی و یک سوچرجبر لی هپذیر جاب جبر شرکت
 

 زاده‌ملیحه‌یوسف

 ‌گروه‌ریاضی‌،انشگاه‌اصفهاند

‌10/13/70پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌11/15/77دریافت‌‌‌

 چکیده
 ‌‌ ‌توسیع‌نمایشبررسی ‌به‌های ‌لی ‌سوپرجبرهای ‌مرکزی ‌‌های ‌در ‌سیستم‌بررسیعلت‌کاربردشان ‌فیزیکی‌‌رفتار های

‌علاق ‌مورد ‌‌ریاضی‌ۀهمواره ‌و ‌است‌فیزیک‌چنین‌همدانان ‌بوده ‌دانان ‌دست. ‌راستا ‌این ‌توسیع‌در ‌به ‌مرکزی‌‌یابی های

.‌های‌مرکزی‌جامع‌برای‌سوپرجبرهای‌لی‌است‌افتن‌توسیعسوپرجبرهای‌لی‌بسیار‌مهم‌است‌و‌اولین‌سوال‌در‌این‌زمینه،‌ی

و‌یک‌جبر‌لی‌با‌بعد‌‌ دار‌‌جایی‌یک‌هپذیر‌جاب‌ازای‌یک‌جبر‌شرکت‌،‌به      توسیع‌مرکزی‌جامع‌جبرهای‌‌بررسی

یک‌‌ ،‌برای‌حالتی‌که‌ ،‌توسیع‌مرکزی‌جامع‌برای‌1111پس‌از‌آن‌در‌سال.‌انجام‌گرفت‌1700،‌در‌سال‌ متناهی‌ساده‌

‌پایه ‌کلاسیک ‌متناهی ‌بعد ‌لی ‌‌سوپرجبر ‌است، ‌شد‌بررسیای ‌از‌. ‌کلاسی ‌برای ‌را ‌جامع ‌مرکزی ‌توسیع ‌مقاله ‌این در

روش‌.‌جبرهایی‌که‌در‌بالا‌به‌آن‌اشاره‌شد‌را‌در‌بر‌دارد(سوپر)کنیم؛‌این‌کلاس،‌‌می‌بررسی‌   سوپرجبرهای‌به‌فرم‌

 .دهد‌ها‌را‌پوشش‌می‌علاوه‌نتایج‌آن‌های‌قبلی‌است‌و‌به‌اوت‌از‌روشکار‌گرفته‌شده‌در‌این‌مقاله،‌کاملاً‌متف‌به

‌

‌دور،‌توسیع‌مرکزی‌جامع‌سوپرجبرهای‌جریانی،‌توسیع‌مرکزی،‌دوهم:‌های‌کلیدی‌واژه

 

 مقدمه

نام‌توسیع‌‌مفهومی‌به‌بررسی‌چنین‌همنمایش‌جبرها‌و‌‌بررسیدر‌تحقیقات‌مرتبط‌با‌جبرها‌و‌سوپرجبرهای‌لی،‌‌

‌به‌از‌مسایل‌مهمی‌هستند‌که‌توجه‌ریاضی‌،1مرکزی ‌اند‌خود‌جلب‌کرده‌دانان‌زیادی‌را ‌به‌مسئله. علت‌‌نمایش‌جبرها

های‌تصویری‌‌نمایش‌بررسیدر‌این‌راستا،‌.‌نیز‌اهمیت‌دارد‌دانان‌های‌فیزیکی‌برای‌فیزیک‌سیستم‌بررسیکاربردشان‌در‌

های‌‌های‌توسیع‌،‌در‌واقع‌نمایش جبر‌لی‌‌(سوپر)یک‌‌1های‌تصویری‌نمایش.‌ای‌دارد‌جبرهای‌لی‌جایگاه‌ویژه‌(سوپر)

‌ ‌هستند‌ مرکزی‌از ی‌ها‌جبر‌لی‌از‌یک‌سو‌مستلزم‌یافتن‌توسیع(سوپر)های‌تصویری‌یک‌‌نمایش‌بررسیبنابراین‌.

‌ ‌نیازمند ‌سوی‌دیگر ‌از ‌ستا‌ها‌های‌آن‌نمایش‌بررسیمرکزی‌و .‌ ‌[7]در ‌به از‌‌3های‌تصویری‌یکانی‌نمایش‌بررسی،

های‌مرکزی‌‌ترتیب‌که‌ابتدا‌توسیع‌معروف‌هستند‌پرداخته‌شده‌است؛‌بدین‌0سوپرجبرهایی‌که‌به‌سوپرجبرهای‌جریانی

‌سپس‌نمایش ‌و ‌شناخته ‌دستههای‌یکانی‌آن‌این‌جبرها ‌استبند‌ها ‌ی‌شده ‌به. ‌   صورت‌‌سوپرجبرهای‌جریانی

 (.را‌ملاحظه‌کنید‌5مثال‌)یک‌سوپرجبر‌لی‌است‌‌ جایی‌و‌‌هپذیر‌سوپرجاب‌یک‌سوپرجبر‌شرکت‌ هستند‌که‌

‌نام‌آن‌تداعی‌می‌ مفهوم‌توسیع‌مرکزی‌از‌یک‌سوپرجبر‌لی‌ ‌از ‌دست‌همانگونه‌که یابی‌به‌سوپرجبر‌لی‌‌شود،

‌آن‌ ‌ملاحظه‌کنید‌11تعریف‌)است‌‌ گسترش‌یافته‌مرکز‌جدیدی‌است‌که‌مرکز ‌را .)‌ ‌بررسیاولین‌سوالی‌که‌در
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1. Central extension 

2. Projective representation 

3. Unitary 
4. Current superalgebra 
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توسیع‌مرکزی‌‌بررسی،‌به‌[5]در‌.‌است‌ برای‌‌1شود،‌یافتن‌یک‌توسیع‌مرکزی‌جامع‌مطرح‌می‌ های‌مرکزی‌‌توسیع

‌به      جامع‌جبرهای‌ ‌‌ دار‌‌یک‌جایی‌جابهپذیر‌‌ازای‌یک‌جبر‌شرکت‌، ،‌ و‌یک‌جبر‌لی‌بعد‌متناهی‌ساده

‌      است‌که‌در‌آن‌‌        صورت‌‌به‌ ثابت‌شده‌است‌که‌توسیع‌مرکزی‌جامع‌برای‌.‌پرداخته‌شده‌است

،‌توسیع‌مرکزی‌جامع‌[0]پس‌از‌آن‌در‌(.‌دشومراجعه‌‌3به‌بخش‌)های‌دقیق‌است‌‌به‌پیمانه‌فرم‌1مدول‌مشتقات‌کاهلِر

در‌این‌مقاله‌توسیع‌مرکزی‌.‌شد‌بررسیای‌است،‌‌یک‌سوپرجبر‌لی‌بعد‌متناهی‌کلاسیک‌پایه‌ ‌،‌برای‌حالتی‌که برای‌

های‌قبلی‌‌کار‌گرفته‌شده،‌کاملاً‌متفاوت‌از‌روش‌روش‌به.‌کنیم‌می‌بررسیجامع‌را‌برای‌کلاسی‌از‌سوپرجبرهای‌جریانی‌

‌به ‌نتایج‌آن‌است‌و ‌پوشش‌می‌علاوه ‌را ‌دهد‌ها ‌بخش‌دوم‌مقدمات‌لا. ‌میدر ‌داده ‌خوانندگان‌قرار ‌اختیار شود؛‌‌زم‌در

‌دنبال‌کنند‌و‌در‌نهایت‌‌اند‌که‌خوانندگان‌نا‌ای‌بیان‌شده‌گونه‌مطالب‌به آشنا‌با‌سوپرجبرهای‌لی‌نیز‌بتوانند‌مطالب‌را

‌.‌شود‌قضیه‌اصلی‌در‌بخش‌سوم‌ثابت‌می

‌

 مرکزی توسیع 
‌می‌ ‌مطرح ‌را ‌داریم ‌نیاز ‌برای‌فصل‌بعد ‌مقدماتی‌که ‌این‌بخش، ‌کنیم‌در ‌بیان‌. ‌نیاز ‌تمامی‌مطالب‌مورد گرچه

‌از‌اثبات‌شده ‌ایم‌نظر‌کرده‌های‌معمول‌شناخته‌شده‌در‌مبحث‌سوپرجبرهای‌لی‌صرف‌‌اند، ‌تمامی‌. در‌طول‌این‌مقاله،

 .‌شوند‌شخصه‌صفر‌در‌نظر‌گرفته‌میاز‌م‌ روی‌یک‌میدان‌های‌تانسوری‌‌فضاهای‌برداری‌و‌ضرب

‌الف .5 تعریف )‌ ‌برداری ‌فضای ‌تجزیه‌ یک ‌با ‌به‌همراه ‌‌ای ‌‌       صورت ‌آن ‌در ‌‌  که ‌  و

یک‌.‌است‌  معرف‌گروه‌دو‌عضوی‌‌ 1 1 جا‌‌در‌این.‌نامیم‌می‌سوپرفضای‌برداریهستند،‌را‌یک‌‌ زیرفضاهایی‌از‌

یا‌‌فردرا‌‌    طور‌مشابه‌یک‌عضو‌‌به.‌     نویسیم‌‌گوییم‌و‌می‌ ‌ۀهمگن‌از‌درجیا‌‌زوجرا‌‌    عضو‌

 .     نویسیم‌‌گوییم‌و‌می‌ ‌ۀدرجهمگن‌از‌

‌هم‌(الف ‌می‌از ‌‌اکنون‌قرارداد ‌نماد ‌طول‌متن‌از ‌در ‌یک‌سوپرفضای‌‌   کنیم‌اگر برداری‌استفاده‌برای‌عضوی‌از

‌‌.‌ایم‌طور‌پیش‌فرض‌همگن‌در‌نظر‌گرفته‌ایم،‌آن‌عضو‌را‌به‌کرده

گوییم‌‌سوپرجبررا‌یک‌‌       همراه‌با‌یک‌تابع‌دوخطی‌‌       یک‌سوپرفضای‌برداری‌(‌ب

‌هرگاه‌

                                

.‌نویسیم‌می‌  صورت‌را‌برای‌سادگی‌به‌   ،‌ضرب‌     ازای‌به.‌نامیم‌می‌ در‌‌ضربرا‌‌"  تابع‌دوخطی‌

 .نامیم‌می‌جبررا‌یک‌‌      با‌شرط‌‌       سوپرجبر‌

‌‌ یک‌سوپرجبر‌‌  ‌ از‌‌ ازای‌هر‌عضو‌که‌بهموجود‌باشد‌طوری‌   1 گوییم‌هرگاه‌‌دار‌یکرا ،       

1در‌این‌حالت‌.‌        . 

 ‌‌ ‌‌ سوپرجبر ‌‌جایی‌جابهسوپررا ‌هرگاه ‌‌بهگوییم ‌ازای ‌     هر ،               ‌‌ ‌را ‌آن سوپر‌و

گوییم‌هرگاه‌‌پذیر‌شرکترا‌‌ سوپرجبر‌.‌                ،‌     هر‌ازای‌‌بهگوییم‌هرگاه‌‌جایی‌جابهپاد

‌.           ،‌       برای‌هر‌

صدق‌کند،‌یعنی‌‌سوپراتحاد‌ژاکوبیباشد‌و‌در‌‌جایی‌جابهسوپر‌پاد‌ گوییم‌هرگاه‌‌سوپرجبر‌لیرا‌یک‌‌ سوپرجبر‌‌ 

‌‌       هر‌ازای‌‌به

                             

                                                           
1. Universal 
2. Kahler 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌561جایی‌و‌یک‌سوچرجبر‌لی‌هپذیر‌جاب‌توسیع‌مرکزی‌جامع‌برای‌سوپرجبر‌لی‌حاصل‌از‌ضرب‌تنسوری‌یک‌جبر‌شرکت

 .دهیم‌نمایش‌می‌     معمولاً‌ضرب‌در‌یک‌سوپرجبر‌لی‌را‌با‌

 .کنیم‌عنوان‌یک‌فضای‌برداری‌تعریف‌میرا‌بُعد‌آن‌به‌بُعد‌یک‌سوپرجبر‌ 

 گوییم‌هرگاه‌‌‌همریختیرا‌یک‌‌ به‌یک‌سوپرجبر‌‌ از‌یک‌سوپرجبر‌‌ خطی‌‌یک‌تبدیل(‌ج

‌،‌        ،‌    زوج‌باشد،‌به‌این‌معنا‌که‌برای‌‌ ‌•‌‌‌‌

 .‌                  ،‌       برای‌‌•‌‌‌‌

 .‌شوند‌طور‌معمول‌تعریف‌می‌به‌غیرهتکریختی،‌بروریختی‌و‌‌‌

و‌‌    گیریم‌که‌برای‌آن‌‌عنوان‌یک‌سوپرفضای‌برداری‌در‌نظر‌می‌را‌همواره‌به‌    (‌الف .2 مثال

      . 

‌دو‌سوپرفضای‌برداری‌باشند‌       و‌‌       فرض‌کنید‌(‌ب در‌این‌صورت‌فضای‌برداری‌.

            ‌ ‌شامل‌تمامی‌تبدیلات‌خطی‌از ، ‌‌ ‌حقیقیت‌ به ‌در ‌نیز‌یک‌سوپرفضای‌برداری‌است؛ ،

 ،‌    که‌در‌آن‌برای‌‌       

                               

 صورت‌همراه‌با‌ضرب‌به‌ های‌‌ریختی‌از‌درون‌       علاوه‌‌به

                                                

 .است،‌یک‌سوپرجبر‌لی‌است‌ و‌‌ معرف‌ترکیب‌‌  که‌در‌آن‌

 دو‌عدد‌صحیح‌مثبت‌باشند،‌برای‌‌ و‌‌ فرض‌کنید‌(‌ج

              
    

    
   ماتریس             و   ماتریس             

‌و‌‌

      
    

    
                     

    

    
                

 همراه‌با‌ضرب‌به‌صورت‌‌       

                                           

 ‌.هاست،‌یک‌سوپرجبر‌لی‌است‌ضرب‌معمول‌ماتریس‌  که‌در‌آن‌ضرب‌

 .یک‌سوپرفضای‌برداری‌باشد‌ یک‌سوپرجبر‌و‌‌ فرض‌کنید‌ .3 تعریف

 ،‌     گوییم‌هرگاه‌برای‌هر‌‌ از‌‌1مشتقرا‌یک‌‌     یک‌تبدیل‌خطی‌(‌الف

                                    
 .دهیم‌نمایش‌می‌        را‌با‌‌ فضای‌برداری‌شامل‌همه‌مشتقات‌

 .‌‌یک‌تابع‌دوخطی‌باشد‌       فرض‌کنید‌(‌ب

 ،‌     گوییم‌اگر‌برای‌‌سوپرمتقارنرا‌‌ تابع‌‌•‌‌‌‌

                         

 ،‌     گوییم‌اگر‌برای‌سوپرپادمتقارنرا‌‌ تابع‌‌•‌‌‌‌

                          

 .‌                     ،‌       گوییم‌اگر‌برای‌هر‌‌پایارا‌‌ تابع‌‌•‌‌‌‌

،‌      نامیم‌اگر‌برای‌‌می(‌ ‌ۀهمگن‌از‌درجیا‌‌فردطور‌متناظر،‌‌به)‌ همگن‌از‌درجه‌یا‌‌زوجرا‌‌ تابع‌‌•‌‌‌‌

                                                           
1. Derivation 
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 (.‌               طور‌متناظر،‌به)‌             

‌و‌سوپرمتقارن‌از‌‌‌ ‌‌ به‌‌   مجموعه‌همه‌توابع‌دوخطی‌پایا ‌با ‌آن‌نمایش‌می‌       را ‌دهیم‌و ‌را ‌های‌‌فرمها

 (.را‌ملاحظه‌کنید‌الف‌‌1مثال)نامیم‌‌سوپرمتقارن‌پایا‌می

 ،       شود‌اگر‌برای‌هر‌‌نامیده‌می‌ با‌ضرایب‌در‌‌1دور‌دوهمیک‌‌       یک‌تابع‌دوخطی‌(‌ج

‌‌‌‌•‌                        ‌، 

‌‌‌‌•‌                                          ‌. 

‌دوهم‌ ‌تمامی ‌‌مجموعه ‌‌ دورهای ‌در ‌ضرایب ‌‌ با ‌می‌       با ‌شود‌نمایش‌داده ‌دوهم. ‌‌یک ‌یک‌‌ دور را

‌‌1مرز‌دوهم ‌خطی ‌تبدیل ‌هرگاه ‌‌     گوییم ‌هر ‌برای ‌که ‌باشد ‌داشته ‌وجود ‌شرط‌     چنان ،

‌شود‌                ‌برآورده ‌دوهم. ‌همه ‌‌مجموعه ‌‌ مرزهای ‌ضرایب‌در ‌‌ با ‌با نمایش‌‌       را

 قسمتی‌‌فضای‌خارج.‌دهیم‌می

                         

گوییم‌هرگاه‌‌معادل-کوهومولوژیرا‌‌       دو‌عضو‌از‌.‌شود‌نامیده‌می‌ با‌ضرایب‌در‌‌ از‌‌دومین‌کوهومولوژی

 .مرز‌باشد‌تفاضل‌آنها‌یک‌دوهم

ترتیب‌توابع‌‌را‌به‌       و‌‌       ،‌       برای‌یک‌سوپرفضای‌برداری‌ .4 یادداشت

‌ دور‌برای‌یک‌سوپرجبر‌لی‌‌یک‌دوهم‌       اگر‌.‌گیریم‌در‌نظر‌می‌  و‌‌  تصویری‌کانونی‌روی‌

 کنیم‌‌،‌تعریف‌می     باشد،‌برای‌

         

        
                        
                           

  

در‌نتیجه‌.‌       علاوه‌‌دور‌فرد‌است‌و‌به‌یک‌دوهم‌  دور‌زوج‌و‌‌یک‌دوهم‌  شود‌‌راحتی‌دیده‌می‌به‌‌

یک‌سوپرفضای‌‌       ‌رو،‌از‌اینیک‌سوپرزیرفضاست‌و‌‌       یک‌سوپرفضای‌برداری‌است‌و‌‌       

‌.‌‌برداری‌است

‌      در‌این‌صورت‌.‌یک‌فضای‌برداری‌باشند‌ یک‌سوپرفضای‌برداری‌و‌‌ فرض‌کنید‌(‌الف .1 مثال

‌نیز‌یک‌سوپرفضای‌برداری‌است؛‌در‌واقع‌

 .           و            

‌ب )‌ ‌شرکت‌ فرض‌کنید ‌‌یک‌جبر ‌‌جایی‌جابهپذیر ‌لی‌باشد‌ و ‌یک‌سوپرجبر ‌این‌صورت‌سوپرفضای‌برداری‌. در

 همراه‌با‌براکت‌‌       

            

                                       
 .‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌نیز‌کامل‌است‌ گاه‌‌،‌آن       باشد‌یعنی‌‌3کامل‌ دار‌و‌‌یک‌ اگر‌.‌یک‌سوپرجبر‌لی‌است‌

 ‌.‌نامیم‌می‌سوپرجبر‌جریانیرا‌یک‌(‌ب‌‌5سوپرجبر‌لی‌معرفی‌شده‌در‌مثال .6 تعریف

جبر‌‌ و‌‌ ای‌با‌فرم‌دوخطی‌پایای‌ناتباهیده‌زوج‌‌یک‌سوپر‌جبر‌لی‌ساده‌کلاسیک‌پایه‌ فرض‌کنید‌ .1 مثال

 ‌وسیلۀ‌بهباشد،‌در‌این‌صورت‌فرم‌تعریف‌شده‌‌    ‌0شده‌های‌کوتاه‌ای‌چندجمله

                                                           
1. 2-cocycla 

2. 2- coboundry 

3. Perfect 
4. Truncated 
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 1 1   1                            

کامل‌است‌ولی‌ساده‌نیست‌‌      سوپر‌جبر‌لی‌جریانی‌.‌است‌ یک‌فرم‌دوخطی‌متقارن‌ناتباهیده‌روی‌

طی‌سوپرمتقارن‌پایای‌ناتباهیده‌مجهز‌به‌فرم‌دوخ‌ علاوه،‌سوپرجبر‌لی‌‌به.‌است‌ آلی‌نابدیهی‌از‌‌ایده‌    ‌زیرا

 زوج‌

        

                                               

 .‌‌است‌

قرار‌.‌باشد‌ با‌ضرایب‌در‌یک‌سوپرفضای‌‌         دور‌زوج‌از‌یک‌سوپرجبر‌‌یک‌دوهم‌ فرض‌کنید‌ .1 مثال

 :‌و‌تعریف‌کنید‌                        دهید‌

                                                   ′  

دقت‌کنید‌زوج‌.‌یک‌سوپرجبر‌لی‌است‌      همراه‌با‌‌   در‌این‌صورت‌.‌      و‌‌      که‌در‌آن‌‌

 ‌.الزامی‌است(‌      ازای‌‌به)‌                        برای‌برقراری‌شرط‌‌ بودن‌

      یعنی‌)‌ معادل‌از‌یک‌سوپرجبر‌لی‌کامل‌-دور‌زوج‌کوهومولوژی‌دو‌دوهم‌  و‌‌  فرض‌کنید‌‌.1لم ‌

    باشند،‌در‌این‌صورت‌‌ با‌ضرایب‌در‌یک‌سوپرفضای‌برداری‌(‌ 
    با‌‌

 .‌یکریخت‌است‌

 ،‌     ای‌در‌نظر‌بگیرید‌که‌برای‌‌را‌به‌گونه‌     تبدیل‌خطی‌‌.اثبات

                        

 کنیم‌‌حال‌تعریف‌می.‌یک‌تبدیل‌خطی‌زوج‌است‌ کامل‌است،‌‌ زوج‌هستند‌و‌‌  و‌‌  ‌زیرا

      
     

 

                                           

        شود‌برای‌‌راحتی‌دیده‌می‌به‌
‌،         

               
زوج‌است،‌‌ دانیم‌‌می‌چنین‌هم.‌

 علاوه‌نگاشت‌‌به.‌یک‌همریختی‌است‌ ‌رو،‌از‌ایننیز‌زوج‌است‌و‌‌ پس‌

       
     

 

                                           

 .‌یک‌یکریختی‌است‌ است،‌پس‌‌ وارون‌‌

‌     است‌هرگاه‌بروریختی‌‌ از‌یک‌سوپرجبر‌لی‌‌توسیع‌مرکزییک‌‌ گوییم‌یک‌سوپرجبر‌لی‌‌.51تعریف

 عبارت‌دیگر‌‌است،‌وجود‌داشته‌باشد؛‌به‌ ای‌از‌مرکز‌‌که‌هسته‌آن‌زیرمجموعه

                                    

گوییم‌هرگاه‌برای‌هر‌توسیع‌‌جامع،‌را‌یک‌توسیع‌مرکزی‌       ،‌متناظر‌با‌بروریختی‌ از‌‌  یک‌توسیع‌مرکزی‌

 که‌‌ای‌گونه‌وجود‌داشته‌باشد‌به‌      ،‌همریختی‌     ،‌متناظر‌با‌بروریختی‌ از‌‌ مرکزی‌

        
باشد،‌در‌این‌‌     متناظر‌با‌بروریختی‌‌ یک‌توسیع‌مرکزی‌از‌یک‌سوپرجبر‌لی‌‌ اگر‌(‌الف‌ .55یادداشت 

 .گذاری‌توسیع‌مرکزی‌هم‌همین‌تجزیه‌است‌علت‌نام.‌          عنوان‌فضاهای‌برداری‌‌صورت‌به

و‌‌1,0های‌‌قضیه‌0]‌,       باشد‌یعنی‌‌کاملتوسیع‌مرکزی‌جامع‌دارد‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌ یک‌سوپرجبر‌لی‌(‌ب

 .یگانه‌است‌11در‌تعریف‌‌ نگاشت‌‌چنین‌همع‌مرکزی‌جامع‌با‌تقریب‌یکریختی‌یکتاست‌و‌در‌این‌حالت‌توسی[.‌1,10

‌ج ‌بگیرید‌0نمادهای‌مثال‌( ‌نظر ‌در ‌را .   ‌‌ ‌تابع‌تصویری‌کانونی‌‌، یک‌توسیع‌مرکزی‌از ‌با      متناظر



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌511
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

 [.‌0بخش‌ ,‌0]آید‌‌دست‌می‌به‌همین‌طریق‌به‌ علاوه‌هر‌توسیع‌مرکزی‌از‌‌است‌و‌به‌   

یک‌سوپرجبر‌لی‌کامل‌با‌بعد‌متناهی‌باشد‌که‌به‌یک‌فرم‌سوپرمتقارن‌پایای‌ناتباهیده‌‌ کنیم‌‌اکنون‌فرض‌می‌از‌هم

همگن‌است،‌برای‌اعضای‌همگن‌‌ کنیم‌که‌چون‌‌کنیم‌و‌توجه‌می‌را‌یادآوری‌می(‌الف‌1مثال‌‌.‌مجهز‌است‌ همگن‌

     ‌،‌

گاه‌آن (1)                                       ‌‌   اگر              ،      

 در‌این‌صورت‌نگاشت‌.‌دهیم‌نمایش‌می‌  را‌با‌‌ فضای‌دوگان‌

      

                       
 

 وجود‌دارد‌که‌‌  ریختی‌‌،‌یگانه‌درون از‌‌ ریختی‌‌بنابراین‌برای‌هر‌درون.‌یک‌نگاشت‌دوسویی‌است

                                           

 قرار‌دهید‌[( ‌3,5ۀگزار‌NY])  .52لم 

                          

 و‌

                      
                                    

‌این‌صورت‌سوپرفضای‌برداری‌ ‌‌       در ‌‌        و‌سوپرفضای‌برداری‌‌       با یکریخت‌‌       با

 .‌است

یک‌تبدیل‌خطی‌.‌یک‌سوپرفضای‌برداری‌باشد‌ دار‌و‌‌یک‌جایی‌جابهپذیر‌‌یک‌جبر‌شرکت‌ فرض‌کنید‌. 53تعریف 

 ،‌‌       گوییم‌اگر‌برای‌1هوخشیلد‌را‌یک‌تابع‌‌       

‌‌‌‌•‌              ‌، 

‌‌‌‌•‌                       ‌. 

.‌یک‌سوپرفضای‌برداری‌باشد‌ یک‌سوپرجبر‌لی‌و‌‌ دار،‌‌یک‌جایی‌جابهپذیر‌‌یک‌جبر‌شرکت‌ فرض‌کنید‌. 54مثال 

 .      قرار‌دهید‌

 گاه‌‌،‌آن           یک‌تبدیل‌خطی‌و‌‌     اگر‌(‌الف

     
                                                        

به‌‌ تجزیه‌‌       خطی‌است،‌اگر‌‌ و‌‌ نسبت‌به‌‌    چون‌[.‌3,11مثال‌,‌7]است‌‌ دور‌از‌‌یک‌دوهم

 گاه‌‌تابع‌تصویری‌کانونی‌باشد،‌آن‌                  تبدیلات‌خطی‌زوج‌و‌فرد‌باشند‌و‌

             
         

         
         

  

‌     که‌‌      همگن‌باشد‌و‌‌ حال‌فرض‌کنید‌ اعضای‌همگنی‌باشند،‌‌     و‌‌     اگر‌.

‌دهد‌که‌‌نتیجه‌می(‌1,1)

گاه‌آن                     اگر                 ،   

‌‌ ‌درجه ‌‌     ‌وسیلۀ‌به‌              بنابراین ‌شرط تعیین‌‌                 با

 بنابراین‌چون‌.‌شود‌می

                  

 .         زوج‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌    ‌

                                                           
1. Hochschild 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌515جایی‌و‌یک‌سوچرجبر‌لی‌هپذیر‌جاب‌توسیع‌مرکزی‌جامع‌برای‌سوپرجبر‌لی‌حاصل‌از‌ضرب‌تنسوری‌یک‌جبر‌شرکت

 در‌این‌صورت‌.‌          یک‌تابع‌هوخشیلد‌و‌‌       فرض‌کنید‌(‌ب

     
                                                        

‌3,11مثال‌,‌7]است‌‌ دور‌از‌‌یک‌دوهم ‌اگر‌[. همگن‌‌ علاوه‌‌و‌به‌      و‌‌       همانند‌حالت‌قبل،

 .‌         دور‌زوج‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌باشد،‌این‌دوهم

 .‌                  شود‌اگر‌‌نامیده‌می‌مشتق-پایا،‌ فرم‌دوخطی‌‌ .51تعریف 

‌:‌کند‌دورها‌را‌به‌طور‌کامل‌مشخص‌می‌کنیم؛‌این‌قضیه‌دوهم‌را‌بیان‌می[‌7]از‌‌‌3,13ۀدر‌زیر‌قضی

‌سوپرفضای‌برداری‌،‌11با‌در‌نظر‌گرفتن‌لم.‌مشتق‌باشد-،‌پایا را‌در‌نظر‌بگیرید‌و‌فرض‌کنید‌‌‌10مثال‌.56ۀ قضی

       ‌‌ ‌با ‌سوپرفضای‌برداری‌‌       را ‌‌        و ‌با ‌فرض‌می‌گیری‌می‌یکی‌       را کنیم‌‌کنیم‌و

‌‌       ای‌برای‌‌پایه‌              از‌‌       اعضای‌ ‌                تشکیل‌دهند‌و

‌تشکیل‌دهند‌       ای‌برای‌‌ای‌باشند‌که‌پایه‌گونه‌به ‌این‌صورت‌برای‌هر‌دوهم. ‌‌ دور‌‌در با‌‌     از

‌توابع‌خطی‌ مقادیر‌در‌یک‌سوپرفضای‌برداری‌ وجود‌دارند‌‌        و‌توابع‌هوخشیلد‌‌      ،

 طوری‌که‌

    

 

   

       
   

 

   

       
  

دور‌‌در‌این‌حالت،‌هر‌دوهم.‌توان‌همگن‌در‌نظر‌گرفت‌ها‌در‌قضیه‌قبل‌را‌می  ها‌و‌  کنیم‌‌دقت‌می‌.51 یادداشت

 صورت‌‌زوج‌به

  

 

   

       
   

 

   

       
 

‌.‌                       ها‌همگن‌هستند‌طوری‌که‌  ها‌و‌  است‌که‌

‌ 

 توسیع مرکزی جامع و جبرهای جریانی
یک‌سوپرجبر‌لی‌کامل‌با‌بعد‌متناهی‌است‌که‌‌ کنیم‌‌فرض‌می.‌کنیم‌در‌این‌بخش‌قضیه‌اصلی‌مقاله‌را‌ثابت‌می‌

توسیع‌.‌دار‌است‌یک‌جایی‌جابهپذیر‌‌یک‌جبر‌شرکت‌ مجهز‌است‌و‌‌ به‌یک‌فرم‌سوپرمتقارن‌پایای‌ناتباهیده‌همگن‌

 .آوریم‌دست‌می‌قات‌کاهلِر‌بهرا‌برحسب‌مدول‌مشت‌   مرکزی‌جامع‌برای‌سوپرجبر‌جریانی‌

‌ ‌‌یک‌جبر‌شرکت‌ فرض‌کنید ‌باشد‌یک‌جایی‌جابهپذیر ‌دار ‌یک‌تابع‌دوخطی‌‌ یک‌فضای‌برداری‌. ‌با همراه

 است‌هرگاه‌مدول‌- ‌یک‌‌       

‌‌‌‌•‌                          ‌، 

‌‌‌‌•‌1     ‌. 

نظر‌‌از‌نوشتن‌پرانتزها‌صرف‌چنین‌همو‌‌"  برای‌سادگی‌در‌نوشتن‌از‌این‌به‌بعد‌ممکن‌است‌از‌نوشتن‌عمل‌مدولی‌

‌کنیم ‌مدول- . ‌به‌زیر ‌می‌ها ‌تعریف ‌طبیعی ‌‌طور ‌دو ‌برای ‌و ‌- شوند ‌‌ مدول ‌ و ‌خطی ‌تبدیل ‌یک ،  

 را‌یک‌همریختی‌مدولی‌نامیم‌هرگاه‌‌         

             

نامیده‌‌ در‌‌ از‌‌مشتقیک‌‌     یک‌تبدیل‌خطی‌.‌مدول‌باشد- یک‌‌ فرض‌کنید‌ .51 تعریف

 شود‌هرگاه‌‌می



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌512
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

                   

‌‌ مجموعه‌همه‌مشتقات‌ ‌‌ در ‌با ‌یک‌‌نمایش‌می‌          را ‌ در‌‌ از‌‌مشتق‌دهیم‌و‌هرعضو‌آن‌را

 .‌‌نامیم‌می‌ مشتقات‌‌را‌‌ در‌‌ مشتقات‌.‌نامیم‌می

 همراه‌با‌عمل‌‌   فضای‌برداری‌ .51 مثال

              

 مدول‌است- طور‌طبیعی‌یک‌به‌ پذیر‌است،‌‌شرکت‌ چون‌‌چنین‌هم.‌مدول‌است- ،‌یک‌       برای‌

 تابع‌ضربی‌(‌الف‌ .21 گزاره

                       

 .است‌   زیرمدول‌از‌- یک‌‌          ویژه‌‌یک‌همریختی‌مدولی‌است؛‌به

 همرا‌با‌ضرب‌‌   فضای‌برداری‌(‌ب

                                     

 .است‌   زیرجبری‌از‌‌ یک‌جبر‌است‌و‌

 قسمتی‌‌ویژه‌فضای‌خارج‌است،‌به‌ زیرمدولی‌از‌‌                       (‌ج

            
 همراه‌با‌عمل‌مدولی‌القایی‌

            

                                

 .‌نامیم‌مدول‌است‌که‌آن‌را‌مدول‌مشتقات‌کاهلِر‌می- یک‌‌

 .شود‌به‌راحتی‌بررسی‌می(‌الف‌.‌اثبات

   حال‌فرض‌کنید‌.‌اولین‌ادعا‌واضح‌است(‌ب
   و‌‌          

در‌این‌.‌باشند‌ اعضایی‌از‌‌          

 صورت‌

     

 

   

         

 

   

              

 

   

  

 

   

             

 

   

  

 

   

         

                          

 

   

       

 

   

         

   پس‌
             

                    . 

 ،‌(ب)با‌استفاده‌از‌قسمت‌(‌ج

                         

 ،‌داریم‌   با‌در‌نظر‌گرفتن‌نمادهای‌اثبات‌قسمت‌دوم،‌برای‌‌چنین‌هم

    

 

   

         

 

   

             

 

   

  

 

   

           

            

 

   

  

 

   

           

                                        

 

   

          

 

   

            



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌513جایی‌و‌یک‌سوچرجبر‌لی‌هپذیر‌جاب‌توسیع‌مرکزی‌جامع‌برای‌سوپرجبر‌لی‌حاصل‌از‌ضرب‌تنسوری‌یک‌جبر‌شرکت

‌.‌شود‌عمل‌مدولی‌معرفی‌شده‌القا‌می‌رو،‌از‌ایناست‌‌ زیرمدولی‌از‌‌  بنابراین‌‌

‌با‌‌     قسمتی‌‌در‌فضای‌خارج‌ ،‌کلاس‌   فرض‌کنید‌ کنیم‌برای‌‌و‌دقت‌می.‌دهیم‌نمایش‌می‌     را

 ،‌داریم‌     بنابراین‌برای‌.‌        ،‌     

   1                                                        (1)  

 ‌تبدیل‌خطی. 25لم 

                                 

 .‌است‌     در‌‌ یک‌مشتق‌از‌

 ،‌داریم‌‌10،‌با‌استفاده‌از     برای‌.‌است‌جایی‌جابه‌ کنیم‌‌ابتدا‌یادآوری‌می‌‌.اثبات

                         

‌‌‌‌‌‌‌     1                                              

             1                                         

                                

                               

                               

                              

 .‌شود‌ترتیب‌اثبات‌کامل‌می‌بدین‌

 .‌شود‌تولید‌می‌      ‌وسیلۀ‌به‌     مدول،‌- عنوان‌یک‌‌به . 22 لم

   فرض‌کنید‌‌‌.‌اثبات
   در‌این‌صورت‌.‌          

 و‌داریم‌‌         

    

 

   

            

 

   

               

 

   

                         

     

 

   

                     

 

   

          

   

 

   

                   

   

 

   

                  

   

 

   

                    

 .‌کند‌این‌مطلب،‌اثبات‌را‌کامل‌می‌

 در‌این‌صورت‌.‌دار‌باشد‌یک‌جایی‌جابهپذیر‌‌یک‌جبر‌شرکت‌ فرض‌کنید‌‌. 23ۀ گزار

                           

                             

‌      قسمتی‌‌در‌فضای‌خارج‌     ارزی‌‌جا،‌کلاس‌هم‌در‌این‌     یک‌تابع‌هوخشیلد‌است؛‌منظور‌از‌‌

‌است ‌‌به. ‌اگر ‌‌ علاوه ‌و ‌سوپرفضا ‌آن‌       یک ‌باشد، ‌هوخشیلد ‌تابع ‌خطی‌‌یک ‌تبدیل گاه



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌514
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

 .‌وجود‌دارد‌      با‌شرط‌‌           

 ،‌داریم‌     یک‌مشتق‌است،‌پس‌برای‌‌          کنیم‌‌ابتدا‌یادآوری‌می‌.اثبات

                        

 بنابراین‌‌

                                                

 ،‌‌     برای‌اعضای‌همگن‌‌چنین‌هم

                             

                                             

                                       

 بنابراین‌‌‌

                                                        

 .یک‌تابع‌هوخشیلد‌است‌ دهد‌که‌‌این‌مطلب‌نشان‌می‌

،‌   چون‌برای‌.‌یک‌تابع‌هوخشیلد‌باشد‌       یک‌سوپرفضای‌برداری‌و‌‌ سپس‌فرض‌کنید‌

 داریم‌‌

‌‌‌‌•‌              ‌، 

‌‌‌‌•‌                            ‌، 

 ،‌   بنابراین‌برای‌.‌               پس‌‌

                       

‌القا‌می‌           ،‌تبدیل‌خطی‌ تبدیل‌خطی‌رو،‌‌از‌اینو‌‌             در‌نتیجه‌ کند؛‌در‌‌را

 ،‌     واقع‌برای‌

                                         

                

         

 .‌شود‌ترتیب‌اثبات‌کامل‌می‌بدین‌

ای،‌‌با‌توجه‌به‌این‌که‌یک‌سوپرجبر‌لی‌بعدمتناهی‌کلاسیک‌پایه.‌کنیماصلی‌مقاله‌را‌بیان‌‌ۀایم‌که‌قضی‌اکنون‌آماده

را‌نیز‌(‌روی‌یک‌میدان[‌)0]اصلی‌این‌بخش،‌نتایج‌‌ۀمجهز‌به‌یک‌فرم‌دوخطی‌ناتباهیده‌سوپرمتقارن‌زوج‌است،‌قضی

ملاحظه‌را‌نیز‌[‌3]و‌[‌3]،‌[1]،‌[1][‌)5]همان‌روش‌استفاده‌شده‌در‌مقاله‌[‌0]روش‌استفاده‌شده‌در‌.‌دهد‌پوشش‌می

‌کار‌گرفته‌شده‌است‌است‌که‌در‌حالت‌سوپر‌به‌1بر‌اساس‌یافتن‌یک‌پایه‌شُواله(‌کنید این‌روش‌وابسته‌به‌ساختار‌.

ای‌است،‌در‌حالی‌که‌روش‌ما‌برای‌هر‌سوپرجبر‌لی‌کامل‌بعد‌متناهی‌‌شناخته‌شده‌سوپرجبرهای‌لی‌کلاسیک‌پایه

دست‌‌تری‌به‌نتایج‌بیش‌رو،‌از‌اینشود‌و‌‌کار‌گرفته‌می‌ناتباهیده‌همگن‌بهمجهز‌به‌یک‌فرم‌دوخطی‌سوپرمتقارن‌پایای‌

‌‌می در‌نظر‌گرفت‌که‌یک‌سوپرجبر‌لی‌‌    متناهی‌کلاسیک‌‌توان‌سوپرجبر‌لی‌ساده‌بعد‌را‌می‌ دهد؛‌برای‌مثال،

‌پایه ‌کلاسیک ‌نیست‌بعدمتناهی ‌ای ‌قضی‌به. ‌دیگر، ‌مثالی ‌سوپرجبرهای‌ۀعنوان ‌جامع ‌مرکزی ‌توسیع ‌ما لی‌‌اصلی

 .دهد‌دست‌می‌شود،‌را‌نیز‌به‌معرفی‌می‌1,7همانند‌مثال‌‌ ،‌که‌   

و‌‌       را‌با‌‌       ،‌سوپرفضای‌برداری‌11با‌در‌نظر‌گرفتن‌لم‌.‌مشتق‌باشد-،‌پایا فرض‌کنید‌ . 24ۀ قضی
                                                           
1. Chevalley basis 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌511جایی‌و‌یک‌سوچرجبر‌لی‌هپذیر‌جاب‌توسیع‌مرکزی‌جامع‌برای‌سوپرجبر‌لی‌حاصل‌از‌ضرب‌تنسوری‌یک‌جبر‌شرکت

‌‌        سوپرفضای‌برداری‌ ‌با ‌‌گیری‌می‌یکی‌       را ‌مشتقات‌همگن‌‌            کنیم‌و را‌‌ از

  باشد‌و‌باشد‌     ای‌برای‌‌های‌کوهومولوژی،‌پایه‌از‌کلاس‌             گیریم‌که‌‌ای‌در‌نظر‌می‌گونه‌به

و‌‌                                                  

‌       ای‌برای‌‌های‌همگن‌را‌پایه‌ریختی‌شامل‌درون‌        از‌‌              زیرمجموعه‌‌چنین‌هم

‌ که‌طوریگیریم‌‌در‌نظر‌می

و‌‌‌‌‌                                                  

 را‌در‌نظر‌بگیرید‌و‌قرار‌دهید‌‌      سوپرجبر‌لی‌

         
         

          

 یک‌سوپرفضای‌برداری‌است‌که‌‌  در‌این‌صورت‌

         
         

          
‌و

           
           

         . 

 تعریف‌کنید‌

         

                                                    

 .‌است‌ توسیع‌مرکزی‌جامع‌از‌‌   دور‌زوج‌است‌و‌‌یک‌دوهم‌ در‌این‌صورت‌‌

دور‌زوج‌با‌ضرایب‌در‌‌یک‌دوهم‌ فرض‌کنید‌.‌شود‌حاصل‌می‌‌10دور‌زوج‌است‌از‌مثال‌یک‌دوهم‌ این‌که‌‌.اثبات

و‌توابع‌همگن‌‌ به‌‌ از‌‌       دانیم‌که‌تبدیلات‌خطی‌همگن‌‌می‌13از‌یادداشت‌.‌باشد‌ یک‌سوپرفضای‌

 وجود‌دارند‌که‌‌   روی‌‌       هوخشیلد‌

                                         

‌ ‌‌ و       با
         

    
         

‌است-کوهومولوژی‌ ‌معادل ‌گزار. ‌هر‌‌می‌‌13ۀاز ‌برای ‌که دانیم

         ‌ ‌خطی ‌تبدیل ،      
      ‌‌ ‌هر ‌برای ‌که ‌دارد ‌     وجود ،             

 حال‌تعریف‌کنید.‌است‌    همگن‌از‌درجه‌‌   ویژه،‌‌به.‌       

       

                      

 

   

         

 

   

         

‌‌ ‌آن ‌در ‌‌       که ‌‌ اعضایی‌از ‌‌       و ‌هستند‌     اعضایی‌از 1ازای‌‌بهدانیم‌‌می.     ‌،

               ‌‌ ‌برای ‌       و ،               ‌ 1برای‌‌چنین‌هم،     ‌،

‌       و‌برای‌‌                ‌بنابراین‌               ، یک‌تبدیل‌خطی‌‌ ،

 .زوج‌است

 ،‌داریم‌     و‌‌     ،‌پس‌برای‌اعضای‌      کنیم‌‌سپس‌یادآوری‌می

              

 

   

      
            

 

   

      
          

          
                     

                   

          
                     

                        



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌516
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

                                                 

                    

 را‌در‌نظر‌بگیرید‌و‌تعریف‌کنید‌‌‌7حال‌لم.‌      این‌بدان‌معناست‌که‌‌

               

                              

 ،‌داریم‌      و‌‌     برای‌‌

                                                  

                                                   

 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌                 

 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌                      

 .‌‌کند‌این‌مطلب‌اثبات‌را‌کامل‌می.‌یک‌همریختی‌است‌ ‌رو،‌از‌این‌،نیز‌زوج‌است‌ زوج‌است،‌پس‌‌ اما‌‌
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