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 چکیده

‌مبنای ‌یک‌روش‌عددی‌بر ‌این‌مقاله ‌انتگرالئمسبرای‌حل‌تفاضلات‌متناهی‌‌در ‌مشتقات‌جزئی‌دیفرانسیل‌-له با‌با

نیکلسون‌با‌شرایط‌داده‌شده‌-براساس‌طرح‌کرانک‌مسئلهیک‌الگورتیم‌عددی‌برای‌حل‌ابتدا‌.‌ارائه‌شده‌است‌منفرد‌ۀهست

در‌ادامه‌برای‌نشان‌دادن‌کارایی‌روش‌بیان‌‌.بریم‌کار‌می‌به‌مسئلهسازی‌انتگرال‌منفرد‌را‌برای‌حل‌این‌‌ارائه‌و‌سپس‌گسسته

و‌کارائی‌لازم‌گیریم‌که‌روش‌ارائه‌شده‌از‌دقت‌‌نتیجه‌می‌اسپلاین‌مکعبی‌با‌روش‌بی‌جواب‌تقریبی‌و‌دقیق،‌ۀمقایس‌شده‌‌با

دست‌آمدن‌و‌اطمینان‌از‌‌هسرعت‌بالای‌محاسبات،‌سهولت‌در‌ب.‌در‌ادامه‌شکل‌تقریبی‌نیز‌رسم‌شده‌است‌.استبرخوردار‌

‌.استی‌از‌مزایای‌این‌روش‌پایداردلیل‌اثبات‌‌داشتن‌جواب‌تقریبی‌به

‌ ‌.تحلیل‌پایداری‌روش‌تفاضلات‌متناهی،،‌دیفرانسیل‌با‌هسته‌منفرد-انتگرال‌مسئله‌:های کلیدیواژه

‌‌65R20, 45K05(:0202)بندی ریاضی رده

 

 مقدمه

‌همانند‌طبیعی‌های‌پدیده ‌در‌سیالات‌حرکت‌و‌موج‌حرارت،‌گوناگونی ‌فراوانی ‌معادلات‌مدل‌کاربرد ‌کردن

تعداد‌‌معادلات،‌این‌نوع‌پیچیدگی‌و‌گستردگی‌دلیل‌به.‌دارند‌جزئی‌مشتقات‌با‌دیفرانسیل‌-و‌معادله‌انتگرال‌دیفرانسیل

‌به‌"مشخصه‌روش"‌یا‌"فوریه‌سری‌روش"تحلیلی‌‌های‌و‌تنها‌روشاست‌های‌مرسوم‌و‌پر‌استفاده‌محدود‌بوده‌‌روش

‌.است‌شده‌تبدیل‌جزئی‌مشتقات‌با‌دیفرانسیل‌معادلات‌از‌ای‌مشخص‌رده‌حل‌در‌ابزار‌ترین‌اصلی

‌کند،‌ایده‌اصلی‌این‌مقاله‌بر‌پایه‌استفاده‌می‌کار‌خوبی‌هب‌نامنظم‌های‌دامنه‌روی‌تفاضلات‌متناهی‌جاکه‌روش‌از‌آن

‌آن‌مشتقات‌یا‌مجهول‌تابع‌سپس‌نموده،‌سازی‌را‌گسسته‌ۀ‌مسئلهپیوستۀ‌دامن‌برای‌این‌منظور‌ابتدا‌.،است‌از‌این‌روش

‌گیری‌انتگرال‌کمک‌با‌دیفرانسیل‌راۀ‌معادل‌برای‌رسیدن‌به‌این‌مهم‌ابتدا.‌شود‌‌می‌زده‌تقریب‌عددی‌تکنیکیۀ‌وسیل‌هب

‌می‌ساده‌صورت‌به ‌کنیم‌تبدیل ‌وسیل‌هب‌مجهول‌تابع‌سپس. ‌تقریب‌مجهول‌ضرایب‌با‌ای‌پایه‌تابع‌متناهی‌تعدادۀ

‌.شود‌می‌مشخص‌مجهول‌تابع‌خود‌نتیجه‌در‌و‌مجهول‌ضرایب‌ماتریسی،‌و‌حل‌آن‌پس‌از‌تبدیل‌به‌دستگاه.‌کنیم‌می

‌روش‌تفاضلات‌متناهی‌برای‌حل‌مسا ‌ئاز ‌در ‌جمله ‌فیزیک‌از ‌جریان‌سیالل‌مختلف‌ریاضی‌و ‌پتانسیل‌هچ، اربردار

بسیاری‌ن‌امحقق.‌[9]،‌[1]‌توان‌بهره‌برد‌می‌ل‌جرماقتنو‌ا‌لایه‌مرزى‌خطىهای‌انتقال‌حرارت،‌‌تابش الکترومغناطیسی،
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‌روش‌ ‌از ‌معادلات‌دیفرانسیل ‌و ‌انتگرال ‌معادلات ‌برای‌حل ‌استفاده ‌متناهی ‌‌دهکرتفاضلات ‌اند ‌اتکینسون [‌0]مانند

دیفرانسیل‌با‌-برای‌حل‌معادله‌انتگرال‌تفاضلات‌متناهیدر‌این‌مقاله‌از‌روش‌[.‌9]و‌عرفانیان‌در‌[‌6]،‌ندلس[5]لیکیب

دیفرانسیل‌صورت‌-مختلف‌برای‌حل‌معادله‌انتگرالهای‌‌تحقیقات‌فراوانی‌با‌روش.‌مشتقات‌جزئی‌استفاده‌شده‌است

‌است ‌گرفته ‌1]‌منی‌درؤبرای‌مثال‌م. ‌حالت‌محلی‌و‌[ ‌در ‌جواب‌را ‌وجود ‌انتگرال‌دیفرانسیل‌یکتایی‌و برای‌معادله

‌عددی‌مختلفی‌برای‌تقریب‌زدن‌این‌معادلات‌ارائه‌شده‌است‌،‌برای‌نمونههای‌‌چنین‌روش‌هم.‌دست‌آورد‌هعمومی‌ب

محلی‌‌برنشتاین‌هم‌طیفی‌کینرگل‌با‌استفاده‌از‌روش[‌11]پالس،‌در‌‌-بلاک‌با‌استفاده‌از‌توابع[‌1]بابلیان‌و‌سلیمی‌در‌

انتگرال‌و‌معادله‌‌ۀبا‌استفاده‌از‌موجک‌هار‌جوابی‌برای‌معادل‌[16]-[12]‌چنین‌عرفانیان‌در‌هم.‌اند‌دهکررا‌حل‌‌مسئله

‌.اند‌دست‌آورده‌هانتگرال‌دیفرانسیل‌ب

‌نفوذی‌با‌هسته‌منفرد‌-دیفرانسیل‌همرفت-در‌این‌مقاله‌معادله‌انتگرال
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‌:شودحاصل‌می‌(9)صورت‌به(‌1)ۀ‌شکل‌تفاضلات‌متناهی‌صریح‌برای‌معادل(‌2)با‌استفاده‌از‌
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 ۀ‌در‌دامن(‌6)بنابراین‌دستگاه‌خطی‌
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 تحلیل خطا
بنابراین‌در‌این‌روش‌.‌استآن‌ها‌در‌کارهای‌عددی‌مشخصا‌کارا‌و‌قابل‌اثبات‌و‌استناد‌بودن‌‌ترین‌بخش‌یکی‌از‌مهم

‌.کنیم‌میمنظور‌اطمینان‌بخشی‌با‌بیان‌یک‌لم‌و‌قضیه‌پایداری‌روش‌را‌اثبات‌‌به
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‌.شودمحاسبه‌می
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‌دهیم‌که‌‌قطری‌اکید‌است،‌برای‌این‌منظور‌نشان‌می‌Aدهیم‌که‌ماتریس‌‌ابتدا‌نشان‌می‌. اثبات

2 1 3,     

‌‌:سازی‌داریم‌و‌‌بعد‌از‌ساده‌3و‌‌1‌،2گذاری‌مقادیر‌‌جای‌با
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  
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      

  

 

‌چنین،‌داریم‌هم



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌08با‌مشتقات‌جزئیدیفرانسیل‌-برای‌حل‌معادله‌انتگرالتفاضلات‌متناهی‌روش‌
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به(‌6)ۀ‌با‌توجه‌به‌معادل.‌پذیر‌استقطری‌اکید‌است‌و‌در‌نتیجه‌وارون‌Aوضوح‌برقرار‌است،‌بنابراین‌ماتریس‌که‌به

‌:‌،‌داریم           ازای‌

 1 1 1 ,k k kW A BW G    ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌    (9)  

،‌           ازای‌‌به(‌5)بنابراین‌طرح‌تفاضلی‌.‌است‌1Aماتریس‌(‌9)‌ۀبنابراین‌عامل‌انتشار‌خطا‌در‌رابط

مقادیر‌‌1از‌طرفی‌طبق‌لم‌‌ .تر‌نباشد‌از‌یک‌بیش‌1Aهر‌یک‌از‌مقادیر‌ویژه‌ماتریس‌‌ۀهنگامی‌که‌انداز‌استپایدار‌

‌:استصورت‌‌دینب‌Aویژه‌ماتریس‌

2 1 32 cos , 1,2, , 1.s

s
s M

M


   

  
     

  
 

باید‌مذکور‌‌ۀکه‌برای‌برقراری‌رابط
1 3 0  .با‌قرار‌دادن‌مقادیر‌‌‌

13و‌‌داریم‌:‌ 

2 2 2 2 2
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  
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2یا‌
h




1،‌‌است،‌بنابراین‌مقادیر‌ویژه‌ماتریس‌‌Aآید‌دست‌می‌بهزیر‌‌ۀطبق‌رابط‌:‌

2 1 3

1
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s s M

s

M




  

  
 

  
 

 

‌1kدجاکه‌بای‌و‌از‌آن باید‌،‌بنابراین‌

. 2 1 32 cos 1,
s

M


  

 
  

 
 

‌.حکم‌برقرار‌است‌رو‌از‌این

 نتایج عددی
‌ ‌برای‌حل‌معادله ‌شده ‌هدف‌اصلی‌بررسی‌کارایی‌روش‌ارائه ‌این‌بخش، ‌1)در ‌است( ‌بررسی‌‌بنابراین‌به. منظور

‌:صورت‌بین‌جواب‌دقیق‌و‌تقریبی‌به‌Lو‌‌2Lهای‌‌کارایی‌بهتر‌روش‌ارائه‌شده‌نرم
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1 1
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1 1
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exact numerical

i k i k
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k N

exact numerical
L

i k i kN M

L w x t w x t

w x t w x t
 

 


  
  


 

 

 
 

نیکلسون‌با‌شرایط‌داده‌شده‌-براساس‌طرح‌کرانک‌مسئلهالگورتیم‌عددی‌زیر‌را‌برای‌حل‌چنین‌‌هم.‌کنیم‌میتعریف‌

‌‌.دیمکراستفاده‌‌2در‌بخش‌‌مسئلهسازی‌انتگرال‌منفرد‌را‌برای‌حل‌عددی‌‌بیان‌و‌بر‌اساس‌این‌الگوریتم‌گسسته



‌های‌ریاضی‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1911بهار‌،‌1،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌08
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

 الگوریتم 

 دهیم‌سازی‌زمانی‌و‌مکانی‌را‌انجام‌می‌گسستهابتدا‌. 

 کنیم‌سازی‌می‌انتگرال‌منفرد‌را‌گسسته. 

 آوریم‌دست‌می‌هرا‌ب‌مسئله‌یفرم‌ماتریس. 

 آوریم‌دست‌می‌هرا‌ب‌مسئلهبا‌حل‌دستگاه‌حاصل،‌جواب‌تقریبی‌.‌

‌ ‌ ‌برای‌نشان‌دادن‌کارایی‌روش‌بیان‌شده ‌ادامه ‌دقیق،در ‌روش‌بی‌دست‌به‌جواب‌تقریبی‌و ‌با ‌را اسپلاین‌‌آمده

CBSM)مکعبی‌
‌.ایم‌کردهنیز‌مقایسه‌(‌1

‌:زیر‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌نفوذی-دیفرانسیل‌همرفت-انتگرالله‌داعم‌.0 مثال

     
     

2 1

2
2

0

0 1, 0 1  ,
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tw x t w x t w x t
t s w x s ds F x t t

t x
x

x
 

  
    

  
   

 
1که‌در‌آن‌ ‌،1 صورتو‌شرایط‌اولیه‌و‌مرزی‌به‌

        2 2,0 2sin ( ), 0, 0, 1, 2 1 sin (1), 0 1, 0 1.w x x w t w t t x t         

‌:استصورت‌‌دینب‌مسئلهجواب‌دقیق‌.‌است

    2, 2 1 sin ( ).w x t t x   

منظور‌نشان‌دادن‌‌چنین‌به‌هم.‌نتایج‌عددی‌مربوط‌به‌تقسیمات‌زمانی‌مختلف‌در‌جدول‌زیر‌نمایش‌داده‌شده‌است

‌.ها‌نیز‌رسم‌شده‌است‌دقت‌روش‌ارائه‌شده،‌نمودارهای‌خطاهای‌آن

Mازای مقادیر مختلف ها به خطای روشبین  ۀمقایس. 0 جدول  ‌

L

CBSM

  2L

CBSM
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FDM

  2L

FDM
 M 

44104/4  440901/4  444196/4  444552/4  24 

44191/4  440101/4  444612/4  444044/4  54 
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‌

‌

‌

 

 

 

 

 

 ب             الف

50Mنمودار خطا با ( الف. 0 شکل ، 20 نمودار خطای با ( بM  

‌:زیر‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌نفوذی-دیفرانسیل‌همرفت-انتگرال‌ۀمسئل‌.0مثال 
                                                           
1. Cubic B-Spline Method 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌08با‌مشتقات‌جزئیدیفرانسیل‌-برای‌حل‌معادله‌انتگرالتفاضلات‌متناهی‌روش‌
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1که‌در‌آن ‌،2 است‌صورت‌‌دینو‌شرایط‌اولیه‌و‌مرزی‌ب‌:‌

           
2 22,0 1 , 0, 1 , 1, 3 1 , 0 1, 0 1.w x x x w t t w t t x t            

‌:است‌صورت‌دینب‌مسئلهجواب‌دقیق‌

     2 2, 1 1 .w x t t x x     

نمایش‌داده‌شده‌است‌و‌برای‌نشان‌دادن‌کارایی‌روش‌‌2نتایج‌عددی‌مربوط‌به‌تقسیمات‌زمانی‌مختلف‌در‌جدول‌

‌با ‌ گیریم‌که‌روش‌ارائه‌شده‌دقت‌و‌‌نتیجه‌می‌اسپلاین‌مکعبی‌با‌روش‌بی‌مقایسه‌جواب‌تقریبی‌و‌دقیق،‌بیان‌شده

‌.ها‌نیز‌رسم‌شده‌است‌منظور‌نشان‌دادن‌دقت‌روش‌ارائه‌شده،‌نمودارهای‌خطاهای‌آن‌چنین‌به‌هم‌.داردرا‌کارائی‌لازم‌

 Mها برای مقادیر مختلف بین خطای روش ۀمقایس .0جدول
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445919/4  442140/4  444161/4  444619/4  24 

442169/4  441991/4  444162/4  444640/4  54 
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 ب             الف

50Mازای  خطا به نمودار( الف . 0 شکل  ،20ازای  به خطای نمودار( بM ‌

‌:زیر‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌نفوذی-دیفرانسیل‌همرفت-انتگرال‌ۀمسئل‌.8مثال 
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1که‌در‌آن  ‌،2 است‌صورتدینو‌شرایط‌اولیه‌و‌مرزی‌ب‌:‌

       2,0 , 0, 0, 1, 1 , 0 1, 0 1.tw x x w t w t e t x t         

‌:استصورت‌‌دینب‌مسئلهجواب‌دقیق‌

   2, 1 .xtw x t e tx x   
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

منظور‌نشان‌دادن‌‌چنین‌به‌هم.‌نمایش‌داده‌شده‌است‌9نتایج‌عددی‌مربوط‌به‌تقسیمات‌زمانی‌مختلف‌در‌جدول‌

‌.ها‌نیز‌رسم‌شده‌است‌دقت‌روش‌ارائه‌شده،‌نمودارهای‌خطاهای‌آن

  Mها برای مقادیر مختلف  مقایسه بین خطای روش. 8 جدول
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  2L
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415490/4  416621/4  4926162/4  422991/4  24 

452964/4  451661/4  421921/4  424911/4  54 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ب             الف

50Mازای  خطا به نمودار( الف. 8 شکل  ،20به ازای  خطای نمودار( بM ‌

 

 گیری نتیجه

‌ ‌این‌مقاله، ‌مشتقات‌-انتگرال‌مسئلهحل‌‌براییک‌روش‌عددی‌براساس‌روش‌تفاضلات‌متناهی‌در دیفرانسیل‌با

ی‌دقت‌اتوان‌نتیجه‌گرفت‌که‌روش‌عددی‌ارائه‌شده‌دار‌ارائه‌شده‌میهای‌‌از‌مثال‌.کار‌برده‌شد‌به‌جزئی‌و‌هسته‌منفرد

‌‌.است‌مسئلهحل‌این‌‌برایو‌کارائی‌مطلوب‌

‌گزاری‌سپاس
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