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Introduction 

The fractional calculus deals with the generalization of integration and 

differentiation of integer order to those ones of any order .The q-fractional 

differential equation usually describes the physical process imposed on the time 

scale set Tq. In this paper, we first propose a difference formula for discretizing 

the fractional q-derivative  

𝐷𝑐
𝑞
𝛼𝑥(𝑡), 

of Caputo type with order 0 < 𝛼 < 1 and scale index 0 < 𝑞 < 1. We establish 

a rigorous truncation error boundness and prove that this difference formula is 

unconditionally stable. Then, we consider the difference method for solving the 

initial problem of q-fractional differential equation: 

𝐷𝑞
𝛼𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑐 . 

We prove the existence and stability of the difference solution and give the 

convergence analysis. Numerical experiments show the effectiveness and high 

accuracy of the proposed difference method. 

Material and methods 

In this scheme, we first present a difference formula (called the 𝐿1,𝑞 formula) 

to discretize the fractional q-derivative 𝐷𝑐
𝑞
𝛼𝑥(𝑡), of Caputo type with              
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0 < 𝛼, 𝑞 < 1. This difference formula is constructed by using the piecewise 

linear interpolation to approximate the integral function. Then, by using this 

difference formula, we establish a difference method for solving the initial 

problem of q-fractional differential equation. 

Results and discussion 

We prove that this difference method is unconditionally stable and give an error 

estimation of ∆𝑡𝑛
2-order. Numerical experiments show the high accuracy and 

effectiveness of this difference formula. To the authors’ best knowledge, it is 

the first time that an unconditionally stable difference formula is presented and 

analyzed for the q-fractional problems. Our work provides a numerical 

approach for solving the q-fractional problems. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 We present the difference formula and drive truncation error 

boundness. 

 The formula is contributed to the stability analysis. 

 The difference technique is used to solve the initial value problem of 

q-fractional differential equation. 

 The existence of the solution, stability and error estimation are given 

for the difference formula. 
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کسری تعمیمی بر انتگرال و مشتق معمولی هستند که در آن -qدیفرانسیل کسری و  ۀمعادل

روند فیزیکی تحمیل شده بر اشیاء در مقیاس  تواند باشد. معمولاًای میانتگرال از هر مرتبهمشتق و 

مشتق کسری -qتفاضلی برای  ۀکنند. در این پژوهش ابتدا یک رابطرا توصیف می 𝑇𝑞زمانی 

 𝐷𝑐
𝑞
𝛼𝑥(𝑡)  0از نوع کاپوتو با مرتبه < 𝛼 < 0برای   1 < 𝑞 < ارائه  𝐿1,𝑞تحت عنوان  1

حسابان کسری -qتفاضلی به طور مطلق پایدار و در مقایسه با  ۀکنیم که این رابطثابت می دهیم ومی

سیل دیفران ۀمعادل ۀله مقدار اولیأاز دقت بیشتری برخوردار است. سپس روش تفاضلی را برای حل مس

q-کسری 𝐷𝑞
𝛼𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑐 گیریم. همچنین یکتایی وجود جواب، پایداری و در نظر می 

دهیم که نتایج عددی آنها نشان کنیم. در پایان چند مثال ارائه میهمگرایی جواب حاصل را ثابت می

 دقت بالای روش تفاضلی مذکور خواهد بود. ۀدهند
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 مقدمه

سهم قابل توجهی از کسری انتگرال -qدیفرانسیل و -q ،کسریو انتگرال  دیفرانسیل های اخیر مسائلدر سال

[، 11[، ]28[، ]27[، ]22[، ]21[، ]22[، ]11[، ]8[، ]7[، ]6] [،2[، ]1] ندای ریاضی را به خود اختصاص دادههاپژوهش

از آن جهت که در توصیف بهتر پدیدهایی که کسری -qسیل کسری و نمعادلات دیفرا. [11[ و ]18[، ]17[، ]11، ][12]

𝑞𝑛}، شامل 𝑇𝑞روی مجموعه مقیاس زمانی ترکیب در  یترفتار گسسته و پیوسته دارند و نیز قابل ∶ 𝑛 ∈ ℤ} ∪ {0} 

پردازش سیگنال و  2آنالیز تصادفی ،1یمکانیک کوانتومتوان به کاربرد آن در میبرای مثال . بسیار مفید هستند، دارند

[، 21]5نوجکساولین بار توسط مشتق -q[. مفهوم 11] و [26[، ]21، ][14اشاره کرد ] 4و مدارهای الکترونیکی 1تصویر

و  لسالاما .شدارائه میلادی  1166در سال  [،11]6الامتوسط السگرال انت-qمیلادی معرفی شد و سپس  1128در سال 

استفاده شده ای بعدی هپژوهشرا در مقاله خود متذکر شدند که از آن در کسری -qتعریفی از حسابان [، 11همکارش ]

 [21، ][14[، ]11][، 5[، ]4]به کسری -qحسابان و حسابان -qمفاهیم پایه و مقدماتی روی است. برای مطالعه بیشتر 

قابل توسعه است کسری هنوز -qمطالعه حسابان  ،در مقایسه با حسابان کسری معمولی توان مراجعه کرد.می [26و ]

توسط پژوهشگران ، 8و مسائل مقدار مرزی 7کاپوتو کسری-qمسائل مقدار اولیه حلهایی برای وجود راهبطوریکه بررسی 

همکارش و  12، جَراد1نوابا استفاده از روش مستقیم لیاپ [.42و ] [18[، ]17]، [12[، ]12[، ]1شود ]تحقیق میبسیاری 

و همکارانش  12وانگهمچنین . اندمطالعه کردهرا از نوع کاپوتو  کسری-q 11خودگردانهای غیرپایداری سیستم[ 25در ]

همکارش در و  11تانگ .اندنوع کاپوتو را مورد بررسی قرار دادهکسری -qدیفرانسیل  ۀمعادلجواب برای وجود [ 42] در

 عددیروش [ 1همکارش ] و 14عبدالجواد .اندبیان کردهرا کسری -qمقدار اولیه از معادله  مسألهقضیه وجود برای [ 41]

و  15سپس سلحشور اند.معرفی کردهرا کسری کاپوتو -qدست آوردن یک راه حل تقریبی از معادله دیفرانسیل ه برای ب

 .عبدالجواد معرفی شد بود را مورد استفاده قرار دادند ۀوسیله که بهمگرایی روش تخمین تقریبی [ 16] درهمکارانش 

کسری -qمقدار اولیه  مسألهبرای مطالعه  18رانژو روش افزایشی لاگ 17از روش تکرار ناپایداری[ 14] در 16نوبالاهمچنین 

[ براساس موجک برنولی تابع کسری جدید را معرفی کرده و از آن در حل 21نویسندگان در ] .ندکاپوتو استفاده کرد

کسری  11آنها روش عددی جدید برای حل معادلات دیفرانسیل ریکاتی همچنین .نمودنددستگاه معادلات کسری استفاده 

، اردوخانی و همکارانش با تعریف نوعی تابع کسری 1116[. در سال 12براساس تعریف مشتق کسری کاپوتو ارائه نمودند ]

                                                           
1 Quantum mechanic 
2 Stochastic analysis 
3 Signal and image processing 
4 Electronic circuits 
5 Jakson 
6 Al-Salam 
7 Caputo type q-fractional initial value 
8 Boundary value problem 
9 Lyapunov’s direct method 
10 Jarad 
11 Non-autonmous systems 
12 Wang 
13 Tang 
14 Abdeljawad 
15 Salahshour 
16 Baleanu 
17 Variation iteration     method 
18 Lagrange multiplier method 
19 Riccati 
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هایی در یافتن جواب معادلات دیفرانسیل کسری های لاگرانژ مرتبه کسری، توانستند راه حلایجدید بر مبنای چند جمله

ع پایه ای مرتبه کسری توانستند تقریباهای مناسبی برای جواب برخی معادلات با بیان تواب . علاوه بر آنارائه دهند

 ۀاولیه از معادل مسألهبرای حل  ییک روش تفاضل و همکارش 22ژانگ اخیراً[.  15] [ و14] دیفرانسیل کسری اثبات کنند

علاوه بر این [. 44دهد ]قرار نمیرا در اختیار ما همگرایی این روش پایداری و که اندارائه نمودهکسری -qدیفرانسیل 

های به همراه محاسبات عددی و الگوریتمکسری -qدیفرانسیل  هایشمولمعادلات و سامعی و همکارانش نتایجی از 

 .[42[، ]11[، ]18[، ]22] اندرا ارائه نمودهکسری -qمورد نیاز در حسابان 

در این مقاله ما  کسری پیشنهاد شده است.-qبرای مسائل محدودی  ۀهای تقریبی و گسستروشدر حال حاضر فقط 

𝐷𝑞مشتق کسری کاپوتو -qبرای  ،شودنشان داده می 𝐿1,𝑞 که با، 21یتفاضل ۀرابطابتدا یک 
𝛼𝑐 𝑥(𝑡) مرتبه و شاخص با 

0 < 𝛼, 𝑞 < نتگرال اخطی تکراری در تقریب تابع ترکیب کار بردن ه ب با یتفاضل رابطهاین که  کنیممعرفی می  1

ی هایضریب حسابان کسری تعریف شده توسط جکسون از دقت بالایی برخوردار است.-qو در مقایسه با  ایجاد شده است

 ۀابطرکنیم که این گیریم و ثابت میرا نتیجه می ی برشخطاها سپس اندئیات بررسی شدهزبا ج رابطهاز این حاصل 

رانسیل اولیه از معادله دیف مسألهحل  در یتفاضل ۀرابط را برای ایجاد یکرابطه این در ادامه  .است بدون قید پایدار یتفاضل

q- کسری 

 𝐷𝑞
𝛼𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑐  

𝑡𝑛∆و یک تخمین خطا از مرتبه دقت بیشتری است دارای  یتفاضلرابطه که  دهیمنشان می بریم.کار میه ب
بدست  2

اعتقاد داریم  دهد.را نشان میی تفاضلرابطه صحت این دقت بالا و های ارائه شده، در مثالعددی  هایدهد. آزمایشمی

جا در ایندارای پایداری است.  ،کسری-qبررسی مسائل قید معرفی شده در بدون  یتفاضل ۀرابطکه باری است اولین این 

 . ارائه خواهد شدکسری -qعددی برای حل مسائل  یک روش

 

راجع هایی و عملکرد ، مفاهیماصلی هاینمادبرخی  2در بخش ابتدا  :اندمرتب شدهزیر براساس این مقاله  هایبخش     

برش را دهیم. همچنین خطای ارائه میرا  𝐿1,𝑞 یتفاضل رابطه 1در بخش سپس  کنیم.کسری معرفی می-qبه حسابان 

 مسألهبرای حل مذکور  یتفاضل روشاز  5باشد. در بخش می یتفاضل ۀپایداری رابطمربوط به  4. بخش کنیممیبررسی 

تقریب آن پایداری و خطا  ،تفاضل رابطه یکتایی وجود جواباستفاده کرده و کسری -qدیفرانسیل  ۀمعادل ۀمقدار اولی

 دهند.اند که صحت نتایج را به درستی نشان میهایی به همراه نتایج عددی آماده شدهمثال 6. در بخش شوندمیبیان 

 شوند.، ارائه نتایج این پژوهش ارائه می7در پایان در بخش 

  

q- حسابان و حسابانq- کسری 

ها در گذاریپردازیم و بعضی از نشانهمیکسری -qحسابان و حسابان -qروابط و ابتدا به معرفی مفاهیم در این بخش 

[ شامل مفاهیم اولیه این بخش که در ادامه عنوان 21[ و ]26] [،18] [،14مراجع ] کنیم.معرفی میرا این نوع حسابان 

ℕفرض کنیماند، هستند. شده = {1,2,3, … جایی به هجاب-qدوتایی عمل  مجموعه اعداد صحیح مثبت باشند.  {

 :شودتعریف می 𝑘𝜖ℕ، برای هر زیرصورت 

                                                           
20 Zhang 
21 Difference formula 
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(1)    (𝑡 − 𝑠)(0) = 1, (𝑡 − 𝑠)(𝑘) = ∏(𝑡 − 𝑞𝑖𝑠).

𝑘−1

𝑖=0

  

𝛼که طوریه باشد ب ϵαℝهمچنین اگر  ∉ ℕ   عمل دوتایی آنگاهq-شودزیر محاسبه می ۀجابجایی از رابط: 

(2) (𝑡 − 𝑠)(𝛼) = 𝑡𝛼  ∏
𝑡 − 𝑞𝑖𝑠

𝑡 − 𝑞𝛼+𝑖𝑠 
 ,

∞

𝑖=0

 

0که در آن  ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 فرض کنیم  .[21[ و ]26] باشدمیℂ 0مجموعه اعداد مختلط باشد. برای < |𝑞| <  و  1

 𝛼 ∈ ℂ ∖ {−𝑛: 𝑛 ∈ ℕ} ∪ {0}, 

 بوسیله  ،Γq(𝛼)گاما -qتابع 

(1) Γ𝑞(𝛼) = (1 − 𝑞)(𝛼−1)(1 − 𝑞)1−𝛼. 

 :شودبرای اعداد حقیقی و اعداد صحیح مثبت به ترتیب به صورت زیر تعریف می [𝛼]همچنین نماد  شود.تعریف می

 [𝛼] =
1 − 𝑞𝛼

1 − 𝑞
. 

 که توان نتیجه گرفت میساده  ۀیک محاسببا 

 
Γq(1) = 1,  

Γ𝑞(𝛼 + 1) = [𝛼]Γ𝑞(𝛼). 

𝑅𝑒(𝛼)برای > 0, 𝑅𝑒(𝛽) >  بتا بوسیله -qتابع   0

(4) 𝐵𝑞(𝛼, 𝛽) = ∫ 𝑡𝛼−1(1 − 𝑞𝑡)(𝛽−1)𝑑𝑝𝑡,
1

0

 

∫انتگرال-q، که در آن [21[ و ]26] شودتعریف می 𝑑𝑝𝑡   بین تابع  ۀرابط د.نشوتعریف می( 6( و )5) ۀوسیله بq- بتا و

q-شود.ینتیجه مبه صورت زیر   [18] گاما از 

 𝐵𝑞(𝛼, 𝛽) =
𝛤𝑞(𝛼)𝛤𝑞(𝛽)

𝛤𝑞(𝛼 + 𝛽)
. 

𝑞فرض کنیم  ∈ ℝ  یک نقطه ثابت باشد در این صورت زیرمجموعه𝐴 ⊂ ℝ ،q-برای  هرگاهشود هندسی نامیده می

شامل همه  𝐴زیرمجموعه ، 𝐴 متعلق به 𝑡به ازای هرباشد. همچنین مشاهده می شود که  𝐴 متعلق به  𝑡 ،𝑞𝑡هر 

𝑛 برای {𝑡𝑞𝑛} های هندسیدنباله = {0,1,2, …   ۀوسیله باست که  𝑇𝑞 زمانی مقیاسهندسی -qیک مجموعه است.  {

 𝑇𝑞 = {𝑞𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℤ} ∪ {0} 

 در آن که شود تعریف می

 ℤ = {0, ±1, ±2, … },, 

0و  < 𝑞 <  هستند. 1

|𝑞| و 𝐴 تابع حقیقی مقدار روی مجموعه  𝑓(𝑡)فرض کنیم   [21]. 1تعریف  ≠  روابط توسط  𝑓(𝑡) مشتق-q باشد. 1
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 𝐷𝑞𝑓(𝑡) =
𝑑𝑞𝑓(𝑡)

𝑑𝑞𝑡
=

𝑓(𝑞𝑡) − 𝑓(𝑡)

(𝑞 − 1)𝑡
, 

𝑡برای  ∈ 𝐴 ∖ {0} ، 

 𝐷𝑞𝑓(0) =
𝑑𝑞𝑓(𝑡)

𝑑𝑞𝑡
]

𝑡=0

= lim
𝑛→∞

𝑓(𝑡𝑞𝑛) − 𝑓(0)

𝑡𝑞𝑛
 

|𝑞| برای  < 𝑡که در آن  1 ≠  و  0

 𝐷𝑞𝑓(0) = 𝐷𝑞−1𝑓(0). 

|𝑞|برای  >  وضوح برای یک تابعه ب ی است.لمفهوم گسسته از مشتق معمویک مشتق -qواقع  درشوند. محاسبه می 1

𝑓(𝑡)  ،که روی اعداد حقیقی تعریف شده استq-مشتق آن𝐷𝑞𝑓(𝑡)   برایهمواره𝑡 ≠  𝐷𝑞𝑓(0)و وجود دارد  0

𝐷𝑞مشتق -qبالاتر  ۀمرتب اتمشتق وجود داشته باشد.  𝑓′(0)مشتق  که در صورتیخوش تعریف است 
𝑛𝑓(𝑡) ه صورتب  

 𝐷𝑞
𝑛𝑓(𝑡) = 𝐷𝑞 (𝐷𝑞

𝑛−1𝑓(𝑡)), 

𝑛رای هر ـب ≥ هر دو که  طوریه ند بـباش ℝ تابعهای حقیقی مقدار روی 𝑔(𝑡) و 𝑓(𝑡) فرض کنیم شود.تعریف می 2

𝑡 در =  :[1] گاه روابط زیر برای مشتق برقرار استآن پذیر باشند.مشتق 0

 𝐷𝑞(𝑎𝑓(𝑡) ± 𝑏𝑔(𝑡)) = 𝑎𝐷𝑞𝑓(𝑡) ± 𝑏𝐷𝑞𝑔(𝑡), 

,𝑎برای  𝑏 ∈ ℝℝ ، 

 𝐷𝑞(𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) = 𝑔(𝑡)𝐷𝑞𝑓(𝑡) + 𝑓(𝑞𝑡)𝐷𝑞𝑔(𝑡), 

 و

 𝐷𝑞 (
𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)
) =

𝑔(𝑡)𝐷𝑞𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡)𝐷𝑞𝑔(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔(𝑞𝑡)
, 

𝑔(𝑡)که در آن  ≠ 𝑔(𝑞𝑡)و  0 ≠  باشند.می 0

,𝑎)روی بازهانتگرال -q[ 24] .2 تعریف 𝑏)   بوسیله 

(5) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡 − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴.
𝑎

0

𝑏

0

𝑏

𝑎

 

  در آن شود کهتعریف می

(6) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡 = (1 − 𝑞) ∑ 𝑥𝑞𝑛𝑓(𝑥𝑞𝑛), 𝑥 ∈ 𝐴.

∞

𝑛=0

𝑥

0

 

 طبق این تعریف داریم

(7) |∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡
𝑏

0

| ≤ ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑞𝑡, 0 < 𝑏.
𝑏

0

 

(8) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡 + ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡,
𝑏

𝑐

𝑐

𝑎

𝑏

𝑎
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𝑎برای  < 𝑐 < 𝑏. 

0 ،باشند A ۀهای حقیقی مقدار روی مجموعتابع 𝑔(𝑡) و 𝑓(𝑡) فرض کنیم .1 لم ≤ 𝑎 < 𝑏  و 𝑎 و 𝑏  متعلق به

 در این صورت  کمتر از یک باشد |𝑞| و  𝐴مجموعه 

(1) ∫ 𝑔(𝑡)𝐷𝑞𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡 = (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(𝑎) − ∫ 𝑓(𝑞𝑡)𝐷𝑞𝑔(𝑡)𝑑𝑞𝑡,   
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

(12) ∫ 𝑔(𝑞𝑡)𝐷𝑞𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡 = (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(𝑎) − ∫ 𝑓(𝑡)𝐷𝑞𝑔(𝑡)𝑑𝑞𝑡.  
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

a ابتدا فرض کنیم .کنیممی بسنده( 1) ۀجا به اثبات رابط(، در این12( و )1با توجه به الگوی روابط )اثبات:  =  باشد 0

 :داریم( 6) ۀو در این صورت از رابط

 
∫ 𝑔(𝑡)𝐷𝑞𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡 = (1 − 𝑞) ∑ 𝑏𝑞𝑛𝑔(𝑏𝑞𝑛)𝐷𝑞𝑓(𝑏𝑞𝑛)

∞

𝑛=0

𝑏

0

 

= (1 − 𝑞)𝑏 ∑ 𝑞𝑛𝑔(𝑏𝑞𝑛)
𝑓(𝑏𝑞𝑛) − 𝑓(𝑏𝑞𝑛+1)

(1 − 𝑞)𝑏𝑞𝑛

∞

𝑛=0

           

= ∑ 𝑔(𝑏𝑞𝑛)(𝑓(𝑏𝑞𝑛) − 𝑓(𝑏𝑞𝑛+1)),

∞

𝑛=0

 

 و 

 
∫ 𝑓(𝑔𝑡)𝐷𝑞𝑔(𝑡)𝑑𝑞𝑡 = (1 − 𝑞) ∑ 𝑏𝑞𝑛𝑓(𝑏𝑞𝑛+1)𝐷𝑞𝑔(𝑏𝑞𝑛)

∞

𝑛=0

𝑏

0

 

= (1 − 𝑞)𝑏 ∑ 𝑞𝑛𝑓(𝑏𝑞𝑛+1)
𝑔(𝑏𝑞𝑛) − 𝑔(𝑏𝑞𝑛+1)

(1 − 𝑞)𝑏𝑞𝑛
  

∞

𝑛=0

 

= ∑ 𝑓(𝑏𝑞𝑛+1)(𝑔(𝑏𝑞𝑛) − 𝑔(𝑏𝑞𝑛+1))

∞

𝑛=0

 

 اهیم داشت:وخ بنابراین

(11) 

∫ 𝑔(𝑡)𝐷𝑞𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡
𝑏

0

+ ∫ 𝑓(𝑞𝑡)𝐷𝑞𝑔(𝑡)𝑑𝑞𝑡
𝑏

0

= ∑(𝑓(𝑏𝑞𝑛)𝑔(𝑏𝑞𝑛) −

∞

𝑛=0

𝑓(𝑏𝑞𝑛+1)𝑔(𝑏𝑞𝑛+1))

= 𝑓(𝑏)𝑔(𝑏) − lim
𝑛→∞

(𝑓𝑔)(𝑏𝑞𝑛+1) = (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(0).  

𝑎حال فرض کنیم  >  :( داریم11) و( 5بنابر روابط )باشد. در این صورت  0

 
∫ 𝑔(𝑡)𝐷𝑞𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡 = ∫ 𝑔(𝑡)𝐷𝑞𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡

𝑏

0

𝑏

𝑎

− ∫ 𝑔(𝑡)𝐷𝑞𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡
𝑎

0

= (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(0) − ∫ 𝑓(𝑞𝑡)𝐷𝑞𝑔(𝑡)𝑑𝑞𝑡
𝑏

0

− (𝑓𝑔)(𝑎)

+ (𝑓𝑔)(0) + ∫ 𝑓(𝑞𝑡)𝐷𝑞𝑔(𝑡)𝑑𝑞𝑡
𝑎

0

= (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(𝑎) − ∫ 𝑓(𝑞𝑡)
𝑏

𝑎

𝐷𝑞𝑔(𝑡)𝑑𝑞𝑡. 
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 تمام است.اثبات لذا 

 .پردازیممیکسری -qحسابان در ادامه به بیان 

𝐴، 𝛼متعلق به  𝑡م فرض کنی [16] .3تعریف  ≠ −1, −2, 𝑎 و … ≥  22لیوویل-کسری ریمان-qانتگرال باشند.  0

𝐼𝑞,𝑎ۀوسیله ب، 𝑎کران پایین با 
0 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡)  و 

(12) 𝐼𝑞,𝑎
𝛼 𝑓(𝑡) =

1

𝛤𝑞(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼−1)

𝑡

𝑎

𝑓(𝑠)𝑑𝑞𝑠.     

𝛼به ترتیب برای  =  شود.تعریف می 𝛼 هر و 0

𝑎 مفرض کنی[ 12]. 0 تعریف ≥ 0 ،𝑎  متعلق به𝐴  و𝑛 = ⌈α⌉  باشند که در آن⌈α⌉ کوچکترین عدد صحیح بزرگتر ،

:𝑓(𝑡)تابع  ،ϵ ۀمرتباز  لیوویل-ریمان کسری-qمشتق باشد. می αبا مساوی  (𝑎, ∞) → ℝ  ۀبا ضابط  

(11) 𝐷𝑞,𝑎
𝛼 𝑓(𝑡) = {

𝐼𝑞,𝑎
−𝛼𝑓(𝑡),          𝑎 ≤ 0,

𝐷𝑞
𝑛𝐼𝑞,𝑎

𝑛−𝛼𝑓(𝑡),   𝑎 > 0,
   

 شود.تعریف می

𝑎 مفرض کنی[ 12]. 5تعریف  ≥ 0 ،𝑎  متعلق به𝐴  و𝑛 = ⌈α⌉ .مشتق  باشندq- ۀمرتبکاپوتو از کسری ϵ ، تابع

𝑓(𝑡): (𝑎, ∞) → ℝ  شود:زیر تعریف می ۀبا ضابط 

(14) 𝐷𝑐
𝑞,𝑎
𝛼 𝑓(𝑡) = {

𝐼𝑞,𝑎
−𝛼𝑓(𝑡),          𝑎 ≤ 0,

𝐼𝑞,𝑎
𝑛−𝛼𝐷𝑞

𝑛𝑓(𝑡),   𝑎 > 0,
    

𝐼𝑞های نمادجا برای سادگی در این
𝛼𝑓(𝑡) ،𝐷𝑞

𝛼𝑓(𝑡)  و𝐷𝑐
𝑞
𝛼𝑓(𝑡)  به ترتیب برای را𝐼𝑞,0

𝛼 𝑓(𝑡)، 𝐷𝑞,0
𝛼 𝑓(𝑡)  و

 𝐷𝑐
𝑞,0
𝛼 𝑓(𝑡)رابطه بین مشتق [، 14[ و ]1]در مراجع   بریم.کار میه بq- ۀمرتبکاپوتو از کسری ϵ  و مشتقq- کسری

 شده است:بیان به صورت زیر  ϵمرتبه لیوویل از -ریمان

(15) 𝐷𝑐
𝑞,𝑎
𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐷𝑞

𝛼 (𝑓(𝑡) − ∑
𝐷𝑞

𝑗
𝑓(0)

𝛤𝑞(𝑗 + 1)

𝑛−1

𝑗=0

𝑡𝑗) , 𝑛 = ⌈α⌉, 𝛼 > 0   

0ویژه برای ه ب < 𝛼 <  :داریم، 1

(16) 𝐷𝑐
𝑞,𝑎
𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐷𝑞

𝛼𝑓(𝑡) −
𝑡−𝛼

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
𝑓(0).     

 

 𝑳𝟏,𝒒 تفاضلی ۀمعرفی رابط

𝐷𝑐 کسری کاپوتو -qبرای مشتق ی تفاضل ۀرابط یکدر این بخش 
𝑞
𝛼𝑥(𝑡) 0ۀمرتب با < 𝛼 < برای اولین بار   1

 دهیم. خطای برش آن را نشان می ۀمحدودو کنیم ارائه می

 

                                                           
22 Riemann-Liouville 
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0به ازای هر کسری کاپوتو -qمشتق ابتدا  < 𝑡 ≤ 𝑏 گیریمرا در نظر می: 

(17) 𝐷𝑐
𝑞
𝛼𝑥(𝑡) =

1

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(−𝛼)

𝑡

0

𝐷𝑞𝑥(𝑠)𝑑𝑞𝑠,   

𝑞که در آن  < 0و  1 < 𝛼, برای تقریب ی تفاضلرابطه  یکسعی داریم باشند. می 𝐷𝑐
𝑞
𝛼𝑥(𝑡)ۀروی نقط 

{𝑡𝑘}گسسته ⊂ 𝑇𝑞,𝑏   بیابیم که در آن 

 𝑇𝑞,𝑏 = {𝑏𝑞𝑛: 𝑛 = 0,1, … } ∪ {0}. 

 فرض کنیم 

 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑁 = 𝑏, 

,0]  ۀیک افراز از باز  𝑏] با𝑡𝑘 = 𝑏𝑞𝑁−𝑘   متعلق به𝑇𝑞,𝑏 هر گام  ۀاندازکه  طوریه باشد ب∆𝑡𝑘 = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1، که 

1در آن ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 و𝑁 ≥  صحیح است. یعدد  1

𝑠برای هر را به صورت زیر  𝑥(𝑡)تابع  ۀدرونیابی خطی نقطه به نقط. 6تعریف  ∈ [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘] کنیم:تعریف می 

(18) 𝐿1,𝑘(𝑠) =
𝑠 − 𝑡𝑘−1

∆𝑡𝑘
𝑥(𝑡𝑘) +

𝑡𝑘 − 𝑠

∆𝑡𝑘
𝑥(𝑡𝑘−1),   

𝑘که در آن  = 1,2, … , 𝑁 . همچنین خطای درونیابی را با 

(11) 𝑅𝑘(𝑠) = 𝑥(𝑠) − 𝐿1,𝑘(𝑠), 𝑠 ∈ [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘], 𝑘 = 1,2, … , 𝑁 

 از آنجائیکه کنیم. محاسبه می

(22) 𝐷𝑐
𝑞
𝛼𝑥(𝑡) =

1

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
∑ ∫ (𝑡𝑛 − 𝑞𝑠)(−𝛼)

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑛

𝑘=1

𝐷𝑞𝑥(𝑠)𝑑𝑞𝑠,   

 استفاده از برابری  و (22) در 𝐿1,𝑘𝑥(𝑠) با 𝑥(𝑠)گزینی با جای

 𝐷𝑞𝐿1,𝑘𝑥(𝑠) =
𝑥(𝑡𝑘) − 𝑥(𝑡𝑘−1)

∆𝑡𝑘
, 

𝑘برای هر  = 1,2, … , 𝑛 ،:خواهیم داشت 

(21) 𝐷𝑐
𝑞
𝛼𝑥(𝑡𝑛) =

1

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
∑ 𝑏𝑘(𝑥(𝑡𝑘) − 𝑥(𝑡𝑘−1)

𝑛

𝑘=1

) + 𝑅𝑞
𝑛, 

(22) 𝑏𝑘 =
1

∆𝑡𝑘
∫ (𝑡𝑛 − 𝑞𝑠)(−𝛼)

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑑𝑞𝑠,      

 در آن خطای برش عبارت است از که 

(21) 𝑅𝑞
𝑛 =

1

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
∑ ∫ (𝑡𝑛 − 𝑞𝑠)(−𝛼)

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑛

𝑘=1

𝐷𝑞𝑅𝑘(𝑠)𝑑𝑞𝑠,    

 شود:مینتیجه  به صورت زیر 𝐿1,𝑞 یتفاضل ۀرابطبنابراین 
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(24) ∆𝑞
𝛼𝑥𝑛 =

1

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
∑ 𝑏𝑘(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1),

𝑛

𝑘=1

𝐷𝑐
𝑞
𝛼𝑥(𝑡𝑛) = ∆𝑞

𝛼𝑥(𝑡𝑛) + 𝑅𝑞
𝑛, 

,0]روی  𝑥(𝑡)که  طوریه است ب {𝑡𝑘}مجموعه تعریف شده روی هر تابع  𝑥𝑘در آن  که 𝑡𝑁]  قرار  .باشدمیپیوسته

𝑥𝑘 دهیممی = 𝑥(𝑡𝑘).  

𝑅𝑞برش خطای ادامه در 
𝑛 پردازیم.مورد نیاز میچند لم به بیان و اثبات ابتدا  زنیم.را تخمین می 

,𝑎] تابع پیوسته روی 𝑥(𝑡)کنید   ضفر( 21رول-q)لم  .2 لم 𝑏] برایدر این صورت  باشد 𝑞 متعلق به (𝑎, 𝑏) ۀنقطξ  

,𝑎)متعلق به  𝑏) که طوریه وجود دارد ب 𝐷𝑞𝑥(ξ) = 0. 

 [ مراجعه شود.21]به مرجع اثبات: 

,𝑡𝑘−1]روی  𝐷𝑞𝑥(𝑠)و  𝑥(𝑠)کنید  ضفر .3 لم 𝑡𝑘] .درونیابی خطی گاه خطای آن پیوسته باشند 

 𝑅𝑘(𝑠) = 𝑥(𝑠) − 𝐿1,𝑘(𝑠), 

𝑠برای به صورت زیر  ∈ [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘]  وξ
𝑘

∈ (𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘) شود:بیان می 

 𝑅𝑘(𝑠) =
1

1 + 𝑞
𝐷𝑞

2𝑥(ξ
𝑘

)(𝑠 − 𝑡𝑘−1)(𝑠 − 𝑡𝑘),   

1که در آن  ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 .است 

𝑅𝑘(𝑡𝑘−1)که  از این اثبات: = 𝑅𝑘(𝑡𝑘) =  کنیمفرض یم توانمی،  0

(25) 𝑅𝑘(𝑠) = 𝐾𝑞(𝑠)(𝑠 − 𝑡𝑘−1)(𝑠 − 𝑡𝑘),   

𝑠برای  ∈ [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘] که در آن ،𝐾𝑞(𝑠) نقطه ثابت  است. 24یک تابع نامعین𝑠 ∈ (𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘) گیریم را در نظر می

 کنیم و فرض می

 𝜑𝑞(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝐿1,𝑘(𝑡) − 𝐾𝑞(𝑠)(𝑡 − 𝑡𝑘−1)(𝑡 − 𝑡𝑘). 

 چون

 𝜑𝑞(𝑡𝑘−1) = 𝜑𝑞(𝑡𝑘) = 𝜑𝑞(𝑠) = 0 

𝐷𝑞شود که، ملاحظ میرول-q، 2استفاده از لم مرتبه با دو
2𝜑𝑞(𝑡)   حداقل یک نقطه صفرξ

𝑘
∈ (𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘)  .دارد

 خواهیم داشت: بنابراین

 
𝐷𝑞

2𝜑𝑞(ξ
𝑘

) = 𝐷𝑞
2 (𝑥(𝑡) − 𝐿1,𝑘(𝑡) − 𝐾𝑞(𝑠)(𝑡 − 𝑡𝑘−1)(𝑡 − 𝑡𝑘)) |𝑡 = ξ

𝑘

= 𝐷𝑞
2𝑥(ξ

𝑘
) − (1 + 𝑞)𝐾𝑞(𝑠) = 0 

 رو داریم:از این

 𝐾𝑞(𝑠) =
𝐷𝑞

2𝑥(ξ
𝑘

)

1 + 𝑞
. 

                                                           
23 q-Rulle lemma 
24 Undetermined function 



  1041ۀ سوم، ، شمارهشتم دورۀ ،های ریاضیپژوهش                                                                                                                                                                      11

 

 شد.خواهد اثبات تمام ( 25) ۀرابط در 𝐾𝑞(𝑠)گذاری با جای

0کنید  ضفر .0 لم < 𝛼, 𝑞 < 0 برای  آنگاه باشد. 𝑠نسبت به متغیر  مشتق-qعملگر  𝐷𝑞 و  1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡داریم: 

(26) 𝐷𝑞(𝑡 − 𝑠)(−𝛼) = −[−𝛼](𝑡 − 𝑞𝑠)(−𝛼−1),    

 و

(27) |(𝑡 − 𝑞𝑠)(−𝛼−1)| ≤ 𝑡−𝛼−1
1

1 − 𝑞𝛼

1

1 − 𝑞1−𝛼
. 

 :داریم (2) ۀرابطو  𝐷𝑞با استفاده از عملگر  .کنیمرا ثابت می( 26) ۀرابطابتدا  اثبات:

(28) 𝐷𝑞(𝑡 − 𝑠)(−𝛼) =
(𝑡 − 𝑞𝑠)(−𝛼) − (𝑡 − 𝑠)(−𝛼)

(𝑞 − 1)𝑠
=

𝑡−𝛼

(𝑞 − 1)𝑠
lim

𝑚→∞
𝑠𝑚, 

 که در آن 

 𝑠𝑚 = ∏ [
(𝑡 − 𝑞𝑖+1𝑠)

(𝑡 − 𝑞𝑖+1−𝛼𝑠)
−

(𝑡 − 𝑞𝑖𝑠)

(𝑡 − 𝑞𝑖−𝛼𝑠)
] .

𝑚

𝑖=0

 

 توان نتیجه گرفت:ه ساده میبا محاسبهمچنین 

 

𝑠𝑚 = ∏
(𝑡 − 𝑞𝑖𝑠)

(𝑡 − 𝑞𝑖−𝛼𝑠)
[

(𝑡 − 𝑞𝑚+1𝑠)

(𝑡 − 𝑞𝑚+1−𝛼𝑠)
−

(𝑡 − 𝑠)

(𝑡 − 𝑞−𝛼)𝑠
]

𝑚

𝑖=1

= ∏
(𝑡 − 𝑞𝑖𝑠)

(𝑡 − 𝑞𝑖−𝛼𝑠)
[

𝑠𝑡(1 − 𝑞−𝛼)(1 − 𝑞𝑚+1)

(𝑡 − 𝑞𝑚+1−𝛼𝑠)(𝑡 − 𝑞−𝛼𝑠)
]

𝑚

𝑖=1

= ∏
(𝑡 − 𝑞𝑖+1𝑠)

(𝑡 − 𝑞𝑖−𝛼𝑠)

𝑚

𝑖=1

[
𝑠𝑡(1 − 𝑞−𝛼)(1 − 𝑞𝑚+1)

(𝑡 − 𝑞𝑚+1−𝛼𝑠)(𝑡 − 𝑞𝑚+1𝑠)
]

= ∏
(𝑡 − 𝑞𝑖+1𝑠)

(𝑡 − 𝑞𝑖−𝛼𝑠)

∞

𝑖=1

[
𝑠(1 − 𝑞−𝛼)

𝑡
], 

𝑚که در آخرین تساوی زمانی است که  → خواهیم ( 28) ۀگذاری نتیجه حاصل در رابطجایبا . حال کندمیل می ∞

 داشت:

 𝐷𝑞(𝑡 − 𝑠)(−𝛼) =
(1 − 𝑞−𝛼)

(𝑞 − 1`)
𝑡−𝛼−1 ∏

(𝑡 − 𝑞𝑖+1𝑠)

(𝑡 − 𝑞𝑖−𝛼𝑠)

∞

𝑖=0

= −[−𝛼](𝑡 − 𝑞𝑠)(−𝛼−1). 

 چون دهیم. نشان میرا ( 27)حال درستی نابرابری 

(21) (𝑡 − 𝑞𝑠)(−𝛼−1) = 𝑡−𝛼−1 lim
𝑚→∞

𝑠′𝑚,   

 که در آن 

 𝑠′𝑚 = ∏
(𝑡 − 𝑞𝑖+1𝑠)

(𝑡 − 𝑞𝑖−𝛼𝑠)

𝑚

𝑖=0

 

 و
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 max
0≤𝑠≤𝑡

|
(𝑡 − 𝑞𝑠)

(𝑡 − 𝑞−𝛼𝑠)
| = max {1, |

1 − 𝑞

1 − 𝑞−𝛼|} ≤
1 − 𝑞

1 − 𝑞𝛼
, 

 max
0≤𝑠≤𝑡

|
(𝑡 − 𝑞𝑖+1𝑠)

(𝑡 − 𝑞𝑖−𝛼𝑠)
| =

(1 − 𝑞𝑖+1)

(1 − 𝑞𝑖−𝛼)
, 

1برای هر  ≤ 𝑖  .بنابراینبرقرار است 

 

|𝑠′𝑚| ≤
1 − 𝑞

1 − 𝑞𝛼
∏

(1 − 𝑞𝑖+1)

(1 − 𝑞𝑖−𝛼)

∞

𝑖=0

=
1

1 − 𝑞𝛼

1

1 − 𝑞1−𝛼

1 − 𝑞

1 − 𝑞2−𝛼

1 − 𝑞2

1 − 𝑞3−𝛼
…

1 − 𝑞𝑚−1

1 − 𝑞𝑚−𝛼

1 − 𝑞𝑚

1

1 − 𝑞𝑚+1

1

≤
1

1 − 𝑞𝛼

1

1 − 𝑞1−𝛼
. 

 شود.اثبات کامل می، (21) ۀگذاری در رابطکه با جای

 پردازیم.خطای برش میتخمین  ۀبه محاسبحال 

,𝑎]روی  𝐷𝑞𝑥(𝑡)و  𝑥(𝑡)فرض کنید .1 ۀقضی 𝑏]  تفاضلی ۀرابط. در این صورت خطای برش پیوسته باشند 𝐿1,𝑞 ، 

𝑛معرفی شده است، برای  (24) ۀکه در رابط ≥  کند:در نابرابری زیر صدق می 1

(12) |𝑅𝑞
𝑛| ≤

1

4𝛤𝑞(1 − 𝛼)

1

1 − 𝑞2

1

𝑞𝛼 − 𝑞
 𝑡𝑛

−𝛼∆𝑡𝑛
2 max

0≤𝑡≤𝑡𝑛

|𝐷𝑞
2𝑥(𝑡)|. 

�̅�(s) فرض کنیم اثبات:  = 𝑅𝑘(𝑠) برای هر ،𝑠 ∈ [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘]  1که در آن ≤ 𝑘 ≤ 𝑁  (،  21) ۀرابــط ازباشد. می

q-داریم 4لم ( و 12) ۀبطار ،نتگرالا: 

 

𝑅𝑞
𝑛 =

1

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
 ∑ ∫ (𝑡𝑛 − 𝑞𝑠)(−𝛼)

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑛

𝑘=1

𝐷𝑞𝑅𝑘(𝑠)𝑑𝑞𝑠

=
(𝑡𝑛 − 𝑞𝑠)(−𝛼)

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
𝑅𝑘(𝑠)

−
1

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
∑ ∫ 𝐷𝑞

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑛

𝑘=1

(𝑡𝑛 − 𝑠)(−𝛼)𝑅𝑘(𝑠)𝑑𝑞𝑠

=
[−𝛼]

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
∫ (𝑡𝑛 − 𝑠)(−𝛼−1)

𝑡

0

�̅�(s)𝑑𝑞𝑠. 
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 شود:نتیجه می( 27) ۀرابطو  1لم (، 8( و )7)روابط ز استفاده ابا رو از این

 

|𝑅𝑞
𝑛| =

|[−𝛼]|

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
∫ |(𝑡𝑛 − 𝑠)(−𝛼−1)�̅�(s)|

𝑡

0

𝑑𝑞𝑠

=
|[−𝛼]|

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
∑ ∫ |(𝑡𝑛 − 𝑞𝑠)(−𝛼−1)

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑛

𝑘=1

𝑅𝑘(𝑠)|𝑑𝑞𝑠

≤
|[−𝛼]|

𝛤𝑞(1 − 𝛼)

1

1 + 𝑞

1

4
max

1≤𝑘≤𝑛
|∆𝑡𝑘|2 max

0≤𝑡≤𝑡𝑛

|𝐷𝑞
2𝑥(𝑡)| ∫ |(𝑡𝑛 − 𝑠)(−𝛼−1)|

𝑡𝑛

0

𝑑𝑞𝑠

≤
|[−𝛼]|

𝛤𝑞(1 − 𝛼)

1

1 + 𝑞

1

4
max

1≤𝑘≤𝑛
|∆𝑡𝑘|2 max

0≤𝑡≤𝑡𝑛

|𝐷𝑞
2𝑥(𝑡)| 𝑡𝑛

−𝛼
1

1 − 𝑞𝛼

1

1 − 𝑞1−𝛼

=
1

𝛤𝑞(1 − 𝛼)

𝑞−𝛼

1 − 𝑞2

1

4

1

1 − 𝑞1−𝛼
𝑡𝑛

−𝛼∆𝑡𝑛
2 max

0≤𝑡≤𝑡𝑛

|𝐷𝑞
2𝑥(𝑡)|. 

 و لذا برهان تمام است.

 

 𝑳𝟏,𝒒 تفاضلی ۀپایداری رابط

 کنیم.را بیان میزیر ابتدا دو لم 

0 برای .5 لم < 𝛼, 𝑞 <  مساوینا 1

(11) 𝑡𝑛
−𝛼 < (𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+1𝑠)(−𝛼) ≤ (𝑡𝑛 − 𝑞𝑠)(−𝛼),      

0به ازای هر  ≤ 𝑠 ≤ 𝑡𝑛 که در آن  ،برقرار است𝑖 ≥ 0. 

𝑗 نابرابری، چون برای هرمت چپ برای اثبات س اثبات: ≥ 𝑖و  0 ≥  ، نابرابری0

 
𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+𝑗+1𝑠

𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+𝑗+1−𝛼𝑠
> 1, 

 داریم: برقرار است،

 (𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+1𝑠)(−𝛼) = 𝑡𝑛
−𝛼 ∏

𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+𝑗+1𝑠

𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+𝑗+1−𝛼𝑠

∞

𝑗=0

> 𝑡𝑛
−𝛼, 

𝑖به ازای هر   ≥ 0و هر  0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡𝑛 .حاصل، برای هر  ۀحال با استفاده از رابط𝑖 ≥  داریم: 1

 

(𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+1𝑠)(−𝛼) − (𝑡𝑛 − 𝑞𝑠)(−𝛼)

= 𝑡𝑛
−𝛼 ∏

(𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+𝑗+1𝑠)

(𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+𝑗+1−𝛼𝑠)

∞

𝑗=0

− 𝑡𝑛
−𝛼 ∏

(𝑡𝑛 − 𝑞𝑗+1𝑠)

(𝑡𝑛 − 𝑞𝑗+1−𝛼𝑠)

∞

𝑗=0

= 𝑡𝑛
−𝛼 ∏

(𝑡𝑛 − 𝑞𝑗+1𝑠)

(𝑡𝑛 − 𝑞𝑗+1−𝛼𝑠)

∞

𝑗=0

(1 − ∏
(𝑡𝑛 − 𝑞𝑗+1𝑠)

(𝑡𝑛 − 𝑞𝑗+1−𝛼𝑠)

∞

𝑗=0

) < 0. 

 در نتیجه اثبات تمام است.
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 گاه آن تعریف شده باشد.( 22) ۀرابط ۀوسیله ب {𝑏𝑘} فرض کنیم سری .6 لم

(12) 𝑏𝑘 = (𝑡𝑘 − 𝑞𝑡𝑘)(−𝛼), 𝑘 ≥ 2   

(11) 𝑡𝑛
−𝛼 < 𝑏1 < 𝑏2 < ⋯ < 𝑏𝑘−1 < 𝑏𝑘 , 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,    

𝑡𝑘∆چون اثبات: = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1 = 𝑡𝑘(1 − 𝑞), 𝑡𝑘−1 = 𝑞𝑡𝑘  برای (22) ۀباشد، با استفاده از رابطمی ،𝑘 ≥ 2 

 خواهیم داشت:

 

𝑏𝑘 =
1

∆𝑡𝑘
∫ (𝑡𝑛 − 𝑞𝑠)(−𝛼)

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑑𝑞𝑠

=
1

∆𝑡𝑘
∫ (𝑡𝑛 − 𝑞𝑠)(−𝛼)

𝑡𝑘

0

𝑑𝑞𝑠 −
1

∆𝑡𝑘
∫ (𝑡𝑛 − 𝑞𝑠)(−𝛼)

𝑡𝑘−1

0

𝑑𝑞𝑠

= (1 − 𝑞) ∑
𝑡𝑘

∆𝑡𝑘

∞

𝑖=0

𝑞𝑖(𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+1𝑡𝑘)
(−𝛼)

− (1 − 𝑞) ∑
𝑡𝑘−1

∆𝑡𝑘

∞

𝑖=0

𝑞𝑖(𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+1𝑡𝑘−1)
(−𝛼)

= ∑ 𝑞𝑖(𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+1𝑡𝑘)
(−𝛼)

∞

𝑖=0

− ∑ 𝑞𝑖+1(𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+1𝑡𝑘)
(−𝛼)

∞

𝑖=0

= (𝑡𝑛 − 𝑞𝑡𝑘)(−𝛼). 

 داریم: 5لم بنابر ابتدا ، (11)بررسی درستی نابرابری برای  کند.را بیان می( 12) تساویحاصل همان  ۀنتیجکه 

(14) 

𝑏1 =
1

∆𝑡𝑘
∫ (𝑡𝑛 − 𝑞𝑠)(−𝛼)

𝑡𝑘

0

𝑑𝑞𝑠 = (1 − 𝑞) ∑
𝑡1

∆𝑡1

∞

𝑖=0

𝑞𝑖(𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+1𝑡1)
(−𝛼)

> 𝑡𝑛
−𝛼(1 − 𝑞) ∑ 𝑞𝑖

∞

𝑖=0

= 𝑡𝑛
−𝛼 

 و

(15) 𝑏1 = (1 − 𝑞) ∑
𝑡1

∆𝑡1

∞

𝑖=0

𝑞𝑖(𝑡𝑛 − 𝑞𝑖+1𝑡1)
(−𝛼)

≤ (1 − 𝑞) ∑ 𝑞𝑖

∞

𝑖=0

(𝑡𝑛 − 𝑞𝑡1)(−𝛼)

= (𝑡𝑛 − 𝑞𝑡1)(−𝛼). 

 خواهیم داشت: 5و لم ( 15(، )12)حال با استفاده از روابط 

(16) 𝑏2 − 𝑏1 ≥ (𝑡𝑛 − 𝑞𝑡𝑘)(−𝛼) − (𝑡𝑛 − 𝑞𝑡𝑘−1)(−𝛼)

= (𝑡𝑛 − 𝑞𝑡𝑘)(−𝛼) − (𝑡𝑛 − 𝑞2𝑡𝑘)(−𝛼) > 0. 

𝑘توانیم برای هر می 5و لم ( 12) ۀاز طرفی از رابط ≥  نتیجه بگیریم که: 3

(17) 𝑏𝑘 − 𝑏𝑘−1 = (𝑡𝑛 − 𝑞𝑡𝑘)(−𝛼) − (𝑡𝑛 − 𝑞𝑡𝑘−1)(−𝛼)

= (𝑡𝑛 − 𝑞𝑡𝑘)(−𝛼) − (𝑡𝑛 − 𝑞2𝑡𝑘)(−𝛼) > 0, 
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را  ،(24) ۀرابط، 𝐿1,𝑞 یتفاضل ۀرابطپایداری حال خواهیم گرفت. را نتیجه ( 11)نابرابری ( 17( و )16)روابط  ترکیباز 

 :گیریمزیر را در نظر می ۀمعادلمنظور  کنیم. بدینبررسی می

(18) ∆𝑞
𝛼𝑥𝑛 = 𝑓𝑛, 𝑛 = 1,2, … , 𝑁, ∆𝑞

𝛼𝑥𝑛 =  
1

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
∑ 𝑏𝑘(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

𝑛

𝑘=1

,    

f و 𝑥0ن مقدار اولیه که در آ n ۀاند. حال با استفاده از رابطشده داده  

 ∑ 𝑏𝑘(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

𝑛

𝑘=0

= 𝑏𝑛𝑥𝑛 + ∑(𝑏𝑘 − 𝑏𝑘−1)𝑥𝑘 − 𝑏1𝑥0,

𝑛−1

𝑘=1

 

𝑛( را، برای 18)ی تفاضل ۀرابطتوانیم می ≥  به شکل زیر بنویسیم: 1

(11) 𝑏𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1𝑥0 + ∑(𝑏𝑘+1 − 𝑏𝑘)𝑥𝑘 + 𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑓𝑛 

𝑛−1

𝑘=1

. 

 نابرابری  در ،(11)تفاضل  ۀکه جواب معادل طوری ب ،پایدار است قیدبدون 𝐿1,𝑞 ی تفاضل ۀرابط. 2 ۀقضی

 |𝑥𝑛| ≤ |𝑥0| + 𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑡𝑛
𝛼  max

1≤𝑘≤𝑛
|𝑓𝑘|,  

𝑛برای  ≥  .کندصدق می 1

 داریم: 6لم  و( 11) ۀرابط با استفاده از اثبات:

(42) 
𝑏𝑛|𝑥𝑛| ≤ 𝑏1|𝑥0| + ∑(𝑏𝑘+1 − 𝑏𝑘) max

1≤𝑘≤𝑛
|𝑥𝑘|

𝑛−1

𝑘=1

+ 𝛤𝑞(1 − 𝛼)|𝑓𝑛|

≤ 𝑏1|𝑥0| + (𝑏𝑛 − 𝑏1) max
1≤𝑘≤𝑛

|𝑥𝑘| + 𝛤𝑞(1 − 𝛼)|𝑓𝑛|. 

1 فرض کنیم ≤ 𝑛0 ≤ 𝑛  که طوریه بباشد |𝑥𝑛0| = max
1≤𝑘≤𝑛

|𝑥𝑘|( اگر قرار دهیم 42. در نتیجه ،)𝑛 = 𝑛0گاه ، آن

 خواهیم داشت:

   𝑏1 max
1≤𝑘≤𝑛

|𝑥𝑘| ≤ 𝑏1|𝑥0| + 𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑡𝑛
𝛼  max

1≤𝑘≤𝑛
|𝑓𝑘|. 

 تمام است. ، برهان(11) ۀرابط با استفاده ازرو از این

 

 کسری-q دیفرانسیلبرای معادله  یروش تفاضل
 کسری -q دیفرانسیل ۀمعادل ۀمقدار اولی مسأله

(41) {
𝐷𝑞

𝛼𝑥(𝑡)𝑐 = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)), 0 < 𝑡 ≤ 𝑏, 0 < 𝑞, 𝑎 < 1, 𝑡 ∈ 𝑇𝑞,𝑏 ,

𝑥(0) = 𝑥0,                                                                                    
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:𝑓در آن تابع  کهگیریم، را در نظر می [0, 𝑏] × ℝ𝑑 → ℝ𝑑 پیوسته و 𝑑 ≥ ,0] بازهاست. افراز  1 𝑏]  که در بخش

، (41) مسألهحل ی که برای روش تفاضلبیان شد و  𝐿1,𝑞 یتفاضل ۀکه از رابطبا تعریفی  .گیریممیدر نظر را بیان شد  1

𝑛توان برای می = 1,2, … , 𝑁 :نتیجه گرفت 

(42) 𝑏𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1𝑥0 + ∑(𝑏𝑘+1 − 𝑏𝑘)𝑥𝑘 + 𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑓(𝑡𝑛, 𝑥𝑛),       

𝑛−1

𝑘=1

 

  .دهیممورد بررسی قرار میرا  یتفاضلحل یکتایی وجود ابتدا 

:𝑓تابع  فرض کنیم .3 ۀقضی [0, 𝑏] × ℝ𝑑 → ℝ𝑑  لیپشیتس پیوسته و در شرط 

(41) |𝑓(𝑡, 𝑥) − 𝑓(𝑡, 𝑥′)| ≤ 𝐿|𝑥 − 𝑥′|, 

,𝑥 برای هر  𝑥′ ∈ 𝑅𝑑  صدق کند و𝐿1 = 𝐿𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑏𝛼 < دارای ( 42) یتفاضل ۀمعادلباشد. در این صورت  1

 فرد است.هجواب منحصرب

𝑛 برای هر ثابتست نشان دهیم کافی اثبات: ≥ 𝑘 که {𝑥𝑘}و دنباله  1 = 0,1,2, … , 𝑛 − فرد  هعنصر منحصرب ،1

𝑥𝑛  گیریمتکرار زیر را در نظر میالگوی صدق کند. ( 42)ه ۀرابط درکه  طوریه داشته باشد بوجود: 

(44) 𝑏𝑛𝑥𝑛,𝑙 = ∑(𝑏𝑘+1 − 𝑏𝑘)𝑥𝑘 + 𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑓(𝑡𝑛, 𝑥𝑛,𝑙−1), 𝑙 = 1,2, … , 𝑥𝑛,0 = 𝑥𝑛−1.

𝑛−1

𝑘=1

 

𝑏𝑛داشته باشید که داریم توجه  ≥ 𝑡𝑛
−𝛼 ≥ 𝑏−𝛼 ( 44( و )41و نیز از روابط ) برای𝑙 ≥  :داریم 1

 |𝑥𝑛,𝑙+1 − 𝑥𝑛,𝑙| = 𝑏𝑛
−1𝛤𝑞(1 − 𝛼)|𝑓(𝑡𝑛 − 𝑥𝑛,𝑙) − 𝑓(𝑡𝑛 − 𝑥𝑛,𝑙−1)|

≤ 𝐿1|𝑥𝑛,𝑙 − 𝑥𝑛,𝑙−1| ≤ ⋯ ≤ 𝐿1
𝑙 |𝑥𝑛,𝑙 − 𝑥𝑛,0|. 

𝐿1 چون < توان مشاهده کرد گاه می، آننهایت میل کندبیبه   𝑙،(44) ۀرابطدر اگر  همگراست. {𝑥𝑛,𝑙}سری ، لذا 1

𝑥𝑛که  = 𝑥𝑛,∞،  برای ثابتکنیم  ضفرحال  خواهد بود. (42) یتفاضل ۀمعادلبرای جوابی 𝑛 ،دارای دو ( 42) ۀمعادل

𝑥و  𝑥𝑛جواب 
𝑛 در این صورت باشد .𝑥𝑛 و 𝑥

𝑛 ۀدر رابط  

 
|𝑥𝑛 − 𝑥

𝑛
| = 𝑏𝑛

−1𝛤𝑞(1 − 𝛼)|𝑓(𝑡𝑛 − 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑡𝑛 − 𝑥
𝑛

)| 

≤ 𝐿1|𝑥𝑛 − 𝑥
𝑛

| < |𝑥𝑛 − 𝑥
𝑛

| 

𝑥𝑛که دهد کنند. لذا این نشان میصدق می = 𝑥
𝑛 . یکتاست.پس حد 

 دهیم.بعدی پایداری راه حل تفاضلی را نشان می ۀدر قضی

 در تخمین پایداری ،(42) یتفاضل ۀجواب معادل. در این صورت برقرار باشد( 41) ۀرابط فرض کنیم شرط .0 ۀقضی

 |𝑥𝑛| ≤
1

1 − 𝐿1
[|𝑥0| + 𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑡𝑛

𝛼 max
1≤𝑘≤𝑛

|𝑓(𝑡𝑘, 0)|], 

𝑛برای  ≥  کند.صدق می 1

𝑛، برای 2 ۀقضی. به طور مشابه با برهان باشد( 42) ۀمعادلبرای جوابی  𝑥𝑛 فرض کنیم اثبات: ≥  :داریم 1

(45) |𝑥𝑛| ≤ |𝑥0| + 𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑡𝑛
𝛼 max

1≤𝑘≤𝑛
|𝑓(𝑡𝑘, 𝑥𝑘)|.   

 شود:نتیجه می( 41) از شرطهمچنین 
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 |𝑓(𝑡𝑘, 0)| = |𝑓(𝑡𝑘, 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑡𝑘, 0)| + |𝑓(𝑡𝑘 , 0)| ≤ 𝐿|𝑥𝑘| + |𝑓(𝑡𝑘 − 0)|. 

𝑛، برای (45) ۀحاصل و رابط ۀترکیب نتیجبا  ≥  خواهیم داشت: 1

(46) |𝑥𝑛| ≤ |𝑥0| + 𝐿1 max
1≤𝑘≤𝑛

|𝑥𝑘| + 𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑡𝑛
𝛼 max

1≤𝑘≤𝑛
|𝑓(𝑡𝑘, 0)|.  

1فرض کنیم حال  ≤ 𝑛0 ≤ 𝑛 ،که طوریه ب |𝑥𝑛0| = max
1≤𝑘≤𝑛

|𝑥𝑘|قرار دهیم ( 46) ۀرابط در . اگر𝑛 = 𝑛0 ،گاه آن

𝑛برای هر  ≥  خواهیم داشت: ، 1

 (1 − 𝐿1) max
1≤𝑘≤𝑛

|𝑥𝑘| ≤ |𝑥0|+𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑡𝑛
𝛼 max

1≤𝑘≤𝑛
|𝑓(𝑡𝑘, 0)|, 

 

 کند.تخمین مطلوب را برآورد میحاصل همان  ۀیجتنکه 

 𝑥(𝑡). همچنین فرض کنیم باشند( 42)و ( 41) معادلاتهایی برای جواببه ترتیب  𝑥𝑛 و  𝑥(𝑡)فرض کنیم .5 ۀقضی

,0] ۀباز روی 𝐷𝑞𝑥(𝑡)و  𝑏]  برای گاه تخمین خطای زیر را آن برقرار باشد.نیز ( 41)پیوسته و شرط𝑛 ≥  :داریم 1

(47) |𝑥(𝑡𝑛) − 𝑥𝑛| ≤
1

1 − 𝐿1

1

4

1

1 − 𝑞2

1

𝑞𝛼 − 𝑞
∆𝑡𝑛

2 max
0≤𝑡≤𝑡𝑛

|𝐷𝑞
2𝑥(𝑡)|.   

 گسسته ۀدر معادل 𝑥(𝑡)دیدیم که جواب ( 41) ۀرابطدر  اثبات:

 ∆𝑞
𝛼𝑥(𝑡𝑛) = 𝑓(𝑡𝑛, 𝑥(𝑡𝑛)) − 𝑅𝑞

𝑛, 

  ۀیا در رابط

(48) 𝑏𝑛𝑥(𝑡𝑛) = 𝑏1𝑥0 + ∑(𝑏𝑘+1 − 𝑏𝑘)𝑥(𝑡𝑘)+𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑓(𝑡𝑛, 𝑥(𝑡𝑛)) − 𝛤𝑞(1 − 𝛼)

𝑛−1

𝑘=1

𝑅𝑞
𝑛 

 کند که در آن خطای برشصدق می

 𝑅𝑞
𝑛 = 𝐷𝑞

𝛼𝑥(𝑡𝑛) − ∆𝑞
𝛼𝑥(𝑡𝑛)𝑐  

𝑒𝑛تابع خطای را دارد. ( 21) ۀهمان تعریف رابط = 𝑥𝑛 − 𝑥(𝑡𝑛) م ی( خواه48) و( 42) از معادلاتکنیم. را تعریف می

 :داشت

 𝑏𝑛𝑒𝑛 = ∑(𝑏𝑘+1 − 𝑏𝑘)𝑒𝑘+𝛤𝑞(1 − 𝛼)(𝑓(𝑡𝑛, 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑡𝑛, 𝑥(𝑡𝑛))

𝑛−1

𝑘=1

+𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑅𝑞
𝑛. 

𝑛، برای 2 ۀقضیدر این صورت به طور مشابه از  ≥  داریم: 1

(41) |𝑒𝑛| ≤ 𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑡𝑛
𝛼 max

1≤𝑘≤𝑛
|𝑓(𝑡𝑘 , 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑡𝑘 − 𝑥(𝑡𝑘))| + 𝛤𝑞(1 − 𝛼) 𝑡𝑛

𝛼 max
1≤𝑘≤𝑛

|𝑅𝑞
𝑘|. 

𝑛  ، برای(41)رو شرط از این ≥  دهد:نتیجه می1

 |𝑒𝑛| ≤ 𝐿1 max
1≤𝑘≤𝑛

|𝑒𝑘| + 𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑡𝑛
𝛼 max

1≤𝑘≤𝑛
|𝑅𝑞

𝑘|. 
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𝑛حاصل برای  ۀاز نتیج مجدداًکه  ≥   خواهیم داشت: 1

(52) |𝑒𝑛| ≤
1

1 − 𝐿1
𝛤𝑞(1 − 𝛼)𝑡𝑛

𝛼 max
1≤𝑘≤𝑛

|𝑅𝑞
𝑘|, .   

𝑡𝑘و  1 ۀقضیاز طرفی با استفاده از  = ∆𝑡𝑘 (1 − 𝑞)⁄  :داریم  

(51) |𝑅𝑞
𝑘| ≤

1

4𝛤𝑞(1 − 𝛼)

1

1 − 𝑞2

(1 − 𝑞)𝛼

𝑞𝛼 − 𝑞
∆𝑡𝑘

2−𝛼 max
0≤𝑡≤𝑡𝑘

|𝐷𝑞
2𝑥(𝑡)|. 

𝑛، برای (52) ۀ( در رابط51) ۀگذاری رابطبا جای ≥  داشت:خواهیم  1

 |𝑒𝑛| ≤
1

1 − 𝐿1

1

4

1

1 − 𝑞2

(1 − 𝑞)𝛼

𝑞𝛼 − 𝑞
𝑡𝑛

𝛼 max
1≤𝑘≤𝑛

∆𝑡𝑘
2−𝛼 max

0≤𝑡≤𝑡𝑘

|𝐷𝑞
2𝑥(𝑡)|, 

𝑡𝑛که در آن  = ∆𝑡𝑛 (1 − 𝑞)⁄ وmax
1≤𝑘≤𝑛

∆𝑡𝑘 = ∆𝑡𝑛   .لذا اثبات تمام است .  

𝑡𝑛∆چون توجه داشته باشید که  = 𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1 = 𝑏𝑞𝑁−𝑛(1 − 𝑞) گرفتتوان نتیجه می( 47) ۀرابط از، لذا 

(52) |𝑥(𝑡𝑛) − 𝑥𝑛| ≤
1

1 − 𝐿1

1

4

1 − 𝑞

𝑞𝛼 − 𝑞
𝑏2𝑞2(𝑁−𝑛) max

1≤𝑘≤𝑛
∆𝑡𝑘

2−𝛼 max
0≤𝑡≤𝑡𝑛

|𝐷𝑞
2𝑥(𝑡)|. 

,0) متعلق به 𝑡𝑛 نقطه ثابت دهد که برای هر نشان میاین  𝑏) شرط  با𝑛 ≤ (1 − 𝛿)𝑁 ، 0در آن که < 𝛿 < 1 

𝑥𝑛یحل تفاضلباشد، می → 𝑥(𝑡𝑛)  وقتی 𝑁 →  باشد.می  𝑂(𝑞2𝛿𝑁) ۀاز مرتبسرعت همگرایی کند، میل می 0

𝑡1∆ صورتبه  25شبکه-qگام  ۀچون انداز .1تذکر  < ∆𝑡2 < ⋯ < ∆𝑡𝑁 و ∆𝑡𝑁 = (1 − 𝑞)𝑏 حل باشد، لذا می

 صادق است. {𝑡𝑛}شبکه -qنقاط  ۀبرای همشود، میتعریف   𝑇𝑞,𝑏روی مقیاس زمان که  𝑥𝑛 یتفاضل

 

 

 های عددیمثال
نتایج  کنیم.می باشد، ارائهمی  𝐿1,𝑞یتفاضل ۀرابطثر ؤدقت بالا و م ۀنشان دهند کههای عددی در این بخش مثال     

 .اندمحاسبه شده 221426 متلبافزار عددی به دست آمده توسط نرم

 تابع بدین منظور  کنیم.میبررسی را  𝐿1,𝑞 یتفاضل ۀرابطو دقت ابتدا درستی  .1مثال  

(51) 
𝑥(𝑡) = 𝑡2 + 1,  

𝐷𝑞
𝛼𝑥(𝑡) =𝑐 𝑞 + 1

𝛤𝑞(1 − 𝛼)
𝑡2−𝛼𝐵𝑞(1 − 𝛼, 2) =

𝑞 + 1

𝛤𝑞(3 − 𝛼)
𝑡2−𝛼 ,  

0برای  ≤ 𝑡 ≤  بابرش را گیریم. خطای در نظر میرا   1

 𝐸𝑞
2(𝑡𝑛) = |∆𝑞

𝛼𝑥(𝑡𝑛) − 𝐷𝑞
𝛼𝑥(𝑡𝑛)| 

𝑡𝑛دهیم که در آن نشان می = 𝑞𝑁−𝑛  1و ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 .مقادیر مختلفنتایج عددی را برای  2و  1ول اجد ϵ  و𝑞 

𝑡𝑁 ط آخرابویژه در نق .بسیار بالاست 𝐿1,𝑞یتفاضل رابطهدقت شود دیده میهمانطور که  دهند.نشان می = این  1

 موضوع کامل مشهود است.

                                                           
25 q-mesh 
26 MATLAB 2014 
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𝐷𝑞 مقادیر محاسبه شده برای      
𝛼𝑥(𝑡𝑛)𝑐با استفاده ( 51) ۀاز رابط𝛤𝑞(𝛼) ( بدون استفاده از رابط2( و )1از روابط ،)ۀ 

 2و  1اند که در جداول تفاضلی معرفی شده، نیز محاسبه شده ۀسرعت رابط ، به منظور مقایسهعادیتفاضلی، در حالت 

 دهند.تفاضلی را نشان می ۀدر مقایسه روش عادی و رابط 2نتایج جدول  1و  2، 1های شکل قابل مشاهد هستند

 

𝒒. نتایج عددی و خطاها به ازای 1جدول  = 𝟐
𝑵و  ⁄𝟑 =  .1در مثال  𝟏𝟎

 𝐷𝑞
𝛼𝑥(𝑡𝑛)𝑐   𝐸𝑞

𝛼(𝑡𝑛) 𝐷𝑞
𝛼𝑥(𝑡𝑛)𝑐  ∆𝑞

𝛼𝑥(𝑡𝑛) 𝑡𝑛 𝛼  

 با استفاده از رابطه تفاضلی  عادیدر حالت 

         

 2-01 × 250.1.2  .-01 × 6514004 2-01 × 2521201 2-01 × 2524203 𝑡2 152  

 0-01 × 05241..  4-01 × 4521412 2-01 × 253.146 2-01 × 253.111 𝑡𝛿    

 0502111  1-01 × .51201. 0502622 0502622 𝑡𝑁   

 2-01 × 650.16.  6-01 × 254641. 2-01 × 250.643 2-01 × 2513.4. 𝑡2 154  

 0-01 × 0512102  .-01 × 25130.0 0-01 × 052.134 0-01 × 052.14. 𝑡𝛿   

 0543036  1-01 × 3523232 05.6401 05.6401 𝑡𝑁   

 2-01 × 6540622  6-01 × .531661 2-01 × 05.1460 2-01 × 056433. 𝑡2 150  

 0-01 × 0503330  .-01 × 251.003 2-01 × 0521123 2-01 × 0524141 𝑡𝛿   

 05.2212  1-01 × 45.1.02 0560211 0560211 𝑡𝑁   
         

 

 
𝐷𝑞تفاضلی برای  ۀمحاسبات عادی و رابط ۀ. مقایس1شکل 

𝛼𝑥(𝑡𝑛)𝑐  1مثال در  4.2برای 
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𝐷𝑞محاسبات عادی و رابطه تفاضلی برای  ۀ. مقایس2شکل 

𝛼𝑥(𝑡𝑛)𝑐  1مثال در  0.6برای 

 

 

 
𝐷𝑞تفاضلی برای  ۀمحاسبات عادی و رابط ۀ. مقایس3شکل 

𝛼𝑥(𝑡𝑛)𝑐  1مثال در  ..0برای 
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𝒒. نتایج عددی  و خطاها به ازای 2جدول  = 𝟏
𝑵و  ⁄𝟐 =  .1در مثال  𝟏𝟎

 𝐷𝑞
𝛼𝑥(𝑡𝑛)𝑐   𝐸𝑞

𝛼(𝑡𝑛) 𝐷𝑞
𝛼𝑥(𝑡𝑛)𝑐  ∆𝑞

𝛼𝑥(𝑡𝑛) 𝑡𝑛 𝛼  

 با استفاده از رابطه تفاضلی  عادیدر حالت 

         

 2-01 × 0510264  1-01 × 152.313 .-01 × 0523211 .-01 × 0564641 𝑡1 152  

 2-01 × 0540642  0-01 × 2534112 .-01 × 450060. 6-01 × 450066. 𝑡4   

 0-01 × 0521666  3-01 × 25210.0 2-01 × 2540026 2-01 × 2540026 𝑡7   

 0501222  01-01 × 05006.. 0501242 0501242 𝑡𝑁   

 2-01 × 2501203  .-01 × 2542001 6-01 × 2500242 6-01 × 0516363 𝑡1 154  

 2-01 × 2511316  1-01 × 2522214 2-01 × 2500230 2-01 × 25002.0 𝑡4   

 0-01 × 0542...  0-01 × 0510422 2-01 × 1502461 2-01 × 1502641 𝑡7   

 0520020  01-01 × 250..04 0520042 0520042 𝑡𝑁   

 2-01 × 2521130  6-01 × 053.634 6-01 × 1530216 6-01 × .53.010 𝑡1 150  

 2-01 × 2504.12  1-01 × .501024 2-01 × 35.3.33 2-01 × 35.3.61 𝑡4   

 0-01 × 051.311  0-01 × 0526143 0-01 × 05042.0 0-01 × 05042.0 𝑡7   

 05601.6  01-01 × 2503062 0560132 0560132 𝑡𝑁   
         

 

 

 کسری خطی -q دیفرانسیل ۀبرای حل معادل( 42الگوی متفاوت )در این مثال از  .2مثال 

(54) 𝐷𝑞

1
2⁄

𝑥(𝑡) = 𝑡𝑐 , 𝑥(0) = 1    

 

0برای  < 𝑡 ≤  این معادله عبارت است از دقیقشود جواب طور که مشاهده میکنیم. هماناستفاده می 1

 𝑥(𝑡) =
𝑡

3
2⁄

𝛤𝑞(5
2⁄ )

+ 1. 

 

روش عددی بسیار دقیق و شود، طور که از نتایج استخراج میهماناند. ارائه شده 1جدول این مثال در نتایج عددی 

 دهد.تفاضلی را نشان می ۀدر مقایسه روش عادی و رابط 1نتایج جدول  4شکل  است. کارآمد



 
 ...شامل اولیه مقدار لهأمس از نوعی جواب در متمایز عددی رویکرد 

 
 

110 

 
 2مثال در  𝑥(𝑡𝑛)تفاضلی برای  ۀمحاسبات عادی و رابط ۀ. مقایس0شکل 

 

𝒒به ازای  2( در مثال 50) مسأله. نتایج عددی 3جدول  = 𝟑
𝑵و  ⁄𝟓 = 𝟐𝟎. 

 𝑥(𝑡𝑛)   |𝑥(𝑡𝑛) − 𝑥𝑛| 𝑥(𝑡𝑛) 𝑥𝑛 𝑡𝑛 = 𝑞𝑁−𝑛  

 با استفاده از رابطه تفاضلی در حالت عادی

        

 0511111  0-01 × 6566063 0511111 0511111 03 (./2)  

 0511111  0-01 × 2523610 0511111 0511111 01 (./2)  

 0511110  0-01 × 0522023 0511110 0511110 0. (./2)  

 0511116  3-01 × 1500302 0511116 0511116 02 (./2)  

 0511100  3-01 × 6544323 0511100 0511100 00 (./2)  

 0511102  3-01 × 2513406 0511102 0511102 3 (./2)  

 0511202  3-01 × 0541111 0511106 0511106 1 (./2)  

 051011.  3-01 × 0511412 0510114 0510114 . (./2)  

 0510220  01-01 × 4512.46 0510222 0510222 2 (./2)  

 0520142  01-01 × 2542020 0520142 0520142 0 (./2)  

 0500031  01-01 × 2501.12 0500030 0500030 1 (./2)  
        

 

تفاضلی،  ۀ(، بدون استفاده از رابط2( و )1از روابط ) 𝛤𝑞(𝛼)با استفاده  (54) ۀاز رابط 𝑥(𝑡𝑛)مقادیر محاسبه شده برای      

قابل مشاهد  1اند که در جداول ، نیز محاسبه شده2تفاضلی در مثال  ۀدر حالت عادی، به منظور مقایسه سرعت رابط

 هستند.
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 کسری غیرخطی -q دیفرانسیل ۀبرای حل معادل( 42) یتفاضلمجددا از الگوی در این مثال  .3 مثال 

(55) 𝐷𝑞

1
3⁄

𝑥(𝑡) = 𝑡
−3

2⁄ 𝑥2(𝑡), 𝑥(0) = 0.0001𝑐  

0برای  < 𝑡 ≤  معادله عبارت است از  دقیقکنیم. جواب استفاده می 1

 𝑥(t) =
𝛤𝑞(13 6⁄ )𝑡7 6⁄

𝛤𝑞(11 6⁄ )
+ 0.0001. 

 4در جدول نیز  �̂�𝑛جواب تکراریبهتر، نتایج مقایسه ه منظور ب .قابل مشاهده است 4جدول این معادله در نتایج عددی 

که هم ارز معادله  یروش تکراری روی معادله انتگرالبا استفاده از این جواب تکراری شود که اند. یادآوری میارائه شده

ویژه در نقاط ه ب ،جواب تکراریخیلی بهتر از تفاضل جواب  شودهمانطور که مشاهده می ( است به دست آمده است. 55)

 است. 𝑡𝑁نزدیک به 

( ارائه شده است. مقادیر محاسبه شده بدون استفاده 55) ۀبرای معادل 1مقادیر محاسبه شده در مثال   5 ۀجدول شمار     

تفاضلی در  ۀسرعت رابط ۀ(، در حالت عادی، به منظور مقایس2( و )1از روابط ) 𝛤𝑞(𝛼)تفاضلی و با استفاده از  ۀاز رابط

ی را نشان تفاضل ۀدر مقایسه روش عادی و رابط 5و  4نتایج جداول  6و  5، 4های شکل این مثال قابل مشاهد هستند.

 دهند.می

 
 3مثال در  𝑥(𝑡𝑛)محاسبات عادی و رابطه تفاضلی برای  ۀ. مقایس5شکل 

 

 
𝑥(𝑡𝑛)|تفاضلی برای  ۀمحاسبات عادی و رابط ۀ. مقایس6شکل  − 𝑥𝑛|  3مثال در 
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𝒒به ازای  0( در مثال 55) مسألهنتایج عددی . 0جدول  = 𝟏
𝑵و  ⁄𝟐 =  تفاضلی ۀبا استفاده از رابط .𝟏𝟎

 |𝑥(𝑡𝑛) − 𝑥𝑛| |𝑥(𝑡𝑛) − �̂�𝑛| 𝑥𝑛 �̂�𝑛 𝑥(𝑡𝑛) 𝑡𝑛 = 𝑞𝑁−𝑛  
        

 6-01 × 252...1 6-01 × 15601.0 6-01 × 4521264 6-01 × 051116. 6-01 × 05..034 3 (2/0)  

 6-01 × 0564110 2-01 × 0543201 6-01 × 0546332 6-01 × 0512033 2-01 × 0513411 0 (2/0)  

 6-01 × 0540442 2-01 × 2501112 2-01 × 2516120 6-01 × 05102.0 2-01 × 2531031 1 (2/0)  

 6-01 × 05.4301 2-01 × 05..121 2-01 × 0563201 6-01 × 0511.63 2-01 × 054.10. 4 (2/0)  

 6-01 × 05.1034 2-01 × 0503034 2-01 × 0530200 6-01 × 0511262 2-01 × 0532341 . (2/0)  

 6-01 × 05.4012 2-01 × 652132. 2-01 × 6521241 6-01 × 0511010 2-01 × 6520324 6 (2/0)  

 6-01 × 05.400. 2-01 × 3541600 2-01 × 35440.1 6-01 × 0511160 2-01 × 3540600 2 (2/0)  

 6-01 × 05.4114 0-01 × 2501010 0-01 × 2501020 6-01 × 0511120 0-01 × 2501210 2 (2/0)  

 6-01 × 05..304 0-01 × 6501.60 0-01 × 6501632 6-01 × 0511101 0-01 × 6501460 0 (2/0)  

 6-01 × 05.1123 05136.0 051366. 6-01 × 0511116 0513640 1 (2/0)  
        

 

𝒒به ازای  0( در مثال 55) مسألهنتایج عددی . 5جدول  = 𝟏
𝑵و  ⁄𝟐 =  . در حالت عادی𝟏𝟎

 |𝑥(𝑡𝑛) − 𝑥𝑛| 𝑥𝑛 𝑥(𝑡𝑛) 𝑡𝑛 = 𝑞𝑁−𝑛  
      

 1511111 .-01 × 0511111 .-01 × 0511111 3 (2/0)  

 4-01 × 3533331 01-01 × 0511111 .-01 × 0511111 0 (2/0)  

 .-01 × 0511111 0.-01 × 0511111 .-01 × 0511111 1 (2/0)  

 .-01 × 0511111 21-01 × 0511111 .-01 × 0511111 4 (2/0)  

 .-01 × 0511111 2.-01 × 0511111 .-01 × 0511111 . (2/0)  

 .-01 × 0511112 21-01 × 0511101 .-01 × 0511112 6 (2/0)  

 .-01 × 0511601 2.-01 × 0512614 .-01 × 0511601 2 (2/0)  

 .-01 × 2526141 20-01 × 351111. .-01 × 2526141 2 (2/0)  

 2-01 × 251.113 22-01 × 0563046 2-01 × 251.113 0 (2/0)  

 0-01 × .561362 05.0023 051612. 1 (2/0)  
      

 

 

 گیرینتیجه
کسری و کاربردهای آنها یکی از موضوعات مورد علاقه و -qطور که در مقدمه اشاره شد معادلات دیفرانسیل همان     

مناسب و یا تقریب مد نظر خواهد بود. از باشد. لذا یافتن راه حل قابل توجه در شاخه های مختلف علوم و تکنولوژی می

د دهند مفیهای عددی که دقت بیشتر داشته و در تعداد مراحل کمتری پاسخ مطلوب یا تقریبی را ارائه میرو روشاین

حسابان کسری عادی سریعتر می باشد را در یک -qایم روشی که نسبت به خواهند بود. در این پژوهش ما سعی کرده

 آنها، قابل مشاهده است. ۀها و نتایج حاصل در جداول با مقایستفاضلی بیان کنیم. این موضوع در مثال ۀمعادل
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