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 های عملگرهای ترکیبی مروری بر رده

‌محمدرضا‌عظیمی

 گروه‌ریاضی علوم‌پایه،‌ۀدانشکد،‌دانشگاه‌مراغه
‌22/99/17پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌22/07/17دریافت‌‌‌

 چکیده
‌سپس‌رده ‌امید‌شرطی‌پرداخته، ‌این‌مقاله‌نخست‌به‌معرفی‌عملگر ‌برای‌عملگرهای‌ترکیبی‌و‌‌در های‌کلاسیک‌را

‌‌ترکیبی‌وزن ‌مرور ‌کنیم‌میدار ‌به‌رده. ‌دارند، ‌روی‌فضای‌هیلبرت‌وجود ‌عملگرها ‌ضعیف‌طوری‌های‌زیادی‌از ‌رده‌‌که ‌از تر

‌نرمالو‌- هیپونرمال،‌‌شبه‌- هیپونرمال،‌‌- عملگرهای‌هیپونرمال‌هستند،‌مانند‌عملگرهای‌ در‌این‌‌غیره،ید‌و‌ئپارانرمال،

دار‌و‌تبدیلات‌آلوثگ‌‌دار،‌الحاقی‌عملگرهای‌ترکیبی‌وزن‌مقاله‌از‌دیدگاه‌نظریه‌اندازه،‌عملگرهای‌از‌نوع‌ترکیبی،‌ترکیبی‌وزن

لازم‌و‌کافی‌برای‌تعلق‌این‌نوع‌عملگرها‌به‌هرکدام‌‌در‌نظر‌گرفته‌و‌شرایط‌     یافته‌وابسته‌به‌آنها‌را‌روی‌فضای‌‌تعمیم

با‌‌در‌پایان.‌شود‌می‌بررسیدار‌نیز‌‌چنین‌زیرنرمال‌بودن‌عملگرهای‌ترکیبی‌و‌ترکیبی‌وزن‌هم.‌دشو‌های‌بالا‌بیان‌می‌از‌رده

‌.کنند‌ها‌را‌تفکیک‌می‌که‌عملگرها‌این‌رده‌دهیم‌میهایی‌متنوع،‌نشان‌‌ه‌مثالئارا

 

‌.عملگرهای‌ترکیبی،‌امید‌شرطی،‌نرمال،‌زیرنرمال،‌هیپونرمال،‌ضعیف‌هیپونرمال‌:های کلیدی واژه

‌23B43 ،43B32(: 3202)بندی ریاضی  کد موضوع

 

 مقدمه

‌است ‌تأمل ‌قابل ‌عمده ‌زاویه ‌سه ‌از ‌بررسی‌عملگرها ‌عملگرها، ‌بخش‌نظریه ‌در ‌ریاضی ‌آنالیز ‌در یکی‌فضاهایی‌.

هایی‌است‌که‌این‌عملگرها‌دارا‌هستند‌‌دیگری‌خاصیتشوند‌و‌‌زیرساختی‌که‌این‌عملگرها‌روی‌آن‌فضاها‌تعریف‌می

سرانجام‌‌طیف‌این‌‌وغیره،‌‌وبودن،‌هیپونرمال‌بودن‌بودن،‌نرمال‌‌‌داری،‌فشردگی،‌فردهلم‌بودن،‌برد‌بسته‌کران‌مانند

‌بررسی‌می ‌توابع‌که‌عملگرهای‌ترکیبی‌وزن‌.شود‌عملگرها ‌روی‌آن‌فضاهایی‌از ‌‌دار ‌به‌سه‌دسته‌‌می‌بررسیها شود،

‌:‌شوند‌عمده‌تقسیم‌می

 .متناهی‌است‌-σیک‌فضای‌اندازه‌‌       که‌در‌آن‌‌     فضاهای‌.‌9

 .باناخ‌از‌توابعفضاهای‌تابعی‌.‌2

 .فضاهای‌توابع‌موضعاً‌محدب.‌9

            یک‌فضای‌هیلبرت‌با‌ضرب‌درونی‌‌     فضای‌‌   در‌حالت‌
 

 
‌است‌ تبدیل‌خطی‌و‌.

(‌9)ۀ‌دار‌با‌ضابط‌عملگر‌ترکیبی‌وزن‌     روی‌فضای‌‌ روی‌‌ پذیر‌‌و‌تابع‌وزن‌نامنفی‌و‌اندازه‌     نامنفرد‌

‌:کند‌میرا‌القا‌

                                                                 (9)  

تر‌از‌رده‌عملگرهای‌هیپونرمال‌‌که‌ضعیف‌طوری‌وجود‌دارند‌به‌     های‌زیادی‌از‌عملگرها‌روی‌فضای‌هیلبرت‌‌رده

با‌توجه‌به‌‌[.5]،‌[4]،‌[9]غیره،ید‌و‌ئپارانرمال،‌نرمالو‌- هیپونرمال،‌‌شبه‌- هیپونرمال،‌‌- عملگرهای‌هستند‌مانند‌

که‌هم‌شامل‌عملگرهای‌ترکیبی‌و‌هم‌شامل‌عملگرهای‌‌        دار‌‌ترکیبی‌وزن‌عملگرهای‌بودن‌کلی‌و‌اهمیت
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در‌نظر‌گرفته‌‌     دار‌را‌روی‌فضای‌‌،‌در‌این‌مقاله‌از‌دیدگاه‌نظریه‌اندازه،‌عملگرهای‌از‌نوع‌ترکیبی‌وزناستضربی‌

زیرنرمال‌بودن‌عملگرهای‌.‌شود‌ه‌میئهای‌بالا‌ارا‌و‌شرایط‌لازم‌و‌کافی‌برای‌تعلق‌این‌نوع‌عملگرها‌به‌هرکدام‌از‌رده

‌شود‌دار‌نیز‌مطالعه‌می‌ترکیبی‌و‌ترکیبی‌وزن شود‌که‌این‌عملگرها‌‌هایی‌متنوع‌نشان‌داده‌می‌ه‌مثالئچنین‌با‌ارا‌هم.

‌.‌کنند‌تفکیک‌می‌ها‌را‌طور‌کامل‌این‌رده‌به

های‌عملگر‌امید‌‌را‌معرفی‌کرده‌و‌سپس‌خاصیت‌ نام‌عملگر‌امید‌شرطی‌‌برای‌این‌کار،‌عملگر‌بسیار‌مفیدی‌به

‌.‌کنیم‌را‌بررسی‌می(‌   )‌     شده‌بین‌فضاهای‌‌‌شرطی‌تعریف

دار‌روی‌‌و‌جبر‌شامل‌تمام‌عملگرهای‌خطی‌و‌کران‌ مقاله‌فضای‌هیلبرت‌مختلط‌و‌با‌بعد‌نامتناهی‌با‌نماد‌‌ایندر‌

‌نماد‌‌ فضای‌هیلبرت‌ ‌شود‌نشان‌داده‌می‌    با ‌نمادهای‌‌به‌      هسته‌و‌برد‌عملگر‌. و‌‌    ترتیب‌با

‌.‌شوند‌نشان‌داده‌می‌    

‌ ‌کنید ‌‌       فرض ‌کامل ‌اندازه ‌‌-σفضای ‌و ‌‌𝒜متناهی ‌‌-σزیر ‌از ‌دلخواهی ‌به‌ جبر که‌‌طوری‌باشد،

   𝒜   نیز‌یک‌فضای‌اندازه‌‌σ-پذیر‌مختلط‌مقدار‌روی‌‌اندازه‌- فضای‌متشکل‌از‌همه‌توابع‌.‌متناهی‌کامل‌باشد‌

پذیر‌مختلط‌مقدار‌روی‌‌اندازه‌-𝒜فضای‌تمام‌توابع‌‌ۀدهند‌نشان‌  𝒜   طور‌مشابه‌‌به)دهیم‌‌نشان‌می‌     را‌با‌‌ 

‌باشد‌می‌  ‌با‌نماد‌‌  𝒜    𝒜     ،‌برای‌سهولت‌فضای‌     ی‌ازا‌به(. دهیم‌که‌در‌‌نشان‌می‌ 𝒜   را

0 چنین‌نرم‌آن‌با‌نماد‌هم.‌است‌𝒜روی‌‌ ‌ۀتحدید‌انداز‌ 𝒜  آن،‌  
 

یک‌‌ 𝒜   که‌‌طوری‌شود،‌به‌نشان‌داده‌می‌

طور‌اساسی‌کراندار‌هستند‌‌که‌به‌‌ پذیر‌و‌مختلط‌مقدار‌روی‌‌اندازه‌- فضای‌تمام‌توابع‌.‌است‌     زیرفضای‌باناخ‌

0 و‌نرم‌آن‌را‌با‌نماد‌‌     را‌با‌نماد‌  
 

‌  را‌با‌نماد‌‌         مجموعه‌‌𝒜  برای‌.‌دهیم‌نشان‌می‌

‌دهیم‌نشان‌می ‌به‌       برای‌هر‌تابع‌. .‌کنیم‌تعریف‌می‌                σصورت‌‌محمل‌آن‌را

‌.شوند‌جا‌در‌نظر‌گرفته‌می‌ها‌و‌توابع،‌تقریباً‌همه‌ها‌بین‌مجموعه‌تمامی‌مقایسه

‌. 0تعریف  ‌‌     نگاشت ‌اندازهیک ‌می‌پذیر‌تبدیل ‌‌گفته ‌هر ‌برای ‌اگر ‌   شود، ،        ‌ تبدیل‌.

‌.      ،‌هرگاه‌           نامیم،‌اگر‌‌می‌نامنفرد‌را‌‌ ‌پذیر‌اندازه

‌                  صورت‌‌به‌      اندازه‌   و‌برای‌هر‌‌ پذیر‌نامنفرد‌‌برای‌تبدیل‌اندازه

‌شود‌تعریف‌می ‌‌به. ‌‌     عبارت‌دیگر، ‌نسبت‌به ‌پیوسته ‌‌است‌ مطلقاً ‌نماد ‌با نشان‌داده‌‌       که

‌شود‌می ‌آن‌-σیک‌اندازه‌‌ اگر‌. ‌بنابر‌قضیه‌رادون‌متناهی‌باشد، ‌مانند‌-گاه ‌تابع‌نامنفی‌یکتا ‌       نیکودیم،

‌:‌که‌طوری‌وجود‌دارد‌به

                                   
 

 
                                     (2)  

  تابع‌
      

  
‌.‌نامیم‌می‌ نسبت‌به‌‌     ‌نیکودیم-مشتق رادونرا‌‌

‌گاه‌‌نامفرد‌باشد،‌آن‌     اگر‌تبدیل‌‌]9[ .3لم 

       
 

  
                                                                   (9)  

‌‌ۀضابطشده‌با‌‌،‌تعریف پذیر‌روی‌‌توی‌فضای‌خطی‌تمام‌توابع‌اندازه‌به‌     از‌‌  ،‌عملگر‌خطی‌ هر‌تبدیل‌نامفرد‌

                                                                             (4)  

‌     روی‌‌عملگر ترکیبیگاه‌آن‌را‌یک‌‌پیوسته‌باشد،‌آن‌     توی‌‌به‌     از‌‌  در‌حالتی‌که‌.‌کند‌القا‌می

‌ ‌شده ‌نامیم‌می‌ ‌وسیلۀ‌بهالقا .‌ ‌ترکیبی ‌‌کران‌  عملگر ‌اگر ‌فقط ‌و ‌اگر ‌است ‌حالت‌‌       دار ‌این ‌در و



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌342های‌عملگرهای‌ترکیبی‌مروری‌بر‌رده

         

 

برای‌اثبات،‌.‌کند‌را‌تضمین‌می‌  ،‌خوش‌تعریف‌بودن‌ لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌نامنفرد‌بودن‌.‌]91[‌ 

‌ ‌‌ فرض‌کنید ‌‌ و ‌تابع ‌به‌اندازه‌- دو ‌باشند، ‌همه‌طوری‌پذیر ‌تقریباً ‌‌که ‌   جا ‌فرض‌‌به. ‌‌ کنیدعبارت‌دیگر،

‌:‌توان‌نوشت‌،‌می گاه‌از‌نامفرد‌بودن‌تبدیل‌‌آن‌،                    

                                                                   (5)  

‌همه ‌‌یعنی‌تقریباً ‌       جا .‌ ‌بودن ‌نامفرد ‌واقع ‌ترکیبی‌روی‌‌ در ‌برای‌القای‌عملگر ‌     شرط‌لازم

‌است‌ ‌وسیلۀ‌به .‌ ‌اگر ‌آن‌ برعکس ‌نباشد، ‌‌نامنفرد ‌ترکیبی ‌عملگر ‌‌خوش‌  گاه ‌هم ‌نیستتعریف ‌مثال‌. برای

‌.را‌در‌نظر‌بگیرید(‌6)صورت‌‌به‌ را‌با‌اندازه‌لبگ‌و‌تبدیل‌‌       

      
             

 

 
 

                 
 

 
     

                                                 (6)  

‌ ‌‌        چون ‌این‌          و ‌‌رو،‌از ‌نیست‌ تبدیل ‌نامنفرد .‌ ‌دهید ‌قرار و‌‌        حال

و‌‌   که‌‌جا‌با‌هم‌برابر‌هستند‌در‌حالی‌تقریباً‌همه‌ و‌‌‌ های‌‌تابع‌         گاه‌روی‌فضای‌‌آن.‌        

دقیق‌عملگرهای‌‌بررسیبهترین‌مرجع‌برای‌.‌تعریف‌نیست‌خوش‌  بنابراین‌.‌جا‌با‌هم‌برابر‌نیستند‌تقریباً‌همه‌   

‌.‌است‌]91[ترکیبی‌کتاب‌

 

      عملگرهای امید شرطی روی فضای 

‌که‌طوری‌باشد،‌به‌ جبر‌از‌‌-σیک‌زیر‌‌𝒜متناهی‌باشد‌و‌‌-σیک‌فضای‌حقیقی‌اندازه‌‌       فرض‌کنید‌

   𝒜    چنان‌‌هم‌σ-متناهی‌باشد‌‌ .‌ ‌‌ پذیر‌‌اندازه‌- برای‌هر‌تابع‌نامنفی‌و ‌با‌ضابط‌ روی‌‌  اندازه ‌(7)ۀ‌را

‌.کنیم‌تعریف‌می

            
 

 
            𝒜                                                (7)  

طور‌مطلق‌پیوسته‌است‌و‌بنا‌بر‌قضیه‌‌به‌   ‌ۀنسبت‌به‌انداز‌  اندازه‌.‌است‌𝒜روی‌‌ ‌ۀتحدید‌انداز‌   که‌در‌آن‌

‌که‌‌طوری‌موجود‌است‌به‌ 𝒜 پذیر‌‌اندازه‌-𝒜نیکودیم،‌تابع‌نامنفی‌و‌-رادون

        𝒜     
 

 
           𝒜                                (2)  

 𝒜 ‌،نسبت‌به‌‌ ‌امید شرطی𝒜برای‌سادگی،‌.‌شود‌نامیده‌می‌ 𝒜دهیم‌نمایش‌می‌ را‌با‌نماد‌‌.‌

‌پذیر‌باشد‌اندازه‌- مقدار‌‌‌یک‌تابع‌حقیقی‌ فرض‌کنید‌. 2تعریف  است،‌‌𝒜امیدپذیر‌شرطی‌نسبت‌به‌‌ گوییم‌.

   هرگاه‌
 
‌که‌در‌آن‌‌   

                                                       (1)  

امیدپذیر‌شرطی‌باشند‌و‌‌ های‌حقیقی‌و‌موهومی‌‌امیدپذیر‌شرطی‌است‌هرگاه‌قسمت‌ مقدار‌باشد،‌‌ مختلط‌ اگر‌

‌در‌این‌حالت‌.‌نهایت‌نباشد‌زمان‌بی‌ای‌با‌اندازه‌مثبت‌هم‌ها‌روی‌مجموعه‌امیدهای‌آن

                                                                            (90)  

𝒜جبر‌متناهی‌‌-σمتناظر‌با‌هر‌زیر‌ 𝒜 ،‌عملگر‌   شده‌روی‌فضای‌‌موسوم‌به‌عملگر‌امید‌شرطی،‌تعریف‌  

‌.شود‌طور‌یکتا‌معین‌می‌با‌شرایط‌زیر‌به‌     برای‌‌     پذیر‌نامنفی‌و‌یا‌روی‌فضای‌‌توابع‌اندازه

 .پذیر‌است‌اندازه‌-𝒜یک‌تابع‌‌     -

    ،‌اگر‌𝒜  برای‌هر‌ -
 

 
            گاه‌‌موجود‌باشد،‌آن‌

 

 

 

 
. 
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موارد‌زیر‌فرض‌بر‌این‌‌در.‌[92]آوریم‌‌میبرخی‌از‌خواص‌مهم‌آن‌را‌در‌زیر‌‌رو،؛‌از‌این.‌استاین‌عملگر،‌ابزار‌اصلی‌

‌.ندهست‌ اعضایی‌از‌دامنه‌تعریف‌عملگر‌امید‌شرطی‌...‌و‌‌ ،‌ است‌که‌توابع‌

 .         گاه‌‌باشد،‌آن‌   مقدار‌با‌شرط‌‌‌حقیقی‌ و‌‌ اگر‌ .9

 .           گاه‌‌پذیر‌باشد،‌آن‌اندازه‌-𝒜مقدار‌و‌‌تابع‌مختلط‌‌ اگر‌ .2

 و‌‌       ،‌       اگر‌ .9

 
 

 

 
             گاه‌‌،‌آن  

 

         
 

 . 

4.              . 

5.       . 

6.              . 

7.                         . 

 .پذیر‌باشد‌اندازه‌-𝒜،‌ اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌              .2

 .      گاه‌‌،‌آن   اگر‌ .1

 .      σ    σو‌‌      گاه‌‌،‌آن   اگر‌ .90

‌ ‌2)خواص )‌ ‌5)و )‌ ‌که ‌است ‌این ‌‌ مستلزم ‌بوده ‌خودتوان ‌بهاست ‌‌و ‌روی ‌عملگر ‌یک ‌داریم‌     عنوان ،

              𝒜     ‌ .‌ ‌‌ بنابراین ‌همانی ‌‌ عملگر ‌است ‌اگر ‌تنها ‌و 𝒜اگر   ‌ ‌دهیم‌. ‌قرار اگر

𝒜 ،‌یک‌تابع‌       یا‌برای‌هر‌‌ پذیر‌نامنفی‌‌اندازه‌- شود‌که‌برای‌هر‌تابع‌‌آسانی‌ملاحظه‌می‌،‌به       

‌        که‌‌طوری‌وجود‌دارد،‌به‌ پذیر‌مانند‌‌اندازه‌-  طور‌منحصر‌به‌‌به‌ ،‌تابع‌   σ    σبا‌فرض‌.

‌تعیین‌می ‌دشو‌‌فرد ‌‌به. ‌تابع ‌معمول ‌به‌ طور ‌می‌          صورت‌‌را ‌دهند‌نشان .‌ ‌نماد لزوماً‌‌مذکورالبته

‌نیست‌ پذیری‌‌مستلزم‌وارون ‌به عمیق‌خواص‌مربوط‌به‌‌های‌برای‌بررسی. عنوان‌یک‌ابزار‌قوی‌در‌نظریه‌آمار‌و‌‌،

‌.کرد‌اشاره‌[‌92]‌و‌[90]‌مراجعتوان‌به‌‌احتمال،‌خصوصاً‌نظریه‌مارتینگلها،‌می

،‌عملگر‌امید‌شرطی‌نسبت‌به‌      ‌ۀ،‌با‌ضابط 𝒜            ،‌نگاشت‌     برای‌ .4 تعریف

𝒜به‌روی‌‌     ،‌یک‌تصویر‌متعامد‌از‌   یک‌عملگر‌خطی‌و‌انقباض‌است‌و‌در‌حالت‌خاص‌‌ .‌شود‌نامیده‌می‌

   𝒜 است‌‌.‌

𝒜از‌این‌به‌بعد‌در‌سراسر‌مقاله،‌فرض‌بر‌این‌است‌که‌:‌قرارداد     و‌‌       
     ‌.‌

در‌این‌صورت،‌.‌پذیر‌نامنفرد‌باشد‌تبدیل‌اندازه‌     و‌‌ یک‌تابع‌حقیقی‌یا‌مختلط‌مقدار‌روی‌‌ فرض‌کنید‌

‌:کند‌را‌القا‌می‌(99)ۀ‌با‌ضابط‌     توی‌‌به‌     از‌‌   یک‌عملگر‌خطی‌‌     زوج‌

                                                                (99)  

‌   σارزی‌از‌توابع‌روی‌‌های‌هم‌عنوان‌یک‌نگاشت‌روی‌رده‌به‌   تعریفی‌‌،‌متضمن‌خوش جا‌نامنفرد‌بودن‌‌در‌این

نامیم‌و‌جهت‌اختصار‌در‌نوشتار،‌‌می‌     توی‌‌به‌     از‌‌دار عملگر ترکیبی وزنرا‌‌   در‌این‌حالت،‌.‌است

نشان‌داده‌و‌آن‌را‌‌  را‌با‌‌ گاه‌‌تبدیل‌همانی‌باشد،‌آن‌ در‌حالت‌خاص،‌اگر‌.‌دهیم‌نشان‌می‌     با‌نماد‌

‌.‌نامیم‌می‌ ‌وسیلۀ‌بهالقا‌شده‌‌عملگر ضربی

‌ۀوسیل‌القا‌شده‌به‌عملگر ترکیبینوشته‌و‌آن‌را‌‌  صورت‌‌را‌به‌          گاه‌‌،‌آن   چنین‌اگر‌‌هم

 .نامیم‌می‌ 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌343های‌عملگرهای‌ترکیبی‌مروری‌بر‌رده

‌                  دار‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌کران‌     روی‌‌ چنین‌ثابت‌شده‌است‌که‌عملگر‌‌‌هم

        ‌داریمو‌در‌این‌صورت‌
   ‌]99[.‌

‌تابعی‌کلاسیک‌ثابت‌می ‌آنالیز ‌کران‌در ‌عملگر ‌که ‌‌شود ‌‌ روی‌فضای‌هیلبرت‌‌ دار ‌به ‌موسوم ‌یکتا  ۀتجزیتجزیه

‌‌به‌قطبی ‌‌      صورت ‌آن ‌در ‌که ‌‌            دارد ‌جز‌ و ‌طولپای که‌‌طوری‌‌به‌است‌9یئعملگر

شود‌‌ی‌نامیده‌میئطولپای‌جز‌ لازم‌به‌توضیح‌است‌که‌عملگر‌‌ .است‌ همان‌الحاق‌عملگر‌‌  .‌          

‌.]2[‌         داشته‌باشیم‌‌       ازای‌هر‌‌هرگاه‌به

      صورت‌‌‌به‌ عملگر‌‌3تبدیل آلوثگ،‌      اگر‌‌ ]2[ .2 تعریف
 

      
 

‌.‌شود‌تعریف‌می‌ 

‌در‌این‌صورت‌(.‌     )باشد‌‌ دار‌روی‌فضای‌هیلبرت‌‌یک‌عملگر‌کران‌ فرض‌کنید‌  .2 تعریف

 .‌             نرمال‌است‌اگر‌‌و‌شبه         شود‌هرگاه‌‌نرمال‌نامیده‌می‌ عملگر‌ -

 .است‌ عملگر‌همانی‌روی‌‌ که‌‌         شود‌هرگاه‌‌می‌یکانی‌نامیده‌‌ عملگر‌ -

 .‌]7[‌             هیپونرمال‌نامند‌هرگاه‌‌- را‌‌ عملگر‌ -

 .‌]97[هیپونرمال‌باشد‌‌- ،‌ هیپونرمال‌نامند‌هرگاه‌به‌ازای‌تمام‌مقادیر‌‌-∞را‌‌ عملگر‌ -

 ‌ .]2[‌                   هیپونرمال‌نامند‌هرگاه‌داشته‌باشیم‌‌شبه‌- را‌‌ عملگر‌ -

 ]2[،‌داشته‌باشیم‌   هرگاه‌برای‌هر‌بردار‌یکه‌‌ پارانرمال‌نامند‌- را‌‌ عملگر‌ -

                    . 

 ]2[داشته‌باشیم‌‌   پارانرمال‌نامند‌هرگاه‌به‌ازای‌تمام‌بردارهای‌واحد‌‌- را‌مطلقاً‌‌ عملگر‌ -

                  

 .‌         ،‌   ید‌نامند‌هرگاه‌به‌ازای‌هر‌ئرا‌نرمالو‌ عملگر‌ -

 .]2[‌                هیپونرمال‌یا‌ضعیف‌هیپونرمال‌نامند‌هرگاه‌‌- را‌‌ عملگر‌ -

            نامند‌هرگاه‌‌    را‌از‌رده‌‌ عملگر‌ -
 

        ‌]2[. 

شده‌روی‌یک‌فضای‌هیلبرت‌‌شود‌هرگاه‌آن‌را‌بتوان‌به‌یک‌عملگر‌نرمال‌تعریف‌زیرنرمال‌نامیده‌می‌ عملگر‌ -

‌.]2[طور‌معادل‌تحدید‌یک‌عملگر‌نرمال‌به‌یک‌زیرفضای‌پایا‌باشد‌‌توسیع‌داد،‌یا‌به‌ تر‌از‌‌گسترده

‌.یمکن‌یادآوری‌می‌]29[و‌‌]2[پارانرمال‌را‌از‌مراجع‌‌- پارانرمال‌و‌‌- مطلقاً‌های‌‌نخست‌شرایط‌معادل‌برای‌رده

‌‌       شده‌روی‌فضای‌هیلبرت‌‌تعریف‌ دار‌‌،‌عملگر‌کران        با‌فرض‌ .3 لم

λازای‌هر‌‌پارانرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌به‌- مطلقاً‌‌]974،‌ص2[ (الف   ‌،‌

                λ
 
      λ

   
                                     (92)  

‌،   ازای‌هر‌‌پارانرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌به‌-  [‌‌2‌.9،‌9گزارۀ]  ‌(ب

                                                                  (99)  

‌.کنیم‌یادآوری‌می‌]2[های‌عملگری‌را‌از‌مرجع‌‌های‌اساسی‌بین‌این‌رده‌چند‌مورد‌از‌ارتباط  .8 توجه

 ؛هیپونرمال‌است‌شبه‌- هیپونرمال،‌‌- هر‌عملگر‌ -

 ؛است‌    هیپونرمال‌از‌رده‌‌شبه‌- هر‌عملگر‌ -

                                                           
1. Partial isometry  
2. Aluthge transformation  



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9911تابستان‌،‌2،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌348
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 ؛پارانرمال‌است‌- ،‌مطلقاً‌    هر‌عملگر‌از‌رده‌ -

 ؛ید‌استئپارانرمال،‌نرمالو‌- هر‌عملگر‌مطلقاً‌ -

 ؛پارانرمال‌است‌- پارانرمال،‌‌- ،‌هر‌عملگر‌مطلقاً‌   برای‌ -

 ؛پارانرمال‌است‌- پارانرمال،‌مطلقاً‌‌- ،‌هر‌عملگر‌       برای‌ -

 هیپونرمال،‌‌- هر‌عملگر‌ -

 
 ؛پارانرمال‌است-‌

 .‌پارانرمال‌است‌- پارانرمال،‌‌- ،‌هر‌عملگر‌     برای‌ -

‌.هیپونرمال‌استنرمال‌‌نرمال‌زیرنرمال‌و‌هر‌عملگر‌شبه‌نرمال،‌هر‌عملگر‌شبه‌هر‌عملگر‌نرمال‌شبه -

در‌این‌.‌   که‌‌طوری‌باشند‌به‌ دار‌روی‌فضای‌هیلبرت‌‌،‌عملگرهای‌مثبت‌و‌کران و‌‌ فرض‌کنید‌ .9 توجه

𝛼ازای‌هر‌‌صورت‌به 𝛼 همواره‌‌9هنز-،‌بنا‌بر‌نامساوی‌لونر         𝛼‌.هر‌عملگر‌     برای‌‌رو،‌از‌این‌،

‌.استهیپونرمال‌‌- هیپونرمال،‌یک‌عملگر‌‌- 

،‌       پذیر‌و‌‌اندازه‌- یک‌تبدیل‌‌     متناهی‌و‌‌-σفضای‌اندازه‌‌       فرض‌کنید‌  .02ۀ گزار

‌گاه‌‌آن

‌.جا‌تقریباً‌همه‌   همواره‌(‌آ

 .جا‌تقریباً‌همه‌     همواره‌(‌ب

‌.جا‌تقریباً‌همه‌           (‌ت

جا‌که‌در‌‌تقریباً‌همه‌             اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌       داریم‌‌              ازای‌هر‌‌به(‌ج

‌.است‌ گاه‌‌،‌تابع‌مشخصه‌روی‌تکیه     آن‌

‌.            گاه‌‌آن‌   اگر‌(‌د

‌.                آنگاه‌‌   اگر‌(‌ر

‌.جا‌تقریباً‌همه‌        همواره‌(‌ز

‌،‌همواره‌   و‌هر‌‌       ازای‌هر‌‌به:‌فرمول‌تغییر‌متغیر(‌ژ

            
 

 

 

    
                                             (94)  

 .دکنیمراجعه‌‌[92]،‌و‌[6]،‌[9]‌تر‌به‌یات‌بیشئبرای‌اثبات‌و‌جز

دار‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌کران‌      ‌ۀبا‌ضابط‌              ‌‌دار‌ترکیبی‌وزنعملگر‌‌]99[ .00ۀ قضی

                    .‌

‌در‌این‌صورت‌.‌،‌دلخواه‌باشد       فرض‌کنید‌‌.اثبات

     
           

 

 
                                                                             (95)  

                           
 

 

 

 

 

                 
 

 

 

                    
 

 

 

    
 
    

 
  

 

 
    

 
 
  
  
 
  

 

 
   

 
 
  
  

 

 . 

                                                           
1. Lowner-Heinz  



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌349های‌عملگرهای‌ترکیبی‌مروری‌بر‌رده

‌این       ‌رو،‌از
 

 
 
    

 

   ‌ ‌‌کران‌ پس‌. ‌اگر ‌تنها ‌و ‌اگر ‌است  دار
 

‌به‌        ‌یا ‌هم‌و ارز‌‌طور

‌.که‌همان‌حکم‌قضیه‌است‌       

،‌یک‌تابع‌دلخواه‌       دار‌و‌‌‌کران‌              دار‌‌فرض‌کنید‌عملگر‌ترکیبی‌وزن‌]92[ .03ۀ قضی

‌:در‌این‌صورت‌داریم.‌باشد

‌؛               (‌‌آ

‌؛                   (‌ب

‌.‌                 (‌ج

‌‌در‌این‌صورت.‌دلخواه‌باشند‌         فرض‌کنید‌. اثبات

                           
 

 
                                                  (96)  

              
 

 

 

                 
 

 

 

                  

‌چنین‌‌هم.‌               ‌رو‌از‌این

                                     
 

 

 

                  
 

 

 

                    
 

 

 

                    
‌و

                   

                          
 

 

                             
 

 

 

                  
 

 

                   
 

 

 

                
 

 

                   

‌.ترتیب‌برقرار‌هستندبه(‌ج)و‌(‌ب)،‌(آ)های‌‌بنابراین،‌حکم

یعنی‌)باشد‌‌ طور‌اساسی‌تمام‌‌به‌    نرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌  نشان‌داد‌که‌عملگر‌ترکیبی‌‌،]20[‌9وایتلی

           ‌ ‌     و‌(‌ ‌‌هم. ‌اندازه‌متناهی، های‌‌متعلق‌به‌رده‌  چنین‌او‌ثابت‌کرد‌که‌در‌فضای‌با

عبارت‌‌حافظ‌اندازه‌باشد،‌یعنی‌به‌ باشد‌و‌‌ طور‌اساسی‌تمام‌‌به‌    تطبیقی‌نرمال‌و‌یکانی‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌

‌.‌   دیگر‌

                نرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌داشته‌باشیم‌‌ ثابت‌شده‌است‌که‌عملگر‌‌]5[در‌مرجع‌

هیپونرمال‌است‌‌ دار‌‌ثابت‌کرد‌که‌عملگر‌ترکیبی‌وزن‌‌2لمبرت‌]95[در‌مرجع‌.‌                 و‌‌‌   

                                                           
1. Whitley 
2. Lambert  



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9911تابستان‌،‌2،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌322
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

     و‌‌                   اگر‌و‌تنها‌اگر‌
  

          
‌              که‌کسر،‌خارج‌‌   

‌.‌دشو‌صفر‌تعیین‌می

‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر(‌هیپونرمال‌  یعنی‌)هیپونرمال‌‌کو‌ نشان‌دادند‌که‌‌]6[در‌‌9کمپیل‌و‌هورنور

و‌‌                       ‌.  

 

 دار طور ضعیف هیپونرمال از عملگرهای ترکیبی وزن های به رده

‌‌ ‌برای ‌کافی ‌و ‌بخش‌شرایط‌لازم ‌این ‌‌- در ‌بودن، ‌‌شبه‌- هیپونرمال ‌بودن، ‌و‌‌- هیپونرمال ‌بودن پارانرمال

ممکن‌است‌خواننده‌.‌شود‌داده‌می‌     دار‌روی‌فضای‌هیلبرت‌‌دار‌از‌نوع‌ترکیبی‌وزن‌ید‌بودن‌عملگر‌کرانئنرمالو

نیز‌همان‌نقش‌را‌برای‌‌ کند،‌‌های‌بالا‌برای‌عملگرهای‌ترکیبی‌بازی‌می‌در‌بررسی‌رده‌ تصور‌کند‌همان‌نقشی‌که‌

‌می‌عملگرهای‌ترکیبی‌وزن ‌ایفا ‌‌دار ‌اما ‌ا‌که‌چناننماید، ‌این‌حدس‌وقتی‌بینیم‌میدامه‌در ، ‌ ،𝒜-نباشد،‌‌اندازه‌‌ پذیر

‌.درست‌نیست

‌  چنین‌‌هم.‌     و‌‌      نرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌  ثابت‌شده‌است‌که‌عملگر‌ترکیبی‌‌]1[در‌

  و‌‌   هیپونرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌  عملگر‌.‌     نرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌شبه
 

 
  

 

   
‌]95[.‌‌‌

  و‌‌   هیپونرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌- ،‌  نشان‌داده‌شده‌است‌که‌‌]9[در‌
 

  
  

 

    
‌ ،‌  چنین‌‌هم.

ضعیف‌هیپونرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌  سرانجام‌ثابت‌شده‌است‌که‌.‌     هیپونرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌-∞

          ‌.‌

‌‌]9[‌در ‌ترکیبی ‌عملگر ‌می  برای ‌داد ‌نشان ‌رده‌، ‌که ‌‌شود ‌‌شبه‌- های ‌‌- هیپونرمال، ‌مطلقاً ‌- پارانرمال،

‌          ها،‌نابرابری‌‌دیگر‌هستند‌و‌شرط‌لازم‌و‌کافی‌برای‌تعلق‌به‌این‌رده‌منطبق‌بر‌هم‌    پارانرمال‌و‌

‌.است

‌می ‌ادامه، ‌رده‌در ‌این ‌وزن‌خواهیم ‌ترکیبی ‌عملگرهای ‌برای ‌را ‌‌ها ‌بررسی ‌یمکندار ‌برای‌سهولت‌در‌‌بدین. منظور

‌.نامنفی‌باشد‌ کنیم‌که‌تابع‌وزن‌‌محاسبات‌و‌بدون‌کاستن‌از‌کلیت،‌فرض‌می

‌:‌باشدصورت‌‌دینب‌     عملگری‌روی‌‌ اگر‌.‌       و‌‌       فرض‌کنید‌‌]92[ .02ۀ قضی

                                                                             (97)  

‌:داریمدر‌این‌صورت‌.‌باشد

                                                                (92)  

‌قرار‌دهید‌.‌       کنیم‌‌فرض‌می.‌اثبات

     
   

     
                                                                    (91)  

‌:داریمدر‌این‌صورت‌

        
   

     
      

   

     
                                                       (20)  

  
   

     
               

                                                           
1. Hornor and Campbell  



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌320های‌عملگرهای‌ترکیبی‌مروری‌بر‌رده

‌حال‌اگر‌قرار‌دهیم.‌      در‌نتیجه،‌

     
   

      
 

                                                                           (29)  

‌توان‌دید‌که‌‌راحتی‌می‌به

        
   

      
 

      
   

      
 

                                               (22)  

   
   

      
 

 
 
            

 

‌:رو،‌داریم‌از‌این

         
   

      
 

      
   

      
 

 

 
                                         (29)  

  
   

      
                 

‌توان‌نشان‌داد‌که‌سرانجام‌به‌استقرا‌می.‌      بنابراین،‌

 
 

      
   

        
 

                                                                  (24)  

 ام‌عملگر‌ های‌‌کنیم‌توان‌در‌این‌مرحله‌سعی‌می
 

   دهیم‌‌برای‌راحتی‌محاسبه،‌قرار‌می.‌یمکنرا‌محاسبه‌‌ 
 

 ‌

   و‌
   

        
‌:داریم‌       در‌این‌صورت‌برای‌هر‌.‌ 

                                                                                                    (25)  

                                

                                        

‌توان‌به‌استقرا‌نشان‌داد‌مجدداً‌می

                                                                             (26)  

‌:آوریم‌دست‌میبه‌ و‌‌ با‌جاگذاری‌

 
 

     
   

        
 

 

 
                                                              (27)  

    
 
         

 
 
         

‌تابع‌       ازای‌هر‌‌به‌زیرا  روی‌طیف‌عملگر‌مثبت‌‌       ،
 

 ‌‌ ‌اینپیوسته‌است، ‌‌از ‌از‌رو، ‌استفاده با

‌:داریمحسابان‌تابعی‌

                                                                               (22)  

‌.رسد‌و‌سرانجام‌اثبات‌به‌پایان‌می

در‌.‌‌            و‌‌     دار‌روی‌‌دار‌کران‌عملگر‌ترکیبی‌وزن‌      فرض‌کنید‌‌]92[  .04ۀ قضی

‌:ارزند‌‌ها‌هم‌حکماین‌صورت‌‌این

 .هیپونرمال‌است‌شبه‌- ،‌  -

-                       . 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 .پارانرمال‌است‌- ،‌  -

 .پارانرمال‌است‌- ،‌مطلقاً‌  -

 .است‌    ،‌عملگری‌از‌رده‌  -

‌وزن‌قطبی‌ۀتجزی‌در‌ ‌یئجز‌طولپای‌عملگر ]92[ .02 ۀقضی ‌ترکیبی ‌عملگر ‌               ‌دار‌الحاق

‌:استصورت‌‌دینب

   
  

          
                                                      (21)  

‌:برقرارندها‌‌حکماین‌صورت،‌‌در‌این.‌باشد‌     دار‌روی‌‌عملگر‌ترکیبی‌کران‌  فرض‌کنید‌‌]92[ .02ۀ قضی

   
 .             هیپونرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌شبه‌- ،‌عملگر‌ 

   
       پارانرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌- ،‌عملگر‌ 

   

    
      

 . 

‌؛ارزند‌های‌هم‌گزارهاین‌صورت‌‌،‌در‌این‌ 𝒜     فرض‌کنید‌‌]92[ .03ۀ قضی

   
 ،هیپونرمال‌است‌شبه‌- ،‌عملگر‌ 

   
 ،پارانرمال‌است‌- ،‌عملگر‌ 

 روی‌σ   ‌،     . 

   و‌‌      ،‌داریم‌ 𝒜     چون‌.‌اثبات
   

    
   

‌.شود‌می‌نتیجه‌96ۀ‌حکم‌از‌قضیحال‌.‌ 

‌.یمکن‌یادآوری‌می‌‌]4[را‌از‌‌شود‌میاستفاده‌های‌بعدی‌‌که‌در‌اثبات‌قضیه‌92لم‌

‌:‌صورت‌داریم‌در‌این.‌       پذیر‌نامنفی‌باشند‌و‌‌توابع‌اندازه‌ و‌‌𝛼فرض‌کنید‌  .08 لم

 𝛼                  
 

 

 

 
                                             (90)  

  و‌‌ σ    σ 𝛼اگر‌و‌تنها‌اگر‌
  

 
        .‌

‌وزن‌]92[ .09ۀ قضی ‌ترکیبی ‌کران‌عملگر ‌‌دار ‌‌     دار ‌     بر ‌اگر‌‌- ، ‌تنها ‌و ‌اگر ‌است هیپونرمال

σ    σ   و‌‌‌

      
         

   
     

  
                                                (99)  

‌می ‌‌یادآوری ‌عملگر ‌برای ‌آلوثگ ‌تبدیل ‌که ‌‌      کنیم ‌مانند ‌است ‌به‌  عملگری ‌عملگر ‌این صورت‌‌که

      
 

     
 

یافته‌متناظر‌با‌‌تبدیل‌آلوثگ‌تعمیم‌     و‌‌      حال‌برای‌عملگر‌.‌شود‌تعریف‌می‌ 

‌‌              صورت‌‌به‌ عملگر‌ ‌معرفی‌شده‌است‌]2[در   ازای‌شود‌که‌به‌ملاحظه‌می.
 

 
‌ ،  

 

همان‌‌

   و‌‌    ،‌  در‌قضیه‌زیر‌.‌تبدیل‌آلوثگ‌کلاسیک‌است
روی‌‌     دار‌‌‌دار‌کران‌برای‌عملگر‌ترکیبی‌وزن‌  

 .شود‌محاسبه‌می‌     

‌در‌این‌صورت.‌باشد‌     دار‌روی‌‌دار‌کران‌یک‌عملگر‌ترکیبی‌وزن‌ فرض‌کنید‌‌]92[‌.32ۀ قضی

                         
       

       
                                (92)  

‌و

   
                                                                                  (99)  



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌322های‌عملگرهای‌ترکیبی‌مروری‌بر‌رده

      که‌در‌آن‌
  
       

        
 

 

 

    و‌‌
       

             
 

.‌

‌.دشو‌دار‌بررسی‌می‌،‌رده‌ضعیف‌هیپونرمالی‌برای‌عملگر‌ترکیبی‌وزن29ۀ‌در‌قضی

‌صورت‌در‌این.‌باشد‌     دار‌روی‌‌دار‌کران‌عملگر‌ترکیبی‌وزن‌ فرض‌کنید‌‌]92[ .30ۀ قضی

    ،‌   σاگر‌و‌تنها‌اگر‌روی‌‌        (‌آ
        . 

       (‌ب
  اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌  

   

  
         . 

‌:اثبات

‌که‌توجه‌(آ ‌‌کنید ‌    بر ،        ‌‌ ‌اگر ‌تنها ‌و      اگر
‌اگر‌‌                  ‌تنها ‌و اگر

    
        .‌

‌‌(ب ‌قضیه،    بنابر
      ‌ .‌        بنابراین

‌به‌   ‌اگر ‌تنها ‌و ‌‌اگر ‌هر ‌باشیم‌‌       ازای داشته

      
 

           
‌یعنی.‌      

          
 

 
                

 

 
          

    
 

 
                               (94)  

       ‌،‌92لمو‌با‌استفاده‌از‌‌   σ     σکه‌‌حال‌با‌توجه‌به‌این
و‌‌   σ     σاگر‌و‌تنها‌اگر‌‌  

  چنین‌‌هم
   

  
        ‌.‌

.‌کنیم‌بررسی‌‌     را‌روی‌‌ دار‌‌دار‌و‌کران‌ید‌بودن‌عملگر‌ترکیبی‌وزنئکنیم‌نرمالو‌در‌این‌قسمت،‌سعی‌می

                                 ‌ۀرا‌با‌ضابط‌      ‌‌برای‌این‌کار‌ابتدا‌اندازه
      

.‌یمکن‌تعریف‌می‌ 

   نیکودیم‌آن‌را‌با‌نماد‌-طور‌مطلق‌پیوسته‌است‌که‌مشتق‌رادون‌به‌ اندازه‌‌این‌اندازه‌نسبت‌به
  

     
 

  
نشان‌‌

‌.‌دهیم‌می

‌ترکیبی‌وزن‌ فرض‌کنید‌‌]92[‌.33ۀ گزار ‌کران‌عملگر ‌روی‌‌دار ‌باشد‌     دار ‌‌آن. ‌‌بهگاه ‌داریم‌‌   ازای‌هر ،

       
   

        
.‌

‌داریم‌‌‌   و‌هر‌‌       ازای‌هر‌‌به. اثبات

      
        

                
 
   

 

      
                  

 
        

 

                       
 

    
   

 
 
     

   
  

 

 
 

  

 

‌.آیددست‌میبنابراین‌حکم‌گزاره‌به

     قرار‌دهید‌‌]92[ .32 تذکر
   ‌                  چون‌.

توان‌نتیجه‌‌میرو،‌‌از‌این‌         

            گرفت‌که‌
        چون‌.‌       

 

‌            ‌،22ۀ‌گزارو‌از‌طرفی‌بنابر‌‌ 

          ،‌داشته‌باشیم‌   ازای‌هر‌‌ید‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌بهئنرمالو‌ عملگر‌‌رو،‌از‌این
   .‌

‌

 دار زیرنرمال عملگرهای ترکیبی وزن

‌این‌بخش‌مروری‌بر‌عملگرهای‌ترکیبی‌و‌ترکیبی‌وزن ‌داریم‌     روی‌فضای‌هیلبرت‌دار‌زیرنرمال‌‌در مقاله‌.

‌.مکنی‌نتایج‌آن‌را‌ذکر‌می‌ادامهکه‌در‌‌استعملگرهای‌ترکیبی‌زیرنرمال‌‌بررسیبهترین‌مرجع‌برای‌‌]94[



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9911تابستان‌،‌2،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌324
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

       ‌ۀدنبال .34 تعریف
‌     ای‌مانند‌‌روی‌بازه‌    نامیم‌هرگاه‌بتوان‌تابعی‌با‌تغییر‌کراندار‌‌را‌گشتاوری‌می‌ 

           چنان‌یافت‌که‌تساوی‌
 

 
‌.برقرار‌باشد‌

‌‌      عملگر ]02[ .32ۀ قضی ‌به‌            با ‌فقط‌اگر ‌و ‌‌زیرنرمال‌است‌اگر ‌ۀدنبال‌   ازای‌هر

           
‌.‌گشتاوری‌باشد‌ 

‌‌این‌است‌که‌تقریباً‌  یک‌بودن‌عملگر‌ترکیبی‌‌شرط‌لازم‌وکافی‌برای‌یک‌به ‌به)باشد‌‌   همه‌جا طور‌‌یا

طور‌اساسی‌پوشا‌باشد‌‌به‌ یک‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌یک‌به‌ دار‌‌اما‌عملگر‌ترکیبی‌وزن.‌]91[ (‌پوشا‌باشد‌  معادل

‌.]99[‌           معنی‌که‌‌بدین

،‌دنباله‌       ازای‌هر‌‌زیرنرمال‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌به‌  توان‌گفت‌که‌‌می‌25ۀ‌عنوان‌کاربردی‌از‌قضی‌به

       
   

 
 
   

 

   که‌در‌آن‌‌]94[گشتاوری‌باشد‌‌
      

  
‌زیرا‌ .

   
    

             
 

      
       

 

 

‌چندجمله‌ۀمجموع ‌‌ای‌همه ‌بازه ‌روی ‌‌          ها ‌نماد ‌با ‌می‌    را ‌دهیم‌نشان ‌خطی‌. تبدیل

      ‌ۀرا‌با‌ضابط‌             
   

           
  
‌.‌در‌نظر‌بگیرید‌    

‌  مثبت‌باشد‌یعنی‌هرگاه‌روی‌بازه‌‌ زیرنرمال‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌تبدیل‌خطی‌‌  عملگر‌ترکیبی‌‌]94[‌.32ۀ قضی

‌.‌      گاه‌‌آن‌    ،‌

              ‌ۀزیرنرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌دنبال‌    عملگر ]94[‌.33ۀ نتیج
با‌‌   به‌ازای‌هر‌مجموعه‌‌ 

‌.مثبت،‌یک‌دنباله‌گشتاوری‌باشد‌ۀانداز

           ‌،   برای‌هر‌‌زیرنرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌تقریباً‌    عملگر ]94[ .33ۀ نتیج
‌گشتاوری‌ۀیک‌دنبال 

   )باشد‌
      

  
.)‌

.‌دکررا‌نیز‌بررسی‌‌          دار‌‌توان‌زیرنرمال‌بودن‌عملگر‌ترکیبی‌وزن‌چنین‌می‌هم‌‌25ۀاز‌قضیبا‌استفاده‌

‌.طور‌اساسی‌کراندار‌باشد‌به‌ کنیم‌که‌تبدیل‌‌برای‌این‌کار‌ابتدا‌فرض‌می

‌ۀ،‌دنبال       ازای‌هر‌‌زیرنرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌به‌           دار‌عملگر‌ترکیبی‌وزن‌]2[. 38ۀ قضی

        
   

 

 
     
‌.گشتاوری‌باشد‌  

‌کنید ]2[. 39ۀ قضی ‌‌           فرض ‌ضابط‌             و ‌با ‌خطی ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ۀتبدیلی

      
   

           
  
مثبت‌‌ زیرنرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌تبدیل‌‌          آنگاه‌عملگر‌.‌باشد‌   

‌.‌ روی‌‌   زمانی‌که‌‌      جا‌‌به‌این‌معنی‌که‌تقریباً‌همه.‌باشد

‌اگر‌برای‌هر‌مجموعه‌‌           عملگر ]2[ .22ۀ نتیج ‌انداز‌ پذیر‌‌اندازه‌- زیرنرمال‌است‌اگر‌و‌تنها ۀ‌با

         متناهی،‌
 

    
     
‌.‌یک‌دنباله‌گشتاوری‌باشد‌  

‌.شود‌بیان‌می‌ در‌نهایت‌در‌این‌مرجع،‌معیار‌جالبی‌برای‌زیرنرمالی‌

‌ ]2[ .20ۀ گزار ‌‌           عملگر ‌اگر ‌تنها            زیرنرمال‌است‌اگر‌و
یک‌دنباله‌گشتاوری‌تقریباً‌‌  

            باشد‌که‌در‌آن‌‌   برای‌هر‌
       ‌،   

      

  
     و‌‌

   . 

‌
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 ها مثال

دار‌‌دهیم‌که‌عملگر‌ترکیبی‌وزن‌ها‌و‌نتایج‌فصل‌قبل‌نشان‌می‌هایی‌متنوع‌بر‌اساس‌قضیه‌ه‌مثالئدر‌این‌فصل‌با‌ارا

‌- پارانرمال،‌مطلقاً‌‌- هیپونرمال،‌‌شبه‌- هیپونرمال،‌‌- های‌عملگری‌مانند‌‌خوبی‌رده‌به‌     روی‌فضای‌هیلبرت‌

‌.]92[کنند‌‌را‌تفکیک‌می...‌ید‌و‌ئپارانرمال،‌نرمالو

          فرض‌کنید‌‌.23 مثال
‌ با‌وزن‌‌  دار‌‌ای‌وزن‌فضای‌دنباله‌     ای‌از‌اعداد‌حقیق‌مثبت‌و‌‌دنباله‌ 

یک‌اندازه‌‌ و‌‌   مجموعه‌توانی‌اعداد‌طبیعی،‌‌  ،‌که‌در‌آن‌                عبارتی‌دیگر،‌‌به.‌باشد

          کنیم‌‌فرض‌می.‌باشد‌         صورت‌‌به‌  روی‌
‌است‌ای‌از‌اعداد‌حقیقی‌نامنفی‌بوده‌دنباله‌ 

دهد‌‌محاسبات‌مستقیم‌نشان‌می.‌       پذیر‌نامنفرد‌باشد،‌به‌این‌معنی‌که‌‌یک‌تبدیل‌اندازه‌      و‌

          که‌برای‌هر‌
‌:‌داریم‌   و‌‌ 

     
 

  
                           

                

              

                     (95)  

‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌(‌پارانرمال‌- )هیپونرمال‌‌شبه‌- ،‌ ‌،94ۀ‌قضیبنا‌بر‌

                                     
       

 
             

     
 

   

              (96)  

  ،‌96ۀ‌چنین‌بنا‌به‌قضی‌هم
‌هیپونرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌داشته‌باشیم‌شبه‌- عملگر‌‌ 

 

  
    

                
   

        
   

                  
 

  
             

      

 
         (97)  

‌‌.22 مثال ‌لبگ‌روی‌زیرمجموعه‌ فرض‌کنید ‌اندازه‌اندازه ‌لبگ‌‌های ‌باشد‌       پذیر ‌اندازه. پذیر‌‌تبدیل

     و‌‌       صورت‌‌را‌به‌ و‌تابع‌وزن‌  نامنفرد
 

    
‌:داریمگاه‌‌آن.‌گیریم‌در‌نظر‌می‌

                  
     

    
                                   

   

   
           (92)  

σ     ‌‌ ‌همانی)‌   و ‌عملگر .)‌ ‌بر ‌بنا ‌قضیچون ‌‌شبه‌- ‌،94ۀ ‌بودن، ‌‌- هیپونرمال ‌و ‌بودن ‌- پارانرمال

های‌فوق‌‌کدام‌از‌رده‌ای‌مربوط‌به‌این‌مثال‌در‌هیچ  ‌رو،‌از‌این،‌است‌     ارز‌با‌‌هم‌ هیپونرمال‌بودن‌عملگر‌‌

‌هم.‌استهیپونرمال‌‌‌- پارانرمال‌و‌هم‌‌- هیپونرمال،‌هم‌‌شبه‌- ،‌هم‌  با‌این‌وجود،‌عملگر‌ترکیبی‌متناظر‌.‌نیست

  شود‌که‌‌چنین‌ملاحظه‌می
 ‌ ‌بر‌‌شبه‌- ، ‌بنا ‌اما ‌94ۀ‌قضیهیپونرمال‌نیست، ،  ‌‌ ‌‌   و هیپونرمال‌‌شبه‌- هر‌دو

   دار‌با‌تابع‌وزن‌‌عملگری‌به‌فرم‌ترکیبی‌وزن‌   لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌.‌هستند
 

   
 .است‌    

  ،‌   هر‌‌،‌برای96ۀ‌بر‌قضیتعویض‌کنیم،‌بنا‌‌       اگر‌فضای‌زمینه‌را‌با‌مجموعه‌‌این‌با‌وجود
،‌عملگر‌ 

‌.‌هیپونرمال‌نیستند‌شبه‌- عملگر‌‌   و‌‌  کدام‌از‌عملگرهای‌‌هیپونرمال‌است،‌ولی‌هیچ‌شبه‌- 

فرض‌.‌باشد‌ های‌‌متشکل‌از‌تمام‌زیرمجموعه‌ جبر‌‌-σمجموعه‌اعداد‌صحیح‌نامنفی‌و‌‌ فرض‌کنید‌‌‌.24 مثال

‌باشد‌(91)صورت‌‌‌به‌ترتیب‌به‌    شده‌روی‌هر‌عضو‌‌اندازه‌تعریف‌ کنید‌

                                                            (91)  

‌کنیم‌‌تعریف‌می.‌اعداد‌حقیقی‌مثبت‌و‌ثابتی‌هستند‌ و‌‌ که‌در‌آن‌

      
                    
                  

                                                 (40)  

‌در که‌عملگرهای‌ترکیبی‌‌برای‌نشان‌دادن‌این‌]9[‌و‌سپس‌در‌]4[‌لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌این‌مثال‌جالب‌ابتدا

‌.‌است‌شدهاً‌نرمال‌هستند،‌استفاده‌ئهای‌جز‌خوبی‌برای‌رده‌ۀکنند‌تفکیک



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9911تابستان‌،‌2،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌322
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌دهیم‌قرار‌می

      
                    
                       

                                              (49)  

‌.شود‌،‌بیان‌میشود‌میمفید‌که‌استفاده‌‌رابطۀدر‌ذیل‌چند‌

      
 

  
                                                        (42)  

     
 

  
                                                         (49)  

      
 

  
                                                         (44)  

               
                   

           

                                                   (45)  

‌داد‌کهتوان‌نشان‌‌به‌سادگی‌می

                                                                             (46)  

                    

                       

‌چنین‌داریم‌‌هم

                                                                                     (47)  

                                 

  

     
    

   
 
    

   
                

 

‌آوریم‌دست‌می‌به‌مذکوربا‌استفاده‌از‌محاسبات‌.‌   گیریم‌

       

                                                     

                                                

                                            

                  (42)  

‌و

            

   
 

 
                                                                     

                                                                          

                                                                

      (41)  

‌‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌پارانرمال‌است‌- عملگر‌‌ ،‌94ۀ‌بنا‌بر‌قضی

      
  

 
 
 
                                                                 (50)  

در‌‌(59)صورت‌‌حال‌تابع‌وزن‌دیگری‌را‌به.‌         و‌‌         اما‌این‌نابرابری‌موقعی‌برقرار‌است‌که‌

‌گیریم‌‌نظر‌می

      

                                                

                               فرد               

                             زوج               

                (59)  

‌:داریمصورت‌‌در‌این

                                                                                 (52)  



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌323های‌عملگرهای‌ترکیبی‌مروری‌بر‌رده

      
             

                            

                                     

  

     
       

   
 
       

   
                        

 

    اگر‌
    و‌‌ 

     ،‌   ازای‌هر‌‌چون‌به.‌      گاه‌‌،‌آن 

 

‌ ‌،29بنابر‌تذکررو،‌‌از‌این،‌   

‌.‌ید‌باشدئتواند‌نرمالو‌نمی

‌     ‌پذیر‌اندازه‌تبدیل‌.باشد‌       ‌لبگ‌پذیر‌اندازه‌های‌زیرمجموعه‌روی‌لبگ‌اندازه‌ کنید‌‌فرض‌.22 مثال

‌ ای‌با‌اندازه‌مثبت‌از‌‌پیوسته‌و‌روی‌هیچ‌زیرمجموعه‌ چون‌.‌گیریم‌در‌نظر‌می‌             ‌ۀرا‌با‌ضابط

‌فرض‌کنید‌ ‌زیرا ‌است، ‌یک‌تبدیل‌نامنفرد ‌باشد‌به‌   ثابت‌نیست، ‌           که‌‌طوری‌ای‌موجود با‌.

و‌)با‌اندازه‌مثبت‌‌        پذیر‌لبگی‌مانند‌‌غیراتمی‌است،‌پس‌مجموعه‌اندازه‌ که‌فضای‌اندازه‌‌توجه‌به‌این

‌شامل‌زیربازه ‌توان‌یافت‌می(‌ای‌لزوماً ‌اما‌با‌توجه‌به‌پیوستگی‌تبدیل‌         و‌‌      پس‌. نتیجه‌‌ ،

‌.‌ثابت‌است‌ روی‌‌ گیریم‌که‌‌می

‌:داریم‌       دهد‌که‌برای‌‌محاسبات‌مستقیم‌نشان‌می
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       با‌در‌نظر‌گرفتن‌
 

 
‌:آوریم‌دست‌می‌به‌   و‌‌
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‌:داریمو‌نهایتاً‌

           
       

 
        

 

 
         

 

 
    

      
 

 
 
                     (55)  

‌ ‌‌ حال‌اگر  عدد‌صحیح‌نامنفی‌و

 
‌آن‌      گاه‌روی‌‌عدد‌فردی‌باشد،

 

 
 ‌ ،            ‌ ‌نتیجه‌. ‌ در

 عدد‌صحیح‌نامنفی‌و‌‌ با‌این‌وجود‌اگر‌.‌پارانرمال‌باشد‌- تواند‌عملگر‌‌نمی

 
عملگر‌‌ گاه‌‌عدد‌زوجی‌باشد،‌آن‌  

‌استپارانرمال‌‌-         شود‌که‌‌،‌ملاحظه‌می با‌توجه‌به‌نمودار‌تبدیل‌.
 

 
      ‌ ‌‌از‌این، روی‌بازه‌رو،

 
 

 
   ‌ ،   ‌ .‌    بنابراین‌روی‌بازه

 

 
       صورت‌‌به‌ تصویر‌وارون‌تبدیل‌‌ۀضابط‌ 

 

 
 

 

 
      ‌

‌:داریم،‌‌2بنا‌بر‌لم‌،رو‌از‌این.‌شود‌مشخص‌می

      
 

  
 
 

 
 

 

 
          

 

  
 
 

 
 

 

 
         

 

      
                        (56)  

      ،‌فرض‌کنید‌‌9حال‌مطابق‌شکل
 

 
‌نیکودیم‌داریم-رادون‌ۀتغییرمتغیر‌و‌قضی‌ۀبنا‌بر‌قضی‌رو،‌از‌این،‌
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9911تابستان‌،‌2،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌328
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

        
 

        

     
 

        

          
 

        

 

‌،      ‌ۀو‌ضابط‌‌9اما‌با‌توجه‌به‌شکل
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  متغیر‌‌حال‌با‌اعمال‌تغییر
 

 
 

 

 
  در‌انتگرال‌اولی‌و‌‌      

 

 
 

 

 
در‌انتگرال‌دومی،‌برابری‌‌      

‌.دهیم‌ادامه‌می‌(51)صورت‌‌بالا‌را‌به
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‌در‌نتیجه‌داریم‌

                  
 

     
     

 

 
 

 

 
          

 

 
 

 

 
        

 

       
    

 

     
. (60)    

‌بنابراین

             
 

       
   

 

 
 

 

 
          

 

 
 

 

 
         

      
 

 
 
             (69)  

   چون‌در‌بازه‌.‌دست‌آوریم‌را‌به‌    تابع‌‌ۀخواهیم‌ضابط‌حال‌می
 

 
توانیم‌آن‌را‌از‌‌،‌در‌نتیجه‌می   همواره‌‌ 

‌.یمکنطرفین‌برابری‌بالا‌حذف‌

           
 

 
   

 

 
 

 

 
          

 

 
 

 

 
         

      
 

 
 
                         (62)  

‌:داریم‌ ‌ۀو‌با‌توجه‌به‌ضابطمذکور‌بر‌طرفین‌برابری‌‌ حال‌با‌اثر‌دادن‌تبدیل‌
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   ‌ۀاما‌روی‌باز
 

 
‌پس‌                            ،‌ 
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‌

‌

‌

‌

‌

 

 Tتبدیل  نمودار .0 شکل



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌329های‌عملگرهای‌ترکیبی‌مروری‌بر‌رده

اندازه‌جرم‌نقطه‌‌ و‌‌ های‌‌جبر‌شامل‌تمام‌زیرمجموعه‌-Σ‌σمجموعه‌اعداد‌صحیح‌مثبت،‌‌ فرض‌کنید‌‌.22 مثال

‌ۀبا‌ضابط‌ پذیر‌‌تبدیل‌اندازه.‌باشد‌       و‌‌   صورت‌‌به
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‌و‌تابع‌وزن

      
                    
                     

                                                               (66)  

‌گاه‌آن.‌را‌در‌نظر‌بگیرید
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‌نیز‌قرار‌دهید‌   برای‌.‌    دلخواه،‌قرار‌دهید‌‌   و‌برای‌‌   ویژه‌برای‌ثابت‌‌به

   
 

  
               
   

 
                                             (61)  

        های‌‌دنباله‌   زیرنرمال‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌برای‌هر‌‌ ،‌99ۀ‌بنابراین‌طبق‌گزار
          

‌و‌  

 
    

  
     
‌خوشبختانه‌هر‌دو‌دنباله‌اخیر،‌گشتاوری‌هستند،‌زیرا‌.‌گشتاوری‌باشند‌  
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    که‌در‌آن،‌
       

         
‌.زیرنرمال‌است‌ بنابراین‌.‌است‌       یک‌اندازه‌مثبت‌روی‌‌    
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