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شولز با استفاده از یک روش جدید  -حل عددی یک مدل انتگرالی بلک
 شعاعی و تفاضلات متناهی فشرده مبتنی بر توابع پایه

 ، رحمان اکبری و محمدتقی جهاندیده *رضا مختاری

 دانشگاه صنعتی اصفهان، گروه ریاضی

 16/00/67 :پذیرش                    09/13/67 :دریافت 

 چکیده

تفاده از را با اس استکه همراه با پرش  شولز-بلکدیفرانسیل انتگرالی حاصل از تغییر معاله  مدل نمایی یک قالهدر این م

حل و سپس  (𝐶𝐹𝐷4چهار) ۀمرتب تفاضلات متناهی فشرده ( و𝑅𝐵𝐹شعاعی ) ترکیب توابع پایه مدل جدیدی مبتنی بر

ات در ختص . در ضمن آنالیز پایداری این مدل رامزنیاده از آن تقریب میرا با استفاروپایی و آمریکایی  ارزش اختیار معاملات

های عددی حاصل از روش را برای ارزش اختیار معاملات اروپایی و قرار خواهیم داد و در انتها جواببررسی  قطبی مورد

 های دیگر مقایسه خواهیم نمود.با روش آمریکایی

 .شردهف تفاضلات متناهی شعاعی، توابع پایه ،اختیار معامله اروپایی و آمریکایی ،ی با پرشنمای شولز-بلک ۀمعادل های کلیدی:واژه

 
 مقدمه

هایی است که به دلیل کاربرد در تجارت جهانی بیشترین رشد و تغییر تجزیه و تحلیل مسایل مطرح در امور مالی یکی از زمینه

 مالی به خود اختصاصترین توجه را در مباحث رزش اختیار معاملات بیشتعیین یا تخمین ا در بین این موضوعات را داشته است و

ها معادله با ترین آنکه مهم املات ارائه شدهگذاری اختیار معهای ریاضی برای ارزشهای گذشته انواع مدلدهه داده است. طی

در ساختن آن حرکت ارزش شولز این است که  -یکی از اشکالات در مدل بلک .[0،1] شولز است -مشتقات جزئی بلک

برای . نیستشود، فرضی که سازگار با مشاهدات تجربی رش و به صورت حرکت براونی فرض میبدون پ بنیادیندارایی 

شود که تا حد رفع این نقص حرکت ارزش دارایی به صورت حرکت پواسون و یا لوی که دارای پرش هستند فرض می

جواب شود دلی که با این فرض ساخته میهر چند که برای م[. 3] ار استمطلوبی واقعی و با مشاهدات تجربی سازگ

تحلیلی نیز وجود دارد، این جواب فقط برای شرایط مرزی مربوط به اختیار معاملات اروپایی است و برای شرایط مرزی سایر 

 .[9،7،6، 0،4] بسیار کارساز باشدتواند های عددی میاختیار معاملات، به ویژه اختیار معاملات آمریکایی، استفاده از روش

، همگرایی قابل ارتقا ۀسازی و هچنین مرتب، روش تفاضلات متناهی به دلیل سادگی در پیادههای عددیدر بین روش

هایی که تا کنون ارائه های روشضعف . اما یکی از نقطه[6،01] های دیگر مورد استفاده قرار گرفته استبیشتر از روش

ه باید  بندی نقاط است کهای این روش شبکهیکی دیگر از ضعفست. ا هاهمگرایی پایین آن ۀیا مرتب ،اپایدارین ،شده است

های شتوان از روابتدا تمام نقاط در مکان خاصی قرار بگیرند و سپس به حل عددی پرداخته شود. برای رفع این مشکل می

 طیفی و ...(.  شعاعی، توابع پایه وابع پایهبدون نیاز به شبکه استفاده کرد )مانند استفاده از ت
                                                           

  mokhtari@cc.iut.ac.ir    نویسنده مسئول  *



 های ریاضی پژوهش                                          0011پاییز ، 3 ۀ، شمار7جلد                                                            901
 (نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

شعاعی همیشه در کنار هم برای  ۀنیکلسون و روش توابع پای-های گذشته روش تفاضلات متناهی کرانکدر طی سال

در این مقاله ابتدا روش توابع پایه شعاعی را همراه [. 00،01] اندمورد استفاده قرار گرفته جزئیحل معادلات با مشتقات 

دهیم و سپس برای بهبود نتایج با همان تعداد نقطه از تفاضلات متناهی نیکلسون مورد استفاده قرار می -ا روش کرانکب

و به این ترتیب بالا می رود  0 ۀکنیم. مشاهده خواهیم کرد که این روش پایدار است، همگرایی تا مرتبفشرده استفاده می

های مدل عددی جدید آن است برد. یکی دیگر از برتریطلوب از بین میهای قبلی را به نحوی مهردو نقطه ضعف مدل

شولز )که اختیار معاملات مطرح در بازارهای مالی حال حاضر را  -که همراه با تغییر شرایط مرزی برای معادله بلک

نتایج  RBFنقاط روش این روش با همان تعدادهمچنین در  مانند.برجا می ها همچنان پا، این ویژگیکنند(سازی میمدل

 آید.می دست بهبسیار بهتری نسبت به نتایج قبلی 

حلیلی و جواب ت انتگرالی تحت حرکت پواسون شولز -بلک ابتدا مدل انتگرالی، برای کامل بودن مطالب در این مقاله

کنیم. سپس با مرور می ،کند، که ارزش اختیار معاملات اروپایی را در شرایط خاص بیان میرا دست آمده برای آن به

 ۀمعادل ، زمینه را برای حل عددیکندتبدیل می انتگرالیدیفرانسیل  ۀرا به یک معادل مدل انتگرالیچند تغییر متغیر که 

ارائه  ،است فشرده و توابع پایه شعاعی که مبتنی بر تفاضلات متناهیرا جدیدی  مدل و کنیمتغییر یافته آماده می

، همگرایی و سرعت همگرایی آن های پایداریدست آمده در خصوص ویژگی دیفرانسیل به ۀادل. برای حل معدهیممی

اختیار معاملات  دهیم. در انتها نیز به بحث نتایج عددی حاصل و کاربرد آن در تخمین ارزشارائه می را دلایل لازم

 پردازیم.می

 شولز-شده روی معادله بلکسازی و ساختار مدل ارائهپیاده

ند چرا با استفاده از  را معرفی کرده و در ادامه آن انتگرالی تحت حرکت پواسون شولز -ر این بخش ابتدا مدل بلکد

 کنیم.دیفرانسیل انتگرالی ساده تبدیل می ۀتغییر متغیر به یک معادل

 ارزش دارایی بنیادین تحت فرایند پواسون

 نویسیمرا به صورت زیر میدارایی بنیادین برای تعیین ارزش  همراه با پرش شولز -مدل بلکابتدا 

(0) 

𝑑𝑆 = 𝜎(𝑡)𝑆𝑑𝑊 + 𝜇(𝑡)𝑆𝑑𝑡 + (𝑞(𝑡) − 1)𝑆𝑑𝑁, 

𝜎،نسبت به ارزش دارایی و زمان به ترتیب تغییرات 𝑑𝑡و 𝑑𝑆ن )ارزش سهام(،ارزش دارایی بنیادی 𝑆که در آن ∈ ℝ+ 

ند نسبت به زمان دارای مقداری ثابت و یا دارای حرکتی تصادفی توا)انحراف معیار برگشتی سهام( که می نوسانات دارایی

𝜇(𝑡)،باشد = 𝑟(𝑡) − 𝑑𝑡 − 𝜆(𝑡)𝜅(𝑡)   نرخ افزایش سالانه(، رانش(𝑟 که دارای رفتاری  0سالانه بدون ریسک ۀنرخ بهر

فرایند  𝑁)وینر( و  براونی استانداردبیانگر حرکت   𝑊،توزیع آن قضاوت کرد ۀتوان دربارولی می است.بینیتصادفی و غیرقابل پیش

𝜅(𝑡)م در این مدل داری .استپواسون  = 𝐸(𝑞(𝑡) − ,1−)در بازه 𝜅(𝑡)، که  (1 𝑞(𝑡)قرار دارد و   (∞ − ایجاد  ۀتابع تکان 1

1 با احتمال 0dN= که  . نکته مهم درباره این مدل این استاست 𝑆𝑞(𝑡)به  𝑆جهش در ارزش دارایی از −  𝜆𝑑𝑡و𝑑𝑁 = 1 

 . استارامتر پواسون است که برابر با تعداد رخدادها )اتفاقات( در واحد زمان پ  𝜆، که در آن𝜆𝑑𝑡با احتمال

                                                           
1 risk-freeinterest rate 
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دهد ، همان فرایند تصادفی با حرکت براونی هندسی رخ میdN=0( حالتی را در نظر بگیریم که 0) ۀحال اگر در معادل

توان به ( را می0) ۀدهد، معادلگر فرض کنیم که فرایند پواسون رخ باشد. حال اشولز می -که در اصل همان معادله بلک

 صورت زیر نوشت

(1) 
𝑑𝑆

𝑆
≃ 𝑞(𝑡) − 1,  

𝑞(𝑡)حالتکه در این  −  .است 𝑆𝑞(𝑡)به 𝑆ازتابع تکانه ایجاد جهش در ارزش دارایی   1

𝑔فرض کنید .)لم ایتو( 1لم  ∈ 𝐶2ه . سپس با احتمال یک، برای هم𝑡 ≥  داریم: 0

𝑑𝑔(𝑋𝑡) =
𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑋𝑡)𝑑𝑋𝑡 +

1

2

𝜕2𝑔

𝜕𝑥2
(𝑋𝑡)(𝑑𝑋𝑡)2, 

𝑔(𝑋𝑡) − 𝑔(𝑋0) = ∫ 𝑔′(𝑋𝑠)
𝑡

0

𝑑𝑋𝑠 +
1

2
∫ 𝑔″(𝑋𝑠)

𝑡

0

𝑑𝑠 

𝑑𝑋𝑡که در آن  = 𝜎(𝑡)𝑑𝑊𝑡 + 𝜇(𝑡)𝑑𝑡. 

,𝑉(𝑆فرض کنید  𝑡) یار معاملات تحت ارزش داراییارزش اخت𝑆 ( و با 0) ۀدر هر زمان باشد. با تغییر متغیر در معادل

کنیم. در نتیجه با در نظر گرفتن  دست پیدا می (PIDE) جزئیاستفاده از لم ایتو ما به یک معادله انتگرالی با مشتقات 

𝑣(𝑥, 𝜏) = 𝑉(𝑆, 𝜏)  :داریم 

(3) 

𝑣𝜏 =
1

2
𝜎2𝑣𝑥𝑥 + (𝑟 − 𝜆𝜅 −

1

2
𝜎2)𝑣𝑥 + 𝜆 ∫ 𝑣

∞

−∞

(𝑧, 𝜏)𝑓(𝑧 − 𝑥)𝑑𝑧 

−(𝜆 + 𝑟)𝑣, (𝜏, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × (−∞,∞), 

)logکه در آن )x S،𝜏 = 𝑇 − 𝑡 و𝑇 تابع چگالی 0باشد. در مدل مرتونمی زمان سررسید اختیار معامله𝑓   به صورت

 شود:زیر تعریف می

𝑓(𝑥) =
1

√2𝜋𝜂2
𝑒

−
(𝑥−𝜈)2

2𝜂2  

توان تابع تکانه پرش را به صورت باشد. در این مدل میواریانس تابع توزیع اندازه پرش می 𝜂2میانگین و که در آن

𝐸[𝑞(𝑡)]امید ریاضی و به صورت  = 𝑒𝑥𝑝( 𝜈 +
𝜂2

2
𝜅(𝜏) نوشت، یعنی  ( = 𝐸[𝑞(𝜏) − 1] = 𝑒𝑥𝑝( 𝜈 +

𝜂2

2
) − 1 . 

 توان جمله انتگرالی را نیز به صورت مجموع دو جمله انتگرالی دیگر به صورت زیر نوشت:( همچنین می1) ۀدر معادل

∫ 𝑣
ℝ

(𝑧, 𝜏)𝑓(𝑧 − 𝑥)𝑑𝑧 = ∫ 𝑣
[−𝑏,𝑏]

(𝑧, 𝜏)𝑓(𝑧 − 𝑥)𝑑𝑧 

+∫ℝ\[−𝑏,𝑏]𝑣(𝑧, 𝜏)𝑓(𝑧 − 𝑥)𝑑𝑧. 

,𝛷(𝜏را به صورتɸ  حال تابع 𝑥, 𝑏) = ∫
ℝ \[−𝑏,𝑏]

𝑣(𝑧, 𝜏)𝑓(𝑧 − 𝑥)𝑑𝑧 تعریف کنیم. این تابع در مدل مرتون به صورت 

𝛷(𝜏, 𝑥, 𝑏) = 𝑆𝑒𝑥+𝜈+
𝜂2

2 𝑁 (
𝑥 − 𝑏 + 𝜈 + 𝜂2

𝜂
) − 𝐾𝑒−𝑟𝜏𝑁 (

𝑥 − 𝑏 + 𝜈

𝜂
), 

                                                           
1 Merton model 
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𝑁(𝑦) شود، وقتی کهتعریف می =
1

√2𝜋
∫ 𝑒−

𝑥2

2
𝑦

−∞
𝑑𝑥

 

شولز، -مانند معادله بلک است.توافقی ذکرشده در قرارداد  قیمت 𝐾و

,𝐶𝐸(𝑆 0دبازدهی اختیار خریدر این نوع مدل نیز  𝑇) و اختیار فروش𝑃𝐸(𝑆, 𝑇)1  آیندمی دست بهزیر  ۀاز دو رابطاروپایی 

(0) 
𝐶𝐸(𝑆, 𝑇) = 𝑚𝑎𝑥( 𝑆 − 𝐾, 0), 𝑃𝐸(𝑆, 𝑇) = 𝑚𝑎𝑥( 𝐾 − 𝑆, 0) 

,𝐶𝐸(0اضافی هایلتدر حا و 𝑡) = 0،𝐶𝐸(∞, 𝑡) = 𝑆  ،𝑃𝐸(0, 𝑡) = 𝐾𝑒−𝑟𝑡

,∞)𝑃𝐸و   𝑡) = 0. 

باشد، با این تفاوت که ارزش اختیارات آمریکایی در طول همچنین بازدهی اختیار معاملات آمریکایی مانند اروپایی می

 د به شرط اینکه مقدارش از مقدار اختیار معامله اروپایی بیشتر باشد. یعنی داریمتواند اجرا شوزمان تا تاریخ سررسید می

𝐶𝐴(𝑆, 𝑡, 𝐾) ≥ 𝐶𝐸(𝑆, 𝑡, 𝐾), 
𝑃𝐴(𝑆, 𝑡, 𝐾) ≥ 𝑃𝐸(𝑆, 𝑡, 𝐾) 

0برای تمام مقادیر ≤ 𝑡 ≤ 𝑇. 

 اضح است که برای اختیار معاملات دیگر این شرایط متفاوت خواهند بود.و

 

 انتگرالی به معادله دیفرانسیل (3) ۀیل معادلتبد

ای، مدل را به یک مدل زنجیره ۀ( قصد داریم تا از چند تغییر متغیر و قاعد3) ۀتر کردن معادلاینک به منظور ساده

 .[03] دیفرانسیل انتگرالی تبدیل کنیم

 فرض کنید

𝛼 = −
𝑟 − 𝜆𝜅 −

1
2

𝜎2

𝜎2
,      𝛽 = −

1

2
𝜎2𝛼2 − (𝜆 + 𝑟) 

 ای و همچنین با استفاده از تغییر متغیرهایزنجیره جزئیاه با قرار دادن این تغییر متغیر و گرفتن مشتقات گآن

𝑢(𝑥, 𝜏) = 𝑒−𝛼 𝑥−𝛽𝜏𝑣(𝑥, 𝜏), 𝑔(𝑥) = 𝑒𝛼 𝑥𝑓(𝑥) 

 :استدیفرانسیل انتگرالی  ۀشود که یک معادلترین شکل، به صورت زیر بازنویسی می( به ساده3) ۀمعادل 

(4) 

𝑢𝜏 =
1

2
𝜎2𝑢𝑥𝑥 + 𝜆 ∫ 𝑢

∞

−∞

(𝑧, 𝜏)𝑔(𝑧 − 𝑥)𝑑𝑧, (𝜏, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × (−∞,∞), 

 شوند )در اینجا فقط شرایط ارزشهمچنین شرایط اولیه و مرزی نیز با اعمال این تغییر متغیرها به صورت زیر نوشته می

 شود(:( بازنویسی می0) ۀریق مشابه با استفاده از معادلنویسیم و اختیار فروش نیز به طاختیار معامله خرید را می

(9) 

𝑢𝐶(𝑥, 0) = 𝑚𝑎𝑥{ 𝑒−𝛼𝑥(𝑆0𝑒𝑥 − 𝐾),0}, 
𝑢(−𝑏, 𝜏) = 0, 𝑢(𝑏, 𝜏) = 𝑒−(𝛼𝑏+𝛽𝜏)(𝑆0𝑒𝑏 − 𝐾𝑒−𝑟𝜏). 

,𝑏−]تقارن متناهی و م ۀله به یک دامنأرا بدون کاستن از کلیت مسℝ ۀ در ادامه دامن 𝑏]  کنیم چون در عمل تبدیل می

 .نهایت در نظر گرفتتوان ارزش دارایی بنیادین را بینمی
                                                           
1 Call option 
2 Put option 
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 شولز-جواب تحلیلی معادله بلک

 :[3] خرید اروپایی به صورت زیر دارد ۀ( جوابی دقیق و تحلیلی برای ارزش اختیار معامل3) ۀکه معادلتوان ثابت کرد می

𝑉(𝑆, 𝜏) = ∑
𝑒−𝜃𝜏(𝜃𝜏)𝑚

𝑚!

∞

𝑚=0

𝐶𝐵𝑆(𝜏, 𝑆, 𝐾, 𝑟𝑚 , 𝜎𝑚), 

 که در آن

𝜃 = 𝜆(1 + 𝜅), 𝑟𝑚 = 𝑟 − 𝜆𝜅 +
𝑚 𝑙𝑛( 1 + 𝜅)

𝜏
, 𝜎𝑚

2 = 𝜎2 +
𝑚𝜂2

𝜏
 

 شولز برای اختیار خرید است. -همان جواب معادله بلک 𝐶𝐵𝑆و 

 

 شولز -انتگرالی بلکدیفرانسیل  ۀبرای معادل 𝑪𝑹𝑩𝑭𝟒 ساختار مدل

شعاعی همیشه در کنار هم برای  ۀنیکلسون و روش توابع پای -های گذشته روش تفاضلات متناهی کرانکدر طی سال

شعاعی را با روش  ۀاند. ما در این پژوهش ابتدا روش توابع پایمورد استفاده قرار گرفته جزئیحل معادلات با مشتقات 

و سپس برای بهبود نتایج با همان تعداد نقطه از تفاضلات متناهی فشرده به جای  کنیمنیکلسون استفاده می -کرانک

 RBFهای این روش در این است که با همان تعداد نقاط روش کنیم. یکی از مزیتنیکلسون استفاده می -روش کرانک

 آوریم.می دست بهنتایج بسیار بهتری نسبت به نتایج قبلی 

,𝑀(، ابتدا مقادیر طبیعی4) ۀسازی معادلبه منظور گسسته 𝑁 > ℎکنیم  گیریم و تعریف میرا در نظر می 0 =
2𝑏

𝑀
و  

T
k

N
ه نقط(𝑥𝑖, 𝜏𝑛) را که در آنix b ih    0,1=برای,…Mi وn nk  ای بر,…,N0,1=n  در نظر

𝑢𝑖دهیمنویسی قرار میدهگیریم. حال برای سامی
𝑛 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝜏𝑛)   ،𝑔𝑖𝑗 = 𝑔(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)

 
های زیر را در گذاریو نماد 

 گیریم:نظر می

(7) 

𝑢𝑖
𝑛+1/2

=
𝑢𝑖

𝑛+1 + 𝑢𝑖
𝑛

2
, 𝜕𝜏𝑢𝑖

𝑛+1 =
𝑢𝑖

𝑛+1 − 𝑢𝑖
𝑛

𝑘
, 𝛿𝑥

2𝑢𝑖
𝑛 = 𝑢𝑖+1

𝑛 − 2𝑢𝑖
𝑛 + 𝑢𝑖−1

𝑛 . 

,𝑏−] ۀای روی بازگیری ذوزنقهانتگرال( ابتدا از دستور 4ۀ )برای قسمت انتگرالی معادل 𝑏]  و روی نقاط𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑀 − که  1

 کنیم. پس داریم:استفاده میاست. 𝑂(ℎ2)ۀ دارای مرتب

(6) 

𝛤𝑖
𝑛 = ∫ 𝑢

∞

−∞

(𝑧, 𝜏𝑛)𝑔(𝑧 − 𝑥𝑖)𝑑𝑧 

≈
ℎ

2
[𝑢1

𝑛𝑔𝑖1 + 2𝑢2
𝑛𝑔𝑖2 + 2𝑢3

𝑛𝑔𝑖3 + ⋯ + 𝑢𝑀−2
𝑛 𝑔𝑖𝑀−2 + 𝑢𝑀−1

𝑛 𝑔𝑖𝑀−1] 

+𝑂(ℎ2) + 𝛷(𝜏𝑛, 𝑥𝑖 , 𝑏). 

,𝑥𝑖) نیکلسون در نقطه-( با استفاده از روابط فوق و روش کرانک4) ۀحال معادل 𝜏𝑛) شودبه شکل زیرگسسته می 

(6) 
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛

𝑘
= 𝜎2

𝑢𝑥𝑥
𝑛+1 + 𝑢𝑥𝑥

𝑛

4
+ 𝜆

𝛤𝑛+1 + 𝛤𝑛

2
. 
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,𝑥𝑖کنیم که ای انتخاب میرا به گونه ixاینک نقاط 𝑖 = 1, … , 𝑀 − 𝑥𝑖نقاط داخل شبکه و  1 , 𝑖 = 0, 𝑀  نقاط مرزی

 کنیم:قریب )درونیابی( زیر را تعریف میباشند. برای این نقاط, ت

(01) 

𝑢(𝑥, 𝜏𝑛) = 𝑢𝑛(𝑥) ≃ ∑ ℓ𝑗
𝑛

𝑀

𝑗=0

𝜙𝑗(𝑥), 

ℓ𝑗که در آن
𝑛  ضرایب مجهول و𝜙𝑗(𝑥) = 𝜑(‖𝑥 − 𝑥𝑗‖) است. تابع( )xشعاعی معروف هستند که  ۀبه توابع پای

ای برای این پارامتر تعیین که تا کنون مقدار بهینه است. پارامتر شکلی ایم که در آنآورده 0 لها را در جدوبرخی از آن

.‖همچنین [. 00،04] توان حدودی مطلوب برای آن تعیین کردنشده است ولی در برخی موارد می  نرم اقلیدسی است. ‖

 فمعرو پایه شعاعیبرخی از توابع  :1جدول 
𝜑(𝑟) (𝑀𝑄چند مربعی ) = √𝜀2 + 𝑟2 

 (𝐼𝑀𝑄چند مربعی معکوس )
𝜑(𝑟) =

1

√𝜀2 + 𝑟2
 

 (𝐼𝑄مربعی معکوس )
𝜑(𝑟) =

1

𝜀2 + 𝑟2
 

𝜑(𝑟) (𝐺𝐴گاوسی ) = 𝑒−(𝜀𝑟)2
 

𝜑(𝑟) (𝑇𝑃𝑆اسپلاین صفحه نازک ) = 𝑟2𝑚 𝑙𝑛( 𝑟) 

 شودبه صورت زیر نوشته میixدر نقاط( 01تقریب )

𝑢𝑛(𝑥𝑖) ≃ ∑ ℓ𝑗
𝑛

𝑀

𝑗=0

𝜙𝑗(𝑥𝑖),     𝑖 = 0, … , 𝑀, 

 را به صورت ماتریسی زیر نوشت: توان آنکه می

(00) 
𝑢𝑛 = 𝑪ℓ𝑛 , 

 که در آن

𝐶 = [𝜙𝑗(𝑥𝑖): 𝑖 = 0, … , 𝑀,  𝑗 = 0, … , 𝑀](𝑀+1)×(𝑀+1), ℓ𝑛 = [ℓ0
𝑛, … , ℓ𝑀

𝑛 ]𝑇 را به دو زیرماتریس Cماتریس .

 کنیم، در نتیجه داریم:( تقسیم میbCو مرزی ) (dC)در نقاط داخلی 

𝐶 = 𝐶𝑑 + 𝐶𝑏 , 

 که در آن

𝑪𝑑 = [𝜙𝑗(𝑥𝑖): 𝑖 = 1, … , 𝑀 − 1,    𝑗 = 0, … , 𝑀 and 0 elsewhere](𝑀+1)×(𝑀+1), 

𝐶𝑏 = [𝜙𝑗(𝑥𝑖): 𝑖 = 0, 𝑀,    𝑗 = 0, 𝑀 and 0 elsewhere](𝑀+1)×(𝑀+1). 

𝑖( و در نقاط6) ۀدر معادل( 01حال با جایگذاری تقریب ) = 1, … , 𝑀 − 1, 𝑥𝑖 رسیم:زیر می ۀبه معادل 

(01) 

∑ ℓ𝑗
𝑛+1

𝑀

𝑗=0

𝜙𝑗(𝑥𝑖) −
𝜎2𝑘

4
∑ ℓ𝑗

𝑛+1

𝑀

𝑗=0

𝜙𝑗
′′(𝑥𝑖) −

ℎ𝜆𝑘

4
∑ ℓ𝑗

𝑛+1𝑔𝑖𝑗

𝑀

𝑗=0

𝜙𝑗(𝑥𝑖) 

= ∑ ℓ𝑗
𝑛

𝑀

𝑗=0

𝜙𝑗(𝑥𝑖) +
𝜎2𝑘

4
∑ ℓ𝑗

𝑛

𝑀

𝑗=0

𝜙𝑗
′′(𝑥𝑖) +

ℎ𝜆𝑘

4
∑ ℓ𝑗

𝑛𝑔𝑖𝑗

𝑀

𝑗=0

𝜙𝑗(𝑥𝑖) 
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 که در آن

( ) ( )
ij j x x

d
x x

dx
 

 û , 

𝜙𝑗
′′(𝑥) =

𝑑2

𝑑𝑥2
𝜙𝑗(𝑥) ∣𝑥=𝑥𝑖

. 

 همچنین برای شرایط مرزی داریم:

∑ ℓ𝑗
𝑛+1

𝑀

𝑗=0

𝜙𝑗(𝑥0) = 0,     ∑ ℓ𝑗
𝑛+1

𝑀

𝑗=0

𝜙𝑗(𝑥𝑀) = 𝑒−(𝛼𝑏+𝛽𝜏𝑛+1)(𝑆0𝑒𝑏 − 𝐾𝑒−𝑟𝜏𝑛+1). 

𝑀 با تعداد دستگاه ( به صورت یک01) ۀرابط + ℓ𝑗مجهول 1
𝑛+1 را به صورت ماتریسی  توان آنتشکیل شده است که می 

(03) 
𝑀ℓ𝑛+1 = 𝑅, 

𝑀 = 𝐶 −
𝜎2𝑘

4
𝑪𝑑2 −

ℎ𝜆𝑘

4
𝐺𝐶𝑑 , 

𝑅 = (𝑪𝑑 +
𝜎2𝑘

4
𝐶𝑑2 +

ℎ𝜆𝑘

4
𝐺𝐶𝑑) ℓ𝑛 + 𝐷𝑛+1 + 𝑘𝜆𝛷𝑛, 

 نوشت که در آن

 

𝐶𝑑2 = [𝜙𝑗
′′(𝑥𝑖): 𝑖 = 1, … , 𝑀 − 1,   𝑗 = 0, … , 𝑀and  0 elsewhere]

(𝑀+1)×(𝑀+1)
, 

𝐺 = [
𝑔𝑖𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑀

2𝑔𝑖𝑗 , 𝑗 = 2,3, … , 𝑀 − 1
] 

𝐷𝑛+1 = [0,0, … ,0, 𝑒−(𝛼𝑏+𝛽𝜏𝑛+1)(𝑆0𝑒𝑏 − 𝐾𝑒−𝑟𝜏𝑛+1)], 

𝛷𝑛 = [𝛷(𝜏𝑛, 𝑥0, 𝑏), 𝛷(𝜏𝑛 , 𝑥1, 𝑏), … , 𝛷(𝜏𝑛, 𝑥𝑀 , 𝑏)]. 

گیری سیمپسون ای از روش انتگرالگیری ذوزنقه، باید هم به جای قاعده انتگرال 𝐶𝑅𝐵𝐹4آوردن طرح  دستبهحال برای 

 نیکلسون استفاده شود. -طرح تفاضلات متناهی فشرده به جای روش کرانک و هم از

 به صورت زیر عمل کنیم 𝑢𝑥𝑥چهار باید برای جمله ۀبا مرتب 𝑅𝐵𝐹روشآوردن  دست بهدر ابتدا برای 

(𝑢𝑥𝑥)𝑛+1/2 = 𝐷2𝑢𝑛+1/2 ≃
1

ℎ2 (𝛿𝑥
2)𝑢𝑛+1/2 + 𝑂(ℎ2) 

≃
1

ℎ2 𝛿𝑥
2𝑢𝑛+1/2 −

ℎ2

12
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛+1/2
+ 𝑂(ℎ4) 

=
1

ℎ2 𝛿𝑥
2𝑢𝑛+1/2 −

ℎ2

12
(𝐷2𝑢)𝑥𝑥

𝑛+1/2
+ 𝑂(ℎ4) 

 در نتیجه داریم:

(00) 

𝐷2𝑢𝑛+1/2 ≃
1

ℎ2

𝛿𝑥
2

1 +
1

12 𝛿𝑥
2

𝑢𝑛+1/2 + 𝑂(ℎ4) ≃
𝐷2

1 +
ℎ2

12 𝐷2

𝑢𝑛+1/2 + 𝑂(ℎ4). 
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 ( داریم6) ۀ( در معادل00) ۀطبا قرار دادن راب

(04) 
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛

𝑘
+
ℎ2

12

𝑢𝑥𝑥
𝑛+1 − 𝑢𝑥𝑥

𝑛

𝑘
= 

𝜎2
𝑢𝑥𝑥

𝑛+1 + 𝑢𝑥𝑥
𝑛

4
+ 𝜆

𝛤𝑛+1 + 𝛤𝑛

2
+ 𝜆ℎ2

𝛤𝑥𝑥
𝑛+1 + 𝛤𝑥𝑥

𝑛

24
. 

 ه صورت ماتریسی زیر نوشت:توان ب( را می04معادله )( 00با استفاده از تقریب )

(09) 
𝑀ℓ𝑛+1 = 𝑅, 

𝑀 = 𝐶 + (
ℎ2

12
−

𝜎2𝑘

4
) 𝐶𝑑2 −

𝜆𝑘ℎ3

72
𝐺𝐶𝑑2 −

ℎ𝜆𝑘

6
𝐺𝐶𝑑, 

𝑅 = (𝐶𝑑 + (
ℎ2

12
+

𝜎2𝑘

4
) 𝐶𝑑2 +

𝜆𝑘ℎ3

72
𝐺𝐶𝑑2 +

ℎ𝜆𝑘

6
𝐺𝐶𝑑) ℓ𝑛 + 𝐷𝑛+1 + 𝑘𝜆𝛷𝑛, 

گیری سیمپسون به صورت که با استفاده از قاعده انتگرال  𝐺به جز ماتریس است. ها مانند قبلآن تمام ماتریسکه در 

 :شودتبدیل میزیر 

𝐺 = [

𝑔𝑖𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑀

4𝑔𝑖𝑗 , 𝑗 = 2,4, …

2𝑔𝑖𝑗 , 𝑗 = 3,5, …
]. 

 کنیم.را توصیف می 𝑪𝑹𝑩𝑭𝟒روشحال در ادامه الگوریتم 

 𝑪𝑹𝑩𝑭𝟒الگوریتم روش 
 کنیم.را مشخص می 𝑇و 𝑀 ،𝑁ابتدا پارامترهای (0

 .n=0 دهیمقرار می (1

 آوریم.می دست بها ر 𝑢𝑛مقدار (7ابطه )ه ربا استفاده از شرط اولی (3

𝐶ℓ𝑛خطیدستگاه  (0 = 𝑢𝑛 .را حل می کنیم 

 کنیم.را محاسبه می 𝑅و 𝑀 هایماتریس (4

𝑛دهیم قرار می (9 = 𝑛 + 1. 

ℓ( مقادیر مجهول09) ۀعادلبا استفاده از م (7
𝑛  آوریم.می دست بهرا 

 کنیم.محاسبه می( 00استفاده از دستگاه معادلات )را با  𝑢𝑛مقدار تقریبی (6

𝑛𝑘اگر (6 < 𝑇 پذیرد.رویم و در غیر این صورت برنامه پایان می( الگوریتم می4) ۀبه مرحل 

 
 𝑪𝑹𝑩𝑭𝟒بررسی پایداری روش

مطرح شده است را به منظور بررسی همگرایی  RBFایی قطبی که توسط مارتل برای روشروش همگردر این بخش 

 .[09] دهیم( مورد استفاده قرار می09ادلات )دستگاه مع

 توان روی دایره واحد به صورت قطبی زیر نوشتاقلیدسی را می ۀدانیم که فاصلمی

‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖2
2 = 2 − 2 𝑐𝑜𝑠( 𝜃𝑖 − 𝜃𝑗), 
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 𝜃𝑗که در آن
له به صورت أ( را بدون کاستن از کلیت مس03) ۀتوان معادلباشند. برای سادگی میمی 𝑥𝑗ای نقاطجزء زاویه

 قطبی زیر نوشت

(07) 

𝑢(𝑥) = ∑ ℓ𝑗𝜙(1 − 𝑐𝑜𝑠( 𝜃 − 𝜃𝑗)),

𝑀

𝑗=1

 

𝜙(1که در آن  − 𝑐𝑜𝑠( 𝜃 − 𝜃𝑗)) = 𝛷(‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖2). 

 ( به صورت زیر هستیم4) ۀدنبال راه حلی برای حل معادله شعاعی باشد. ما ب ۀتابع پای یک 𝛷فرض کنید  حال

(06) 

𝑢(𝜃, 𝑡) = ∑ ℓ𝑗(𝑡)𝜙(1 − 𝑐𝑜𝑠( 𝜃 − 𝜃𝑗)),

𝑀

𝑗=1

 

 شود که:( قرار دهیم نتیجه می4ۀ )( را در معادل06) ۀمعادل توان دریافت که اگرور خودکار میبه ط

( ) ( cos( ))

( )cos( ) ( cos( ))

( )sin ( ) ( cos( ))

( ) ( cos( )) . ( )

M

j j

j

M

j j j

j

M

j j j

j

M

j ij j

j

t

t

t

t g

1

2

1

2
2

1

0

1

1
2

1
2

1 0 19

 

 نویسیم. در نتیجه داریم:می  𝜃𝑖ۀدر هر نقط ( را دقیقا06ً) ۀاینک معادل

( ) ( cos( ))

( )cos( ) ( cos( ))

( )sin ( ) ( cos( ))

( ) ( cos( )) . ( )

M

j i j

j

M

j i j i j

j

M

j i j i j

j

M

j ij i j

j

t

t

t

t g

1

2

1

2
2

1

0

1

1
2

1
2

1 0 20

 

 

1برای هر مقدار ≤ 𝑖 ≤ 𝑀نویسیمرا به صورت ماتریسی زیر می( 11) ۀ, معادل 

(10) 
𝐴ℓ′(𝑡) − 𝐵ℓ(𝑡) − 𝐶ℓ(𝑡) − 𝐷ℓ(𝑡) = 0, 
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 که در آن

[ ] ( cos( )) ,

[ ] cos( ) ( cos( )) ,

[ ] sin ( ) ( cos( )) , ( )

[ ] ( cos( )) ,

( ) ( ), ( ), , ( ) .

ij i j

ij i j i j

ij i j i j

ij ij i j

T

M

A a

B b

C c

D d g

t t t t

2

2
2

1 2

1

1
2

1 22
2

1

 

 اگر فرض کنیم
𝑢(𝑡) ≡ (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡), … , 𝑢𝑀(𝑡))𝑇 , 

 ( داریم:01) ۀسپس از رابط
𝑢(𝑡) = 𝐴ℓ(𝑡) 

 داریم (10یگذاری رابطه فوق در معادله )با جا

(13) 
𝑢(𝑡) = 𝐸𝑢(𝑡) 

𝐸که در آن  ≡ (𝐵 + 𝐶 + 𝐷)𝐴−1. 

 

𝑘پذیر است. حال برای یک گام زمانی عکوسم 𝐴کنیم که ماتریسما به طور ضمنی قبول می > ( را با 13) ۀمعادل 0

 کنیم؛ در نتیجه داریمروی زمان جداسازی می 𝐹𝑘استفاده از یک روش عددی مانند

(10) 
𝑢𝑛+1 = 𝐹𝑘(𝐸)𝑢𝑛. 

 گوییم هرگاه 0پایدار-( را لکس10) ۀرابط

(14) 
‖𝐹𝑘(𝐸)𝑛‖ ≤ 𝑙, 

 

𝑛و برای همه مقادیر  𝑙یهابرای برخی ثابت ≥ ست که یک ماتریس نرمال باشد, برای پایداری روش کافی 𝐸. اگر0

 قرار دارد. 𝐹𝑘پایداری روش ۀآن در دامن ۀنشان دهیم مقادیر ویژ

𝜃𝑗م اگر قرار دهی = 2𝜋𝑗/𝑀  1برای ≤ 𝑗 ≤ 𝑀( به صورت زیر بازنویسی می11, سپس )شود 

 

                                                           
1 Lax-stable 
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[ ] ( cos( ( ) / )) , ( )

[ ] cos( ( ) / ) ( cos( ( ) / )) , ( )

[ ] sin ( ( ) / ) ( cos( ( ) / )) . ( )

[ ] ( ( ) / ) , ( )

ij

ij

ij

ij ij

A a i j M

B b i j M i j M

C c i j M i j M

D d g i j M

2

2
2

1 2 26

2 1 2 27
2

2 1 2 28
2

2 29

 

 های زیر احتیاج داریم:برای بررسی بیشتر به لم

𝐴𝐵مثالجا پذیر هستند )به طور جابه 𝐷و  𝐴 ,𝐵 ،𝐶ی هاماتریس. 2لم  = 𝐵𝐴.) 

 هستند 0الحاقی -پاد  𝐷𝐴−1و  𝐶𝐴−1و 𝐵𝐴−1های ماتریس. 3لم 

( 16( و )16( و )17ست و با توجه به معادلات ))هرمیتی( ا 1خودالحاق 𝐴س (, ماتری14) ۀبا توجه به معادلبرهان: 

جاپذیر جابه 𝐷و ,𝐴,𝐵 𝐶 هایماتریس, چون 0الحاقی هستند. علاوه بر آن با توجه به لم  -پاد 𝐷و  𝐶و 𝐵هایماتریس

 جاپذیرند. در نتیجهجابه نیز 𝐷و  𝐴−1,𝐵 ،𝐶های هستند در نتیجه ماتریس

(𝐵𝐴−1)∗ = −𝐴−1𝐵 = −𝐵𝐴−1, 
(𝐶𝐴−1)∗ = −𝐴−1𝐶 = −𝐶𝐴−1, 
(𝐷𝐴−1)∗ = −𝐴−1𝐷 = −𝐷𝐴−1

 
 ترانهاده مزدوج مختلط است. ۀکه در آن )*( نشان دهند

 زیر را نتیجه گرفت. ۀتوان قضیمی 1و  0های با استفاده از لم

 پایدار است.-(  لکس10) ۀرابط. 1قضیه 

آن  ۀنرمال است پس مقادیر ویژ 𝐸ماتریسالحاقی و درنتیجه نرمال است. چون -پاد𝐸 ماتریس 1 با استفاده از لم برهان:

 پایدار باشد این است که مقادیر ویژه ماتریس-( لکس10) ۀکه معادل موهومی محض هستند. پس شرط کافی برای این

𝐸در محدوده پایداری روش𝐹𝑘 قرار داشته باشد. حال𝐹𝑘  را روش عددی ( تفاضلات متناهی فشرده مرتبه چهار𝐶𝐹𝐷4 )

یک روش عددی بدون  𝐹𝑘ای انتخاب کرد که شرط برقرار باشد. چون را به گونه 𝑘توان مقادیرگیریم. حال میدر نظر می

 .شودگیرد و قضیه اثبات میقید و شرط پایدار است در نتیجه دامنه پایداری آن تمام محور موهومی را در بر می

با توجه به بحث فوق، مقدار جواب عددی
 

𝑢𝑛 مقادیر کوچک( به ازای زمانهای بالا𝑘 کراندار است، پس در نتیجه روش )

 مقاله بدون قید و شرط پایدار است.

 نتایج عددی
سی قرار مورد برر  𝑪𝑹𝑩𝑭𝟒مدلرا در حالت خرید برای ارزیابی دقت  و آمریکایی در این بخش اختیار معامله اروپایی

 کنیم. های عددی دیگر و جواب دقیق مقایسه میروش با همچنین این مدل را دهیم.می

 کنیم:گیری میزیر اندازه هایخطای روش را با استفاده از نرم

𝐿𝑅 = 𝑅𝑀𝑆 = √
1

𝑀
∑ |

𝑀

𝑖=1

𝑈𝑎𝑝𝑝(𝑥𝑖 , 𝑡) − 𝑈𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑥𝑖 , 𝑡)|, 

𝐿∞ =∥ 𝑈𝑎𝑝𝑝 − 𝑈𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 ∥∞ 

                                                           
1 skew-adjoint 
2 self-adjoint 
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 دهیم.( انجام می𝐼𝑀𝑄)ها را با تابع پایه شعاعی چند مربعی معکوس همچنین تمام مثال

 

 ارزش اختیار معامله اروپایی

توان با جواب تقریبی مقایسه و دقت روش را بررسی چون اختیار معامله اروپایی دارای جواب تحلیلی هستند پس می

 بریم.آوردن ارزش اختیار معاملات اروپایی به کار می دستبهرای کرد. پس در ابتدا روش را ب

 گیریم:( در نظر می0) ۀدر ادامه مقادیر زیر را برای متغیرهای معادل

𝜎 = 0/15, 𝑇 = 0/25, 𝑟 = 0/05, 𝜂 = 0/45, 𝜈 = −0/9, 𝜆 = 0/1 

و جواب  𝑅𝐵𝐹و [ 07](𝐹𝐷تفاضلات متناهی )را با روش 𝐶𝑅𝐵𝐹4روشکنید, مشاهده می 1در جدولطور که همان

𝐾و 𝑆0برای مقادیر مختلفاروپایی  خریداختیار ارزش برای  (4) ۀدقیق معادل =  دست به. نتایج نیمکمقایسه می 100

را با پارامتر  𝐶𝑅𝐵𝐹4روشهاست. در این جدول دقت بالای روش در مقایسه با دیگر روش ۀدهندآمده از این جدول نشان

𝜀شکلی = 𝜀را با پارامتر شکلی 𝑅𝐵𝐹روشو  0/104,0/09,0/103 = 𝑆0به ترتیب برای مقادیر 0/1,0/09,0/1 =
 

 ایم.کار بسته به 90,100,110

𝑁با مقادیراروپایی  خریدگذاری اختیار جواب دقیق و جواب عددی برای ارزش ۀمقایس :2جدول  = 25،𝑀 = 128 ، 𝐾 = و در 100

 [1/5,1/5−]ۀباز
𝑆0 𝑭𝑫[𝟏𝟕] 𝑹𝑩𝑭 𝑪𝑹𝑩𝑭𝟒 جواب دقیق 

09 0/525183 0/527040 0/527638 0/527638 

199 4/355963 4/396741 4/391268 4/391246 

119 12/635554 12/655104 12/643406 12/643406 

 𝐿∞  

09 0/00245 5/9848 × 10−4
 5/3170 × 10−8 

199 0/03528 2/4723 × 10−4 2/1975 × 10−5 

119 0/00785 4/0250 × 10−4 4/6662 × 10−7 

 

نتایج و خطاهای یکسانی بدهند تا  ایم که هردو تقریباًهم مقایسه کرده ای بابه گونه را𝑭𝑫و𝑪𝑹𝑩𝑭𝟒روش، دو 3در جدول 

رسد. مشاهدات های مکانی و زمانی کمتر به خطای داده شده میمعلوم شود کدام روش در زمان کمتر و با تعداد گام

را اجرا  دهدمی𝑭𝑫روشتر همان خطایی که زمان کمتر و با تعداد نقاط بسیار پایین در 𝑪𝑹𝑩𝑭𝟒دهد که روششان مین

 کند.می
 از نظر زمان اجرای برنامه 𝐹𝐷و𝐶𝑅𝐵𝐹4دو روش  ۀمقایس :3جدول 

 𝑭𝑫[𝟏𝟕] 𝐶𝑅𝐵𝐹4 

𝑆0
 

𝑁 = 800𝑀
= 4096 

𝐿∞(𝐹𝐷)
 

زمان 

 اجرا)ثانیه(

𝑁 = 25𝑀
= 128 

𝐿∞(𝐶𝑅𝐵𝐹4)
 

 زمان اجرا)ثانیه(

90 0/527636 2/9828 × 10−6 263 0/527638 5/3170 × 10−8 0/511 
100 4/391211 3/4878 × 10−5 268 4/391268 2/1975 × 10−5 0/519 
110 12/643398 8/1425 × 10−6 260 12/643406 4/6662 × 10−7 0/524 
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شود دارای اهمیت است، ماتریسی که در روش از آن استفاده می 0توابع پایه شعاعی عدد حالت خاطر این که در روشه ب

دهد که عدد حالت در نشان می 0دهیم. نتایج جدول را مورد بررسی قرار می 𝑀عدد حالت ماتریس  0پس در جدول

 نده مطلوب بودن پارامتر شکلی است.دهکه نشاناست.دارای پایداری نزدیکی پارامتر شکلی

 𝑀عدد حالت ماتریس  :4جدول 
𝑅𝑀𝑆  عدد حالت ماتریس𝑀  

6/3904 × 10−4 
1/3814 × 10−3 
4/0465 × 10−4 
5/3170 × 10−8

 
1/1527 × 10−3 
5/3845 × 10−4 
3/5152 × 10−4 
4/6475 × 10−6 
8/2737 × 10−6 
6/9594 × 10−5 

2/2627 × 106 
2/5859 × 106 
2/9621 × 106 
3/3889 × 106 
3/8772 × 106 
4/5358 × 106 
4/4358 × 106 
5/0747 × 106 
5/8054 × 106 
6/6412 × 106 

0/101 
0/102 
0/103 
0/104 
0/105 
0/106 
0/107 
0/108 
0/109 
0/11 

 

 ایمبا یکدیگر مقایسه کردههمچنین نمودار خطا را  ،ده از مدلآم دستبهنمودار جواب دقیق و جواب عددی  0 در شکل

 دهنده مناسب بودن مدل است.که نشان

 
𝑁با مقادیر  خطا )راست( نموداراروپایی )چپ( و  خریدگذاری اختیار جواب دقیق و جواب عددی برای ارزش نمودار .1شکل  = 25،𝑀 =

128 ،𝐾 =  [60,120] ۀو در باز 100

 

 معامله آمریکاییارزش اختیار 

تواند بیشتر باشد، چون در اروپایی می ۀآمریکایی از ارزش اختیار معامل ۀهمان طور که گفته شد ارزش اختیار معامل

را بفروشد، بخرد و یا اگر تا آخر  تواند در صورت بالا بودن ارزش قرارداد آنآن می ۀطول قرارداد تا زمان سررسید دارند

تر از بازدهی نرفت در نهایت به همان اندازه مقدار ارزش قرارداد اروپایی به فروش برساند و یا زمان انقضا ارزش آن بالا

 خریداری کند.

                                                           
1condition number 
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نشان خواهیم داد تا مطالب فوق را به صورت شهودی نیز مورد بررسی  𝐶𝑅𝐵𝐹4در ادامه چند نمودار را با استفاده از روش 

 قرار دهیم.

𝑆0برای مقادیر [0,0/25]یکایی را در طول زمان ارزش اختیار خرید آمر 1در شکل  = 𝐾و  90 = مشاهده  100

 کنیم.می

 
𝑁خریدآمریکایی با مقادیر گذاری اختیار برای ارزشآمده  دستبههای عددی جواب نمودار .2شکل  = 25،𝑀 = 128𝐾 = و در  100

 [0,0/25]و بازه زمانی  [10,120] ۀباز

 

آمریکایی  ۀارزش اختیار فروش معامل 3آمریکایی و تفاوت آن با اختیارات اروپایی، در شکل  ۀملبرای درک بهتر اختیار معا

 برای مقادیر [0،0]را در طول زمان 

𝜎 = 0/15, 𝑟 = 0/1, 𝜂 = 0/45, 𝜈 = −0/9, 𝐾 = 100, 𝑆0 = 70 

𝜆به طور سه بعدی برای مقادیر مختلف = که ارزش  است. این نکته ۀایم که نشان دهندرسم کرده 0/3,0/5,0/7

 های سررسید، بیشتر یا مساوی با ارزش اختیارات اروپایی است.اختیار معاملات آمریکایی در زمان

ارزش اختیار معاملات اروپایی و آمریکایی از  ۀبرای محاسب 𝐶𝑅𝐵𝐹4روشونه که در این بخش مشاهده شد، گهمان

تناهی های تفاضلات مبرتری این تکنیک نسبت به روش کند که نشان ازهای ذکر شده نتایج بهتری ارائه میدیگر روش

ها، نرخ شعاعی دارد که توانسته است نتایج این دو روش را به طور مطلوبی بهبود ببخشد. در ضمن این مثال ۀو توابع پای

را به  نزدیکی پارامتر شکلی در𝑀 ماتریسهای بالا و همچنین پایداری عدد حالت همگرایی روش، پایداری آن در زمان

رائه ریاضیات مالی را ا ۀتری در زمینهای مفصلبایست بحثهای دیگر میکه برای مثال دلیل اینه خوبی نمایش دادند. ب

 کنیم.ها را به مقالات دیگر موکول مینهای دیگر اجتناب کرده و آکنیم، به همین جهت از آوردن مثال
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𝜆فروش آمریکایی برای مقادیر ختیار گذاری اجواب عددی برای ارزش نمودار .3شکل  = 𝜆)بالا(،  0/3 = 𝜆)وسط( و 0/5 = 0/7 

𝑀های مکانیو تعداد گام )پایین( = 𝑁زمانی و 50 = 10. 
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