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ها گرها و نقش آنضرب وسیلۀ بههای تقریبی تعریف شده دوگان

 هادر بازسازی سیگنال
‌
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 چکیده
گرها،‌عملگرهای‌را‌با‌استفاده‌از‌ضرب‌هیلبرتهای‌تقریبی‌در‌فضاهای‌ها‌و‌دوگاناین‌مقاله‌انواع‌جدیدی‌از‌دوگان‌در

ها‌نوشته‌شده‌که‌های‌تقریبی‌و‌کاربردهای‌آنتاکنون‌مقالات‌متعددی‌در‌مورد‌دوگان.‌یمکن‌میها‌معرفی‌پذیر‌و‌نشانهوارون

‌اند‌شدههای‌بسل‌بررسی‌های‌تقریبی‌برای‌دنبالهمقالات‌دوگاناین‌‌در ‌این. ‌دوگان‌در ‌برای‌دنبالهجا های‌های‌تقریبی‌را

‌آن‌رتبهیلدلخواه‌در‌یک‌فضای‌ ‌با‌دوگانتعریف‌کرده، ‌را م‌با‌هیدهای‌تقریبی‌بسل‌مورد‌مقایسه‌قرارداده‌و‌نشان‌میها

ها‌توانند‌در‌بازسازی‌سیگنالهای‌تقریبی‌بسل‌را‌ندارند‌اما‌میمام‌خواص‌دوگانهای‌تقریبی‌لزوماً‌تکه‌این‌دوگانوجود‌این

‌.آوریمدست‌میهای‌تقریبی‌بسل‌بهاین،‌نتایج‌جدیدی‌برای‌دوگانعلاوه‌بر.‌مفید‌واقع‌شوند

 

 .گر،‌بازسازی‌سیگنالبسل،‌قاب،‌دوگان‌تقریبی،‌ضرب‌ۀ،‌دنبالهیلبرتفضای‌: کلیدی هواژ
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 نیازهامقدمه و پیش

صورت‌سری‌فوریه‌و‌استفاده‌از‌ضرایب‌فوریه،‌روشی‌متداول‌در‌ها‌بهمیلادی،‌نمایش‌سیگنال‌9146پیش‌از‌سال‌

همراه‌داشت‌که‌عمدتاً‌ناشی‌از‌منحصر‌به‌فرد‌بودن‌اما‌این‌روش‌مشکلاتی‌به.‌آمدحساب‌میها‌بهعمل‌پردازش‌سیگنال

رفتند‌و‌یا‌ها‌از‌فرستنده‌به‌گیرنده‌برخی‌از‌ضرایب‌فوریه‌از‌بین‌میچون‌اگر‌در‌حین‌انتقال‌سیگنال.‌بودضرایب‌فوریه‌

‌9گابور‌9146در‌سال‌.‌نه‌نبودهیطور‌کامل‌و‌ب‌ها‌بهشدند‌دیگر‌گیرنده‌قادر‌به‌بازسازی‌سیگنالو‌اختلال‌می دچار‌نویز

در‌روش‌خود‌خواص‌اساسی‌یک‌دنباله‌‌او.‌د‌که‌بسیار‌کارآمد‌بودراه‌حل‌مناسبی‌برای‌حل‌این‌مشکل‌ارائه‌دا [99]در‌

اساسی‌‌ۀلئچند‌مس‌بررسیکه‌در‌حال‌‌3و‌شیفر‌2دافین‌9152در‌سال‌.‌دست‌آورده‌بودرا‌که‌بعدها‌قاب‌نامیده‌شد‌به

هیلبرت‌را‌یک‌قاب‌فضای‌‌آن‌وغیرهارمونیک‌بودند،‌احساس‌نیاز‌به‌معرفی‌مفهومی‌کردند‌‌ۀهای‌فوریدر‌مورد‌سری

‌ ‌95]نامیدند .]‌ ‌سال ‌گراسمان4دوبچیز‌9186در ‌مِیِر‌5، ‌‌6و ‌93]در ‌قاب[ ‌مفهوم ‌بازنگری ‌را ‌ارزشکرها ‌و ‌و‌دند ها

‌بهکاربردهای‌آن ‌را ‌ها‌و‌اطلاعات‌خاطرنشان‌کردندویژه‌در‌پردازش‌سیگنال‌ها ‌قاب. ها‌های‌آنها‌و‌تعمیمپس‌از‌آن،

های‌مختلف‌علم‌و‌ها‌بلکه‌در‌شاخهها‌نه‌فقط‌در‌پردازش‌سیگنالو‌کاربردهای‌فراوانی‌از‌آن‌بررسی‌شدطور‌گسترده‌‌به

‌.نیمک‌ها‌را‌ذکر‌میاین‌بخش،‌مطالب‌مورد‌نیاز‌در‌مورد‌قاب‌ۀدر‌ادام.‌[98]،‌[90]،‌[1]،‌[9]‌دندشصنعت‌ارائه‌
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‌که‌بازسازی‌سیگنالاز‌آن ‌عملی‌بسیار‌مهم‌در‌مخابرات‌بهجا ‌از‌توضیحات‌فوق‌برمیشمار‌میها آید‌که‌با‌آید‌و

ک‌توان‌نتیجه‌گرفت‌که‌یافتن‌دوگان‌برای‌یها‌وجود‌دارد،‌میداشتن‌یک‌دوگان‌از‌یک‌قاب‌امکان‌بازسازی‌سیگنال

دست‌آوردن‌دوگان‌کانونی‌حتی‌به.‌دست‌آوردن‌دوگان،‌همیشه‌کار‌آسانی‌نیستمتأسفانه‌به.‌دقاب‌اهمیت‌فراوانی‌دار

دراین‌مواقع‌.‌مستلزم‌محاسبات‌پیچیده‌است‌وارون‌عملگر‌قاب،ۀ‌خاطر‌دشوار‌بودن‌محاسبنیز‌در‌بسیاری‌از‌موارد‌به
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[.‌28]،‌[29]،‌[26]های‌غیر‌بسل‌مورد‌توجه‌قرار‌گرفتند‌گرها‌برای‌دنبالهگرهای‌بسل،‌ضربپس‌از‌معرفی‌ضرب

های‌بسل‌های‌تقریبی‌برای‌دنبالهها‌دوگاناند‌که‌در‌آنهای‌تقریبی‌نوشته‌شدهتاکنون‌مقالات‌متعددی‌درمورد‌دوگان

اند‌که‌با‌شده‌های‌تقریبی‌نوشتهگرها‌و‌دوگانفراوانی‌در‌مورد‌ضربۀ‌قابل‌توجه‌است‌که‌مقالات‌ارزند)‌اند‌بررسی‌شده
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م،‌منابع‌هیکامل‌این‌مفابررسی‌برای‌.‌ها‌در‌قسمت‌منابع‌این‌مقاله‌وجود‌نداردها‌امکان‌ذکر‌آنتوجه‌به‌تعداد‌زیاد‌آن

استفاده‌‌[22]،‌[91]،‌[94]،‌[92]‌ۀهای‌تقریبی،‌از‌چهار‌مقالدر‌این‌مقاله‌برای‌دوگان.‌را‌ملاحظه‌کنید[‌92]و‌[‌3]
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‌(.است‌FدوگانHIdیک‌Gحالتدر‌این)

نیز‌‌Fگاهباشد،‌آن‌Fیک‌دوگان‌Gهای‌بسل‌باشند‌ودنباله‌Fو‌Gاین‌مقاله‌ذکر‌کردیم،‌اگرۀ‌که‌در‌مقدم‌چنان

‌است‌Gیک‌دوگان ‌مثال‌زیر‌نشان‌می. ‌یک‌فضای‌دهد‌که‌این‌نتیجه‌برای‌دنبالهاما ‌در لزوماً‌‌هیلبرتهای‌دلخواه

‌.برقرار‌نیست

‌کنیممی‌تعریف. 6مثال 
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,دقت‌شود‌که‌لزوماً‌عملگر ,m F GMازای‌هربه‌m،Fو‌Gعنوان‌نمونه،‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌مثالبه.‌تعریف‌نیستخوش‌‌
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‌.در‌تناقض‌است‌

)یک‌‌Gفرض‌کنیم(‌ب , )m TدوگانFباشد‌‌ .‌ ,با‌توجه‌به‌قسمت‌الف، ,m F GMتعریف‌استخوش‌‌ اکنون‌به.
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,و‌این‌یعنی ,m F G HM T Id‌.شودسهولت‌اثبات‌می‌عکس‌این‌گزاره‌به.‌

 .کنیمیادآوری‌می‌[28]را‌از‌‌1تعریف‌
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‌.‌طور‌نامشروط‌همگرا‌باشدبه‌Hدر

)یک‌Gفرض‌کنیم (الف .02ۀ قضی , )m TدوگانFصورتاین‌در.‌باشد‌Fیک( , )m T دوگانGاست‌اگر‌‌

,اگر‌و‌تنها ,m G FMتعریف‌باشدخوش‌. 
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‌این ,رو،‌از , , ,m F G m G FM M ‌ ‌چون. ‌طرفی ,از ,m F G HM T Idبنابراین‌, ,m F G HT M Id  چون‌‌ Tو ‌

,پذیر‌است‌داریموارون ,m F G HM T Id  نتیجه‌و‌در‌, , , ,m G F m F G HM T M T Id   ‌.ایجاب‌‌8ۀ‌اکنون‌قضی

)یک‌‌Fکند‌کهمی , )m T دوگانGباشد‌.‌‌

,چون(‌ب ,m F GMکند‌که‌ایجاب‌می[‌28]در‌‌‌9.‌3طور‌نامشروط‌همگراست،‌لمبه‌, ,m G FMاکنون‌‌.تعریف‌باشدخوش

‌‌.شودنتیجه‌از‌قسمت‌الف‌حاصل‌می

fازای‌هرکنیم،‌بهملاحظه‌می‌‌6که‌در‌مثال‌چنان. 00 نکته Hداریم‌, i i

i

f f g f




  
1

ۀ‌اما‌با‌توجه‌به‌قضی.‌

‌وارونهی‌8 ‌عملگر ‌نیست‌به‌Tپذیری‌مانندچ ,کهطوریموجود i i

i

f Tf f g




  
1

‌ ‌می. ‌نشان ‌نکته ‌که‌این دهد
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‌یک‌G(ب ‌تقریبیTرا ‌هرگاهمی‌Fدوگان )یک‌Gنامیم , )m Tتقریبی‌ ‌به‌Fدوگان ‌که ‌هرباشد ازای
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‌(.است‌Fدوگان‌تقریبیHIdیک‌Gحالتدر‌این)

‌.هستگیریم‌که‌یک‌دوگان،‌دوگان‌تقریبی‌نیز‌بلافاصله‌نتیجه‌می‌92از‌تعریف‌

‌.‌شوداثبات‌می‌93ۀ‌و‌با‌استفاده‌از‌الگوریتم‌نیومن‌برای‌جبرهای‌باناخ،‌قضی‌8ۀ‌مشابه‌اثبات‌قضی
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نیز‌‌Fگاهباشد،‌آن‌Fیک‌دوگان‌تقریبی‌Gهای‌بسل‌باشند‌ودنباله‌Fو‌Gاست‌که‌اگرثابت‌شده[‌92]در‌

‌6اما‌مثال‌.‌گاه‌قاب‌استبسلی‌دارای‌یک‌دوگان‌تقریبی‌باشد،‌آنۀ‌چنین‌اگر‌دنبالهم.‌است‌Gیک‌دوگان‌تقریبی

‌می ‌دنبالهنشان ‌برای ‌لزوماً ‌نتایج ‌این ‌که ‌نیستنددهد ‌برقرار ‌غیربسل ‌های ‌مثال. ‌این ‌در ,زیرا ,m F G HM Id‌(

im 1برای‌هر‌i ‌)پسGیک‌دوگان‌تقریبی‌Fاست،‌اما‌چون‌, ,m G FMپس‌تعریف‌نیستخوش‌Fیک‌‌

,اما‌اگر.‌نیست‌قاب‌Fنشان‌دادیم‌6که‌در‌مثال‌‌چناننیست‌و‌‌Gدوگان‌تقریبی ,m F GMو‌, ,m G FMتعریف‌خوش‌

,شد‌نشان‌داده‌90ۀ‌که‌در‌اثبات‌قسمت‌الف‌قضی‌چنانباشند‌ , , ,m F G m G FM M ‌.ۀ‌از‌رابطرو،‌‌از‌این‌
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‌‌‌.باشد‌Gدوگان‌تقریبیmیک‌Fاست‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌Fدوگان‌تقریبیmیک‌Gگیریم‌کهنتیجه‌می

طورباشد‌و‌همین‌Fای‌ماننددنباله(‌دوگان‌تقریبی)تواند‌دوگان‌می‌Gدهد‌که‌یک‌دنباله‌مانندنشان‌می‌94مثال‌

F(دوگان‌تقریبی)دوگان‌‌Gچ‌یک‌از‌این‌دو‌دنباله،‌بسل‌نباشندهیباشد،‌اما‌‌.‌

‌:کنیمتعریف‌می .02 متال
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 گیرینتیجه

های‌بسل،‌ها‌مانند‌دنبالهقابۀ‌م‌مرتبط‌با‌نظریهیها‌و‌مفاای‌در‌مورد‌قاب،‌ابتدا‌در‌بخش‌اول‌مقدمهدر‌این‌مقاله

در‌بخش‌دوم،‌با‌استفاده‌از‌.‌گرهای‌بسل‌ارائه‌دادیمهای‌تقریبی‌و‌ضربها،‌دوگانعملگرهای‌ترکیبی‌و‌تحلیلی،‌دوگان

های‌دلخواه‌در‌های‌تقریبی‌را‌برای‌دنبالهها‌و‌دوگانها،‌انواع‌جدیدی‌از‌دوگانپذیر‌و‌نشانهگرها،‌عملگرهای‌وارونضرب

‌دیمکرمعرفی‌‌هیلبرتفضاهای‌ ‌با‌دوگانها‌و‌دوگانسپس‌این‌دوگان. های‌تقریبی‌های‌بسل‌و‌دوگانهای‌تقریبی‌را

های‌مقایسه‌و‌سعی‌کردیم‌با‌ذکر‌مثال(‌وهای‌متفاوت‌های‌متفاوت،‌دنبالهاعم‌از‌نشانه)بسل‌و‌در‌شرایط‌مختلف‌

های‌تقریبی‌تعریف‌ها‌و‌دوگانچنین‌نشان‌دادیم‌که‌از‌دوگانهم.‌دیگر‌را‌مشخص‌کنیم‌ها‌با‌یکهای‌آنمتنوع،‌تفاوت

در‌بخش‌سوم‌.‌دکرستفاده‌ها‌اتوان‌برای‌بازسازی‌سیگنالهای‌بسل‌میهای‌غیربسل‌نیز‌همانند‌دنبالهشده‌برای‌دنباله

‌دوگان ‌مورد ‌در ‌جدیدی ‌دوگاننتایج ‌و ‌بهها ‌بسل ‌تقریبی ‌بههای ‌آوردیم، ‌مفا‌دست ‌نزدیکی‌هیویژه ‌مانند ‌مهمی م

مرتبط‌ها‌های‌ثابت‌را‌به‌مفهوم‌دوگانی‌تقریبی‌قابگرها‌با‌نشانهپارسوال‌و‌ضرب‌های‌با‌تقریبهای‌بسل،‌قاب‌دنباله
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