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 چکیده

‌کنیم‌ ‌باشد‌قاب‌Lفرض ‌متمم‌آل‌ایده‌ۀهم‌ۀمجموع. ‌قسمت ‌از ‌منظم ‌باcozLیعنی‌؛Lصفر‌های ‌را ،‌

 rId cozLدهیم‌نشان‌می‌‌ .‌ ‌به ‌این‌مقاله ‌‌آل‌این‌ایده‌بررسیدر ‌پردازیم‌میها که‌دهیم‌نشان‌می. rId cozL‌

منظم‌و‌فشرده‌است‌و‌نگاشت‌کاملاً‌قابی‌ :   cj rId cozL Lۀبا‌ضابط‌( )cj I Iسازی‌برای‌فشرده‌

Lیعنی‌؛چک‌‌-‌‌سازی‌استون‌فشردهاست‌که‌با‌‌Lکه چنین‌نشان‌داده‌شده‌است‌هم‌.است،‌یکریخت‌
cjدارای‌الحاقی‌

راست :cr L rId cozLۀبا‌ضابط‌ ( ) :cr a x cozL x a علاوه‌بر‌این،‌عناصر‌اول‌.‌است‌

و‌فشرده‌قاب‌ rId cozLهای‌منظم‌آل‌و‌ارتباط‌بین‌ایده‌کردهرا‌مشخص‌‌cozLو‌P-کنیم‌میها‌را‌بررسی‌‌قاب‌.‌

‌.منظم‌باشد‌cozLآل‌تنها‌اگر‌هر‌ایده‌و‌است‌اگر‌‌قاب‌-L،Pنشان‌داده‌شده‌است‌که‌قاب‌ها‌افزون‌بر‌این

‌.چک‌‌-‌‌سازی‌استون‌صفر‌قاب،‌فشرده‌آل‌منظم،‌قسمت‌متمم‌منظم‌،‌ایدهکاملاً‌سازی،‌قاب‌‌فشرده‌:های کلیدی واژه

‌.66D76‌،55F79‌،65D11‌،97D55 (:0202)بندی ریاضی رده

 

 مقدمه

اعداد‌ۀ‌به‌مجموع‌Xاز(‌توابع‌پیوسته‌کراندار)توابع‌پیوسته‌ۀ‌همۀ‌مجموع.‌فضای‌توپولوژی‌باشد‌Xفرض‌کنیم

‌با‌حقیقی )را )C X‌*( ( ))C Xدهیم‌نشان‌می‌‌ ‌آن. ‌دارای‌جا‌از خواص‌جالب‌و‌‌که‌فضاهای‌هاسدروف‌فشرده

‌زیر ‌خواص‌به ‌این ‌از ‌برخی ‌و ‌هستند ‌آن‌مهمی ‌بخصوص‌زیر‌فضاهای ‌می‌ها، ‌منتقل ‌چگال، ‌از‌شوند‌فضاهای ‌یکی ،

را‌‌Tای‌مانند‌،‌فضای‌توپولوژی‌فشردهXتوپولوژی‌این‌است‌که‌برای‌فضای‌توپولوژی‌مبحثدر‌‌پژوهشهای‌‌زمینه

Tclچنان‌پیدا‌کنیم‌که X T‌.در‌چنین‌شرایطیTرا‌فشرده‌شده‌Xسازی‌وییم‌و‌این‌عمل‌را‌فشردهگ‌می‌X‌

بیش‌از‌همه‌فشرده‌‌Xهای‌مختلف‌شده‌‌در‌میان‌فشرده.‌سازی‌کرد‌فشرده‌را‌Xتوان‌های‌مختلفی‌می‌به‌راه.‌نامیم‌می

)*در‌آن‌چگال‌باشد،‌هر‌تابع‌Xمدنظر‌است‌که‌علاوه‌بر‌این‌که‌Tای‌مانند‌شده )C Xدر‌یبه‌تابع‌( )C Tبل‌قا‌

‌باشد‌Tنشانده‌در‌-C*یک‌Xیعنی،‌؛گسترش‌باشد ‌که‌برای‌هر‌فضای‌‌شودتوجه‌. ‌فضای‌فشرده،‌Xمنظمکاملاً

Xوجود‌دارد‌که‌Xدر‌Xچنین‌چگال‌است‌و‌همXیک‌*C-نشانده‌در‌Xاست‌. 

به‌.‌است(‌توپولوژی‌با‌نقطه)‌معمولیتعمیم‌یافته‌مفهوم‌توپولوژی‌‌به‌تعبیری‌مفهوم‌قاب‌یا‌توپولوژی‌بدون‌نقطه

به‌‌Xهای‌باز‌فضای‌توپولوژی‌بیان‌ساده‌موضوع‌توپولوژی‌بدون‌نقطه‌مطالعه‌توپولوژی‌از‌آن‌دیدگاه‌است‌که‌مجموعه

‌می‌مشبکه‌جای‌اعضای ‌گرفته ‌نظر ‌شوند‌ای‌در ‌رابطناج. ‌که ‌افرادی‌بود ‌نخستین ‌از ‌ستون بین‌فضای‌توپولوژی‌و‌ۀ
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نیز‌(‌ای‌مشبکه)ها‌را‌یافت‌و‌نشان‌داد‌که‌توپولوژی‌نه‌تنها‌دارای‌محتوای‌هندسی‌است‌بلکه‌محتوای‌جبری‌‌مشبکه

‌.‌‌[1]‌های‌استون‌را‌منتشر‌کرد‌نظیر‌فضای‌کتاب‌بی‌1316های‌ایشان‌منجر‌به‌این‌شد‌که‌در‌سال‌‌تلاش.‌دارد

.‌دهند‌منظم‌فشرده‌میکاملاً‌‌یمنظم‌از‌قاب،‌تشکیل‌قابکاملاً‌های‌‌لآ‌بناشفسکی‌نشان‌داد‌که‌ایده‌1337در‌سال‌

‌‌Lو‌اثبات‌کرد‌در‌حالتی‌که‌قاب‌دادندنشان‌Lمنظم‌را‌باکاملاً‌های‌‌آل‌،‌ایدهLبرای‌قاب ‌Lمنظم‌است،کاملاً

‌وی.‌شناخته‌شده‌استXۀعنوان‌نسخه‌توپولوژی‌بدون‌نقط‌به‌Lتوجه‌کنید‌که.‌[6]است‌Lسازی‌برای‌فشرده

‌فشرده‌های‌پژوهشچنین‌‌هم ‌مورد ‌در ‌را ‌داده‌سازی‌قاب‌دیگر ‌انجام را‌‌[5-6]‌مراجع‌تر‌برای‌جزئیات‌بیش)‌است‌ها

‌‌(.ببینید

‌سال‌ ‌بناشفسکی‌حلق‌1336در ‌روی‌قابۀ ‌بهLۀیعنی‌حلق‌؛Lتوابع‌پیوسته‌حقیقی‌مقدار ‌را عنوان‌نسخه‌‌،

)حلقهۀ‌توپولوژی‌بدون‌نقط )C Xمعرفی‌کرد‌و‌نشان‌داد‌که‌L،f-صفر‌را‌‌چنین‌عنصرهای‌متمم‌هم.‌حلقه‌است‌

صفر‌قاب،‌‌صفر‌تعریف‌کرد‌و‌اثبات‌کرد‌که‌قسمت‌متمم‌های‌متمم‌مجموعهۀ‌عنوان‌نسخه‌توپولوژی‌بدون‌نقطنیز‌به

‌.است‌‌معرفی‌شده‌[0]های‌صفر‌در‌مجموعهۀ‌نسخه‌توپولوژی‌بدون‌نقط.‌[6]قاب‌منظم‌است-

‌"و‌‌"خوبی‌زیر‌به"قاب‌منظم‌است‌و‌مفاهیم‌‌-یک‌L،cozLچون‌برای‌هر‌قاب با‌هم‌‌cozLدر‌"زیرکاملاً

‌‌منظم‌با‌استفاده‌از‌قسمت‌متممکاملاً‌های‌‌سازی‌برای‌قاب‌دنبال‌آن‌هستیم‌که‌فشرده‌معادل‌هستند،‌در‌این‌مقاله‌به

یعنی‌؛cozLهای‌منظم‌آل‌برای‌این‌منظور،‌ایده.‌صفرشان‌بسازیم rId cozLرا‌برای‌قاب‌،Lدر‌.‌کنیم‌بررسی‌می‌

دهیم‌که‌نشان‌می‌‌6ۀو‌نتیج‌6ۀ‌گزار rId cozL
‌

نگاشت‌برای‌اثبات‌شده‌است‌که‌‌‌9ۀفشرده‌است‌و‌در‌گزار‌یقاب

‌کنیم‌ایجادصفرشان‌‌‌های‌منظم‌از‌قسمت‌متمم‌آل‌نگاشت‌قابی‌بین‌ایدهتوانیم‌‌می‌های‌قابی‌بین‌قاب عناصر‌اول‌و‌.

عناصر‌فشرده‌‌قاب‌ rId cozLکنیم‌میبندی‌‌مشخص‌و‌دسته‌6و‌قضیه‌‌‌5ترتیب‌در‌گزاره‌را‌به‌.‌

در‌قاب‌را‌فشرده‌‌-دو‌گزاره‌معادل‌برای‌مفهوم‌،9در‌قضیه‌.‌کنیم‌میفشرده‌را‌برای‌مشبکه‌معرفی‌‌-مفهوم‌

دهیم‌که‌نگاشت‌فشرده،‌نشان‌می-برای‌قاب‌.کنیم‌می‌ارائه :
c

cozL rId cozL ۀضابط‌با( )
c

a a‌‌

‌(.‌5قضیه)قابی‌است‌‌-نگاشت

نگاشت :cr L rId cozLضابط‌‌ ۀبا ( ) :cr a x cozL x a پایانی‌‌ ‌بخش ‌شده‌‌در معرفی

‌علاوه.‌است‌cjالحاقی‌راست‌برای‌crدهیم‌که‌‌نشان‌می.‌کنیم‌میبررسی‌‌‌‌5های‌این‌نگاشت‌را‌در‌لم‌است‌و‌ویژگی

کنیم‌که‌‌میاثبات‌‌‌‌5ۀاین‌در‌قضی‌بر‌ rId cozL
‌

‌قاب‌ کاملاً‌قاب‌‌سازی‌برای‌فشرده‌cjمنظم‌فشرده‌است‌وکاملاً

جا‌به‌بعد‌‌از‌این.‌است‌Lمنظم rId cozLرا‌با‌
c Lچک‌بر‌حسب‌‌-استون‌سازی‌‌آن‌را‌فشردهو‌‌دهیم‌‌نشان‌می‌

‌0نتیجه‌‌عنوان‌مثال‌در‌به‌؛کنیم‌میبیان‌شوند‌را‌‌حاصل‌می‌‌‌5سپس‌نتایجی‌که‌از‌قضیه‌.نامیم‌صفر‌می‌عناصر‌متمم

‌برای‌قاب‌ ‌است‌که ‌شده ‌نشان‌داده ‌Lمنظمکاملاً ،  :    c cj LL  و‌ ‌قاب‌یکریختی‌قابی‌است‌اگر ‌اگر ‌Lتنها

cهای‌دهیم‌که‌قاب‌نشان‌می‌‌سرانجام‌در‌آخرین‌قضیه.‌فشرده‌باشد L
‌
‌‌Lدر‌حالتی‌که‌Lو منظم‌باشد،‌کاملاً

‌.یکریخت‌هستد

 مفاهیم و مقدمات اولیه

تر‌‌برای‌اطلاعات‌بیش.‌کنیم‌میهای‌توپولوی‌بیان‌‌ها‌و‌فضای‌ای‌را‌در‌مورد‌قاب‌در‌این‌بخش‌بعضی‌از‌مفاهیم‌پایه

ای‌مورد‌‌چنین‌برای‌مفاهیم‌رسته‌هم.‌شودمراجعه‌‌[3]و‌‌[1]ترتیب‌به‌منابع‌‌های‌توپولوژی‌به‌ها‌و‌فضای‌در‌مورد‌قاب

‌.دشومراجعه‌‌[17]به‌مرجع‌‌،نیاز‌در‌این‌مقاله



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌33صفرشان‌های‌کاملا‌منظم‌بر‌اساس‌قسمت‌متمم‌سازی‌برای‌قاب‌فشرده

)جزئی‌مرتب‌ۀمجموع , )A گوییم‌هرگاه‌برای‌هر‌را‌مشبکه‌می‌,x y A،x yو‌x yوجود‌داشته‌باشند‌‌

ۀ‌است‌را‌مشبک‌ترین‌عنصر‌کوچک‌و‌ترین‌دارای‌بزرگ‌که‌ای‌مشبکه‌.نامیم‌میyو‌xرسند‌و‌وست‌ترتیب‌ها‌را‌به‌و‌آن

,هر‌برای‌هرگاه‌نامیم‌می‌پذیر‌توزیع‌را‌Aۀمشبک‌.گوییم‌می‌کراندار ,x y z A،‌

( ) ( ) ( )x y z x y x z     .‌،در‌سرتاسر‌این‌نوشتارAپذیر‌و‌کراندار‌است‌توزیعۀ‌مشبک‌ۀدهند‌نشان‌‌.

‌به‌Aۀترین‌عنصر‌مشبک‌ترین‌و‌کوچک‌بزرگ ‌نماد‌را های‌ترتیب‌با
A

و
Aدهیم‌و‌در‌صورتی‌که‌ابهامی‌‌نشان‌می‌

را‌با‌‌Aۀاز‌مشبک‌‌Sرسند‌و‌وست‌دلخواه‌زیرمجموعه.‌کنیم‌مینظر‌‌در‌اندیس‌صرف‌Aوجود‌نداشته‌باشد‌از‌نوشتن

‌دهیم‌نشان‌می‌Sو‌Sنمادهای‌ ‌کامل‌‌Aۀمشبک. ‌برای‌هر‌میرا Sگوییم‌هرگاه A،Sوجود‌داشته‌

a.باشد Aگوییم‌را‌می‌.‌

aاست،‌اگر(‌نقطه)‌‌اول  .1 و‌از‌x y a د‌که‌شونتیجه‌‌x aیا‌‌y a؛ 

مجموعۀاست،‌اگر‌‌دار شبه متمم .6 :x A x a  ترین‌عضو‌باشد‌و‌آن‌را‌با‌نماد‌دارای‌بزرگ‌‌*aنشان‌‌‌‌‌‌

 ؛دهیم‌می

a*است،‌هرگاه‌چگال  .9 .‌

‌‌Aاز‌Iناتهی‌ۀزیرمجموع a,برای‌هر‌گوییم،‌هرگاه‌می‌Aآل ایدهرا b L‌ ،,a I b I a b I    ‌.

aبرای A‌،ۀمجموع :a x A x a   آل‌ایده‌Aآل‌ایده.‌است‌Iاز‌Aگوییم،‌هرگاه‌را‌اول‌می‌I Aو‌‌

x,برای‌هر y L،x y I ایجاب‌کند‌که‌x Iیا‌y I‌.توانیم‌نتیجه‌بگیریم‌که‌‌می‌یپذیر‌‌بنا‌به‌توزیع

A،‌در‌Iآل‌برای‌هر‌ایده * : ,I x A x a Ia     .‌

‌بزرگL (شمارای‌کامل‌ترتیببه)‌کامل‌کراندار‌مشبکه‌(قاب -ترتیببه)‌قاب ترین‌عنصر‌کوچک‌وعنصر‌ترین‌با

دلخواهۀ‌است‌که‌برای‌هر‌زیر‌مجموع‌Sاز‌L‌(ترتیب‌زیرمجموعه‌شمارای‌بهSاز‌L‌)ازای‌هرو‌بهa Lدر‌‌

)پذیری‌شرط‌توزیع )s SSa a s  های‌باز‌فضای‌توپولوژی‌قاب‌مجموعه.‌صدق‌کند‌Xا‌نمادرا‌ب‌XO‌

aبرای‌هر قاب‌باشد،‌Lاگر‌‌که‌شودتوجه‌.‌دهیم‌نشان‌می L،*aوجود‌دارد‌و‌‌ *. :a x A x a   
‌

ترتیب‌به)ها‌‌نگاشت‌بین‌قاب‌(نگاشت قابی -یاریختی قابی  هم -ترتیب‌به)نگاشت قابی یا‌‌ریختی قابی هم

-ها‌قاب‌‌ ‌رسند( ‌به‌یها‌است‌که ‌بزرگ‌متناهی، ‌ترین‌عنصر‌ویژه ‌وست‌دلخواه ‌ب(اترتیب‌وست‌شماربه)، ویژه‌‌ه،

Sگوییم‌هرگاه‌برای‌میرا‌فشرده‌‌Lقاب.‌کند‌،‌را‌حفظ‌میترین‌عنصر‌کوچک Lاز‌Sنتیجه‌بگیریم‌‌

‌‌.‌Fبه‌قسمی‌وجود‌دارد‌که‌Sاز‌Fزیرمجموعه‌متناهی

aگوییم‌عنصر‌می ‌Aمشبکهاز‌  bعنصر‌خوبی زیر به، ‌می‌Aاز‌  Aaنویسیم‌است، b،ابهامی‌که‌در‌حالتی‌‌

‌ ‌باشد ‌نداشته aنویسیم‌میوجود bصورتی‌که‌عنصر‌ ‌در ،s Lباشد‌که‌به‌‌ ‌داشته aقسمی‌وجود s  و‌ 

.s b وقتی‌که‌‌Lقاب‌باشد‌‌La bاگر‌و‌تنها‌اگر‌*a b ‌‌.گوییم‌از‌طرفی‌دیگر‌میa‌ ًزیرکاملاb‌

Aaنویسیم‌می‌و‌است، b،صورتی‌در‌‌‌ )ۀدنبالکه ) , , .... , , ,.... n

nkc n k 01 2 01 دارد‌‌وجود‌bو‌aبین2

)که‌‌طوری‌به ) ( ), , ,nk n k nk n kc a c b c c c c   00 01 1 2 aگوییم‌هرگاه‌برای‌هر‌‌می‌منظمرا‌‌Lقاب.‌1 L

، :a x L x a .چنین‌هم‌Lهر‌برای‌هرگاه‌گوییم،‌می‌منظم کاملاً‌را‌‌a L،

 :a x L x a .‌
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‌‌از ‌می‌[6]مرجع ‌‌یادآوری ‌کنیم ‌حقیقیکه ‌اعداد  یعنی‌؛قاب ( )‌ ،‌ ‌است ‌قابی ‌مرتب‌‌زوج‌وسیلۀ‌بهکه های

 ,p qکنند‌روابط‌صدق‌میاین‌که‌در‌‌شود‌عنوان‌مولدها‌تولید‌می‌از‌اعداد‌گویا‌به‌:‌

           ( ): , , , ( ): , , , ,R p q r s p r q s R p q r s p s p r q s        1 2

                ( ): , , : ( ): , : , .R p q r s p r s q R p q p q      3 4  

های‌است‌که‌زوج‌روشن ,p qدر‌  ( های‌باز‌و‌بازه( , :p q x p x q     در‌قاب‌Oداری‌‌

:در‌حقیقت‌یکریختی‌قابی.‌سانی‌هستند‌نقش‌یک ( ) Oقسمی‌وجود‌دارد‌که‌به‌ , ,p q p q   ‌.

 های‌قابی‌از‌‌ریختی‌همۀ‌همۀ‌مجموع ( حلقه‌-fو‌نشان‌داده‌شده‌است‌که‌دهیم‌نشان‌می‌Lرا‌با‌نماد‌Lبه(

coz:،‌نگاشترصف‌نگاشت‌متممچنین‌‌هم .‌[6]‌است L Lدشو‌صورت‌تعریف‌می‌دیناست‌که‌ب‌: 

      , , : , .coz p q p q     0 0  

‌‌Lاز‌قاب‌aعنصر ‌‌می‌صفر متممرا )کهطوریباشد‌به‌موجود‌Lگوییم‌هرگاه )a coz ‌ ۀ‌مجموع.

‌متممۀ‌هم )یعنی‌؛Lصفر‌عناصر )coz Lنماد‌ ‌با ‌را ،cozLدهیم‌نشان‌می‌‌ .‌ ‌قاب‌ثابت‌شده کاملاL‌‌ًاست‌که

شده‌صفر‌اثبات‌‌مفید‌زیر‌برای‌عناصر‌متمم‌ۀگزار‌[11]‌در.‌شودتولید‌‌cozLوسیلۀ‌به‌Lمنظم‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر

‌.است

‌.هستند‌‌‌‌های‌زیر‌معادل‌گزاره‌Lبرای‌قاب: 0ۀ گزار

1. ‌a cozL. 

6. na xکه‌در‌آن‌برای‌هر‌‌n،‌nx a‌. 

9. na aکه‌در‌آن‌برای‌هر‌n،‌1n na a 
‌‌‌.‌

‌:داریم‌ۀ‌مذکوربا‌استفاده‌از‌گزار

a,است‌و‌‌قاب‌Lفرض‌کنیم: 0ۀ نتیج b L‌.های‌زیر‌برقرارند‌گزاره‌در‌این‌صورت.‌

aاگر .1 bگاه‌،‌آنc cozLقسمی‌وجود‌دارد‌که‌‌به‌a c b‌‌. 

6. cozLزیر‌‌-قاب‌منظم‌‌Lاست‌. 

9. a bاگر‌وتنها‌اگر‌,c d cozLکه‌موجود‌باشندبه‌قسمی‌‌‌,a c d b و‌cozLc d. 

a,برای‌هر‌‌آید‌که‌دست‌می‌این‌حکم‌به‌قبلینتیجه‌(‌‌9)‌قسمتکه‌از‌‌متوجه‌کنی b cozL،‌

.cozL cozLa b a b a b  ‌ 

‌.گیریم‌کار‌می‌به‌را‌بدون‌استنادها‌‌در‌این‌مقاله‌آن‌،‌1نتیجه و‌‌‌1ۀعلت‌استفاده‌زیاد‌از‌گزار‌به‌چنین‌هم

 

‌قاب rId cozL‌

)،‌یعنیAهای‌آل‌ایدهۀ‌مجموعه‌هم.‌پذیر‌کراندار‌باشد‌توزیعۀ‌مشبک‌Aفرض‌کنیم )Id Aقاب‌فشرده‌است‌که‌در‌‌،

Iوسیلۀ‌بهآل‌تولیده‌شده‌‌آن‌ایده برابر‌I است‌وI I ‌‌.های‌‌آل‌ایده{ }و‌Aبرابرند‌با‌‌ترتیب‌به‌

( )Id A‌‌ )و )Id A.ویژه،‌به‌( ) , ( )a b a b a b a b        .که‌شود‌توجه‌چنین‌هم‌‌

}،‌Aدر‌‌Jو‌Iآل‌ایده دو هر برای کند‌که‌ایجاب‌میAبودن‌پذیر‌توزیع : , }I J a b a I b J    .‌



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌35صفرشان‌های‌کاملا‌منظم‌بر‌اساس‌قسمت‌متمم‌سازی‌برای‌قاب‌فشرده

)پذیر‌کرندار‌است،‌پس‌‌توزیعۀ‌مشبک‌L‌،cozLاکنون‌چون‌برای‌هر‌قاب‌ )Id cozLعنصر.‌قاب‌فشرده‌است‌a‌

گوییم،‌هرگاه‌را‌منظم‌می‌Lاز‌قاب
b aa b‌.بنابراین( )J Id cozLعنصر‌منظم‌است‌هرگاه‌

I JJ I‌.

).مشبکه‌باشد‌Aکنیم‌که‌‌چنین‌فرض‌‌هم )I Id Aنامیم،‌اگر‌برای‌‌آل‌منظم‌می‌را‌ایده‌x Iوجود‌داشته‌باشد‌‌

y Iکه‌طوری‌به‌x y‌.اکنون‌ارتباط‌بین‌عناصر‌منظم‌قاب( )Id cozLهای‌منظم‌آل‌و‌ایده‌cozLرا‌توصیف‌‌

)از‌قاب‌Jکنیم‌که‌عنصر‌،‌ادعا‌میLبرای‌قاب.‌کنیم‌می )Id cozLآل‌منظم‌عنصر‌منظم‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌ایده‌

cozLمنظم‌قاب‌های‌آل‌ایدهۀ‌مجموعه‌هم.‌باشد‌( )Id cozLرا‌با‌( )rId cozLدر‌ادامه‌این‌بخش‌.‌دهیم‌نشان‌می‌

‌.‌پردازیم‌ها‌می‌آل‌به‌خواص‌و‌ویژگی‌این‌ایده

Lاز‌قاب‌aعنصر‌‌برای دهیم‌‌قرار‌می‌  . :c a a cozL x cozL x a    واضح‌است‌که‌‌c a‌

‌.‌است‌cozLآل‌در‌ایده

)دقیقا‌عناصر‌منظم‌cozLهای‌منظم‌آل‌گاه‌ایده‌باشد،‌آن‌قاب‌Lاگر: 0ۀ قضی )Id cozLهستند‌.  

xاگر‌.است‌cozLدر‌منظم‌آلی‌ایده‌Iکه‌کنیم‌فرض‌:برهان I،دارد‌وجود‌گاه‌آن‌y Iکهقسمیبه‌‌. cozLx y‌

‌cرو،‌این‌از cozLکهقسمیبه‌, cc yx   ‌.چون‌اکنون   
*

:cc x a cozL a x     ‌،

پس 
*

c xc Iy   درنتیجه‌و‌ 
*

c x I cozL  
‌

)یعنی‌هم‌این‌که )c Id cozLx I‌ از‌طرفی‌.

xدیگر‌چون‌ I cozL ‌ ‌پس‌بدیهی‌است‌که ،cx xنتیجه‌‌ ‌در ‌و ( ) :I J Id cozL J I ‌.

برعکس،‌فرض‌.‌است‌cozLدر‌عنصر‌منظم‌Iنشان‌دادیم‌که‌بنابراین.‌روشن‌است‌که‌عکس‌شمول‌نیز‌برقرار‌است

)عنصر‌منظم‌در‌Iکنیم )Id cozLو‌باشد‌x I‌ چون‌. ( ) :I J Id cozL J I پس‌وجود‌دارد‌‌ ،

( )J Id cozL‌‌ ‌که ‌قسمی )به )Id cozLJ I‌‌ xو J‌ .‌ J*لذا I cozL ‌ ‌کنیم‌. فرض

 * :y J c cozL zz Jc     ‌‌ aو I‌ yلذا. a ‌ ‌‌ yو x نتیجه‌‌‌ ‌در و

cozLx a‌.بنابراینIآلی‌منظم‌در‌ایده‌cozLاست‌و‌برهان‌کامل‌است‌‌.‌

)ۀ‌،‌مجموعLبرای‌هر‌قاب: 0ۀ گزار )rId cozLقاب‌زیرشمول،‌‌ۀبا‌رابط‌( )Id cozLاست‌.‌

)برای‌زیرقاب‌بودن‌‌:برهان )rId cozLبررسی‌‌ ‌کافی‌است‌که‌بسته‌بودن‌تحت‌وست‌دلخواه‌و‌رسند‌متناهی‌را ،

,اگر.‌کنیم ( )I J rId cozLو‌a I Jگاه‌،‌آنx Iو‌y Jوجود‌دارند‌که‌‌cozLa xو‌cozLa yو‌‌

cozLaنتیجه‌در x y.رو،‌این‌از‌( )I J I J rId cozL  ‌.اکنون‌فرض‌کنیم  ( )I rId cozL 
‌.

‌می ‌ایده‌ادعا ‌‌کنیم‌که Iوسیلۀ‌بهآل‌تولید‌شده 
‌است‌با‌cozLدر‌ Iبرابر ‌ .‌ فرض‌برای‌اثبات‌ادعا،

‌aکنیم I 
 این‌‌ ,...,صورت‌در

n n
a I a I    

1 1
1وجود‌دارند‌که‌ i

n

ia a‌ ‌برای‌هر‌ازاین. رو

i n 1وجود‌دارد‌
i

x کهطوریبه‌
i icozLa x و‌در‌نتیجه‌

icozLa x‌.رو‌ازاین( )rId cozLقاب‌است‌.‌

)چون‌ )Id cozLاست،‌پس‌داریم فشرده بدیهی طوربه فشرده قاب از زیرقاب قاب‌فشرده‌است‌و‌هر‌:‌

)در‌این‌صورت.‌باشد‌قاب‌Lفرض‌کنیم‌  :0ۀ نتیج )rId cozLاستفشرده‌‌قاب‌.‌

f:که‌اگر‌‌شودتوجه‌ L Mتوان‌نشان‌داد‌که‌نگاشت‌‌گاه‌به‌آسانی‌می‌باشد،‌آن‌(ای‌مشبکه)‌قابی‌ریختی‌هم‌

: ( ) ( )Idf Id L Id Mۀبا‌ضابط‌‌<(Idf(I)=<f(I) کنیم‌‌میاکنون‌بررسی‌.‌است‌(ای‌مشبکه)‌قابی‌ریختی‌هم
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صفرشان‌به‌دست‌‌های‌منظم‌از‌قسمت‌متمم‌آل‌ریختی‌قابی‌بین‌ایده‌توانیم‌هم‌های‌می‌ریختی‌قابی‌بین‌قاب‌که‌از‌هم

‌.کنیم‌ثابت‌میرا‌‌1برای‌این‌منظور‌ابتدا،‌لم‌.‌آوریم

f:فرض‌کنیم‌: 0 لم L Mاگر‌.‌نگاشت‌قابی‌باشد‌a cozLگاه‌‌،‌آن( )f a cozM.‌

aچون‌:برهان cozLپس‌،‌‌Lبه‌قسمی‌وجود‌دارد‌که‌‌ a coz.لذا‌داریم‌:‌

          ,0( 0, ,0 0,) ( ) .f a f coz f f       

fدهیم‌‌قرار‌می ‌.رو‌‌ازاینM و‌‌( )f a cozو‌برهان‌کامل‌است‌.‌

‌کنیم: 5ۀ گزار ‌‌Mو‌Lفرض f:و‌هستند‌‌قابدو L Mباشد‌ریختی‌هم‌‌ ‌قابی ‌نگاشت. ‌صورت ‌این در

: ( ) ( )rIdf rId cozL rId cozM‌‌ )ی‌ضابطهبا ) ( )rIdf I f I  توسط‌آل‌منظم‌ایده‌یعنی‌؛‌ تولیده‌شده

( )f I‌،قابی‌است‌ریختی‌هم.‌

f:چون‌:برهان L Mمشبکه‌هم‌‌ ‌پس‌ریختی ‌است، ‌از‌به‌fای ‌نگاشتی ریختی‌‌‌هم‌cozMبه‌cozLعنوان

‌است ‌لم‌. ‌نتیحه‌بنابر ‌ریختی‌قابی‌است‌همrIdf : rId(cozL)--->rId(cozM ))‌،1در ‌کافی‌است‌که‌. پس‌تنها

)،cozLدر‌‌Iآل‌منظم‌نشان‌دهیم‌برای‌هر‌ایده )f Iآل‌منظم‌در‌ایده‌cozMاست،‌که‌این‌هم‌بدیهی‌است‌.‌

)و‌مشبکه‌باشدAاگر )I Id Aگاه‌،‌آنIاست‌اگر‌و‌تنها‌اگر اول آل‌ایده‌Iمشبکه در عنصر عنوانبه‌( )I Id A‌

‌اول‌باشد ‌قاب‌است‌Lکنیم‌چنین‌فرض‌می‌هم. ‌نماد‌Lعنصرهای‌اولۀ‌همۀ‌مجموع. ‌با )را )Pt Lدهیم‌نشان‌می‌.‌

‌.توانیم‌نتیجه‌بگیریم‌بدیهی‌گزاره‌بعدی‌را‌می طوربه اکنون

)گاه‌عناصر‌اول‌باشد،‌آن‌قاب‌Lاگر‌:5ۀ گزار )rId cozLهای‌اول‌منظم‌در‌آل‌دقیقا‌ایده‌cozLرو،‌از‌این.‌هستند‌‌

.Iآل‌اول‌منظم‌در‌ایده‌cozLاست‌ ( ( )) :Pt rId cozL I cozL  

‌قاب‌aعنصر ‌‌Lاز ‌فشرده ‌برای‌میرا ‌هرگاه Sگوییم، Lاز‌a S‌‌ ‌بگیریمبتوانیم زیرمجموعه‌‌که‌نتیجه

aقسمی‌وجود‌دارد‌کهبه‌‌Sاز‌Fمتناهی F.‌

)آل‌هر‌ایدهگاه‌‌باشد،‌آن‌قاب‌Lاگر‌:3ۀ گزار )I rId cozLدر‌‌( )Id cozLفشرده‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌

a cozLموجود‌باشد‌که‌‌aدر‌‌cozLدار‌است‌و‌‌متمم‌. cI a‌

‌کنیم‌:برهان )فرض )I rId cozLفشرد‌‌ ‌درعنصر ) ه )Id cozLهر‌.است‌ ‌برای aچون Iعنصر‌ ،bاز‌I‌

aقسمی‌وجود‌دارد‌که‌‌به bرو‌‌،‌ازاینca bدرنتیجه‌‌و‌x I cI x ‌.عدد‌طبیعی‌بنابراینnوجود‌دارد‌‌

که‌قسمی‌به ... ...c c n c nI a a a a      1 iه‌در‌آن‌برای‌هر،‌ک1 n 1،ia I‌.دهیم‌‌قرار‌می

... na a a  1و‌درنتیجه‌a cozLچنین‌و‌هم‌. cI aاکنون‌چون‌‌a Iپس‌‌،cy I a طوری‌به‌

cozLaکه‌ y‌.بنابراین‌cozLa aیعنی‌‌همو‌این‌‌aدر‌‌cozLواضح‌استبرعکس،‌‌‌.دار‌است‌متمم‌.‌

aبرای cozL ‌می‌  دهیم‌قرار :
c cozLa x cozL x a  ‌ ‌آسانی‌میب. ‌‌ه ‌بررسی‌کنیم‌که توانیم

c
a

کنیم‌که‌در‌چه‌حالتی،‌میاکنون‌بررسی‌.‌است‌cozLی‌درآل‌ایده
c

aآل‌منظم‌است‌ایده‌.‌

aگاه‌برای‌هر‌باشد،‌آن‌قاب‌Lاگر‌:  5ۀ گزار cozL‌،( )
c

a rId cozL .‌

کنیم‌میفرض‌‌:برهان
c

x aدر‌این‌صورت‌‌،cozLx aنتیجه‌‌و‌در‌Lx a‌.پسy cozLطوری‌‌به‌

Lوجود‌دارد‌که‌ Lx y a.بنابراین‌
c

y a‌،cozLx yو‌برهان‌کامل‌است‌.‌



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌35صفرشان‌های‌کاملا‌منظم‌بر‌اساس‌قسمت‌متمم‌سازی‌برای‌قاب‌فشرده

‌.‌دست‌آوریم‌را‌به‌‌6ۀتوانیم‌قضی‌راحتی‌می‌،‌به5و‌گزاره‌‌قبلی‌ۀاز‌گزار

)گاه‌عنصر‌‌آن‌باشد،‌قاب‌Lاگر‌‌:0ۀ قضی‌ )I rId cozLدر‌‌( )Id cozLفشرده‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌a cozL‌

.دار‌است‌و‌‌متمم‌cozLدر‌‌aموجود‌باشد‌که‌
c

I a‌

کاملاً‌فضای‌.‌منظم‌ماکسیمال‌استۀ‌حلقآل‌اول‌در‌‌کنند‌و‌هر‌ایده‌های‌منظم‌در‌جبر‌نقش‌مهمی‌را‌ایفا‌می‌حلقه

)آل‌اول‌در‌فضا‌گوییم،‌هرگاه‌هر‌ایده‌‌-Pرا‌Xمنظم )C X‌،های‌معادل‌زیادی‌‌تا‌الان‌شرط.‌آل‌ماکسیمال‌باشد‌ایده

)فضا،‌برای‌هر‌‌-Pعنوان‌مثال‌در‌هر‌به‌؛شده‌استفضاها‌داده‌‌‌-Pبرای )f C X،( )coz fیک‌C‌–در‌نشانده

Xاست‌‌(تر‌در‌مورد‌‌برای‌جزئیات‌بیشP-ببینیدرا‌‌[3،16،19]‌‌مراجع‌،فضاها‌‌.)‌

‌‌Lقاب‌ ‌هرگاهگوییم‌می‌‌قاب‌‌-Pرا ‌باشد‌متمم‌Lدر‌cozLعضو‌هر‌، نسخه‌توپولوژی‌‌6773در‌سال‌‌هدبٌ‌.دار

‌‌قاب‌‌-Pفضاها،‌یعنی‌‌-Pبدون‌نقطه‌از به.‌فضاها‌تعیین‌کرد‌‌-Pها‌را‌مشابه‌با‌های‌معادل‌با‌آن‌و‌شرط‌بررسیها،‌را

‌مثال ‌‌؛عنوان ‌قاب ‌حلق‌‌قاب‌-L،Pمنظمکاملاً ‌اگر ‌تنها ‌و ‌باشدLۀاست‌اگر ‌[15]منظم ‌به. ‌اینجا ‌این‌‌در دنبال

‌.صفرشان‌را‌تعیین‌کنیم‌های‌منظم‌از‌قسمت‌متمم‌آل‌ها‌و‌ایده‌قاب‌‌-Pهستیم‌که‌ارتباط‌بین

‌باشد‌قابLفرض‌کنیم: 5ۀ گزار ‌عنصر. ‌صورت‌هر ‌این ‌خودش‌‌cozLدر ‌در ‌متمم ‌اگر‌‌استدارای ‌تنها ‌و اگر

( ) ( )Id cozL rId cozL‌.‌

aهر :برهان cozLدر‌‌cozLاگر‌اگر‌و‌تنها‌استدارای‌متمم‌‌‌cozLa a‌.که‌ است این با معادل وضوح‌این‌هم‌به

aبرای‌هر‌ cozL‌،c aاست،‌که‌این‌هم‌یعنی، منظم ایدآل‌( ) ( )Id cozL rId cozLو‌برهان‌کامل‌است‌.‌

‌آن‌‌قاب‌‌-L،Pاگرشود‌که‌توجه‌ aبرای‌هر‌‌گاه‌باشد، cozL،*a a ‌ a*از‌طرفی‌چون‌. a پس‌،
*a a ‌.بنابراین‌داریم:‌

)اگر‌و‌تنها‌اگر‌ است‌‌قاب‌-L،Pصورت‌‌در‌این‌.باشد‌قاب‌Lفرض‌کنیم: 5ۀ نتیج ) ( )Id cozL rId cozL.‌

)،‌Xمنظمکاملاً‌برای‌هر‌فضای‌‌چون ) ( )C X X O‌.نتیجه‌زیر‌بدیهی‌است‌بنابراین.‌

)فضا‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌‌-X،Pمنظمکاملاً‌هر‌فضای‌: 5ۀ نتیج ( )) ( ( ))Id coz X rId coz XO O.‌

‌‌[17]‌از ‌اثبات‌قضیه ‌با ‌مشابه ‌ادامه‌می‌5یا ‌بگیریم‌هنگامی‌که‌آسانی‌می‌آید‌به‌که‌در منظم‌‌قاب‌Lتوانیم‌نتیجه

‌این‌فشرده :نگاشت‌صورت‌است‌در ( )L rId L ضابط‌‌ ۀبا : La a x L x a  قابی‌‌‌ نگاشت

)و‌‌cozLقابی‌بین-جا‌به‌دنبال‌این‌موضوع‌هستیم‌که‌نگاشت‌در‌این.‌است )rId cozLبرای‌این‌منظور‌.‌بسازیم‌

‌.کنیم‌میها‌تعریف‌‌فشرده‌را‌برای‌مشبکه-ابتدا‌مفهوم‌

‌مشبکه‌aعنصر‌‌‌‌‌ ‌-را‌Aپذیر‌توزیع‌از ‌مجموعه‌میفشرده ‌زیر ‌هر ‌برای ‌هرگاه از‌Lدر‌Sشمارای‌‌گوییم،

a Sمتناهی‌‌ ‌زیرمجموعه ‌بگیریم ‌که‌Sاز‌Fنتیجه ‌دارد aوجود F‌ ‌‌Aپذیر‌توزیع‌مشبکه. -را

‌یعنیترین‌‌فشرده‌گوییم‌هرگاه‌بزرگ ‌-،عنصرش، ‌باشدفشرده ‌این‌مفهوم‌دارای‌شرط‌برای‌قاب. های‌معادل‌‌ها

‌آن ‌از ‌استفاده ‌که ‌است ‌‌دیگری ‌راحتها ‌‌تر‌سبب ‌کردن ‌شود‌می‌ها‌برهانبیان ‌قضی. ‌شرط‌‌9ۀدر ‌این ‌بیان ها‌‌به

‌.پردازیم‌می

‌.های‌زیر‌معادل‌هستند‌گزاره‌صورت‌در‌این.‌است‌قاب‌Lفرض‌کنیم: 5ۀ قضی

1. L‌،-فشرده‌است. 
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 .‌Dگاه‌‌،‌آنD،‌اگرLاز‌Dی‌دار‌شمارا‌جهتۀ‌مجموع‌برای‌هر‌زیر .6

Iگاه‌‌،‌آنI،‌اگرLاز‌Iۀطور‌شمارا‌تولیده‌شد‌آل‌به‌برای‌هر‌ایده .9 L. 

‌کنیم‌.‌(6)(1)‌:برهان Dفرض Lمجموع‌‌ ‌و‌جهتۀ ‌باشد ‌شمارا ‌Dدار ‌صورت. ‌این در

n nD x  این‌ ‌در ‌‌که }جا , ,...}D x x 1 2‌ ‌متناهی‌‌-L،چون. ‌مجموعه ‌پس ‌است، فشرده

F Dبه‌قسمی‌وجود‌دارد‌که‌‌F‌.که‌‌حال‌با‌توجه‌به‌اینDمتناهی‌آن‌ۀ‌هر‌زیرمجموع‌،دار‌است‌جهت‌

dکران‌بالا‌مانند‌Fرو‌این‌از‌و‌است‌Dدارای‌کران‌بالا‌در Dبنابراین.‌دارد‌‌d D .‌

(6)‌(9).بدیهی‌است‌‌. 

(9)‌(1).شمارایۀ‌فرض‌کنیم‌برای‌زیرمجموع‌Sدر‌L،S‌ ‌این‌صورت. S در شمارا‌‌آل‌به‌ایده‌ طور

Sچون.‌است‌‌تولیده‌شده S   ،(9)‌به‌توجه‌با‌پس‌،S L  درنتیجه‌و‌S .لذا‌, ,..., ns s s S1 2‌

...که‌طوریوجود‌دارند‌به ns s s   1 جا‌‌که‌در‌این‌Fرو‌این‌از.‌2 , ,..., nF s s s 1 بنابراین‌.‌2

‌.برهان‌کامل‌است

,و‌باشد‌فشرده‌-قاب‌Lفرض‌کنیم‌:0 لم ,x a b cozL.اگر‌صورت‌در‌این‌‌cozLx a bگاه‌،‌آنc cozL‌

که‌طوریوجود‌دارد‌به
cozLx a cو‌‌cozLc b.‌

cozLxچون‌‌:برهان a bپس‌،‌y cozLکه‌طوری‌دارد‌بهوجود‌‌( )y a b  ‌ .‌ xو y اکنون‌‌

}داریم‌‌1و‌نتیجه‌‌‌1ۀبنا‌به‌گزار : , }n n n L nb b b b b cozL ‌.رو‌داریم‌این‌از:‌
( )

( )

( )

( )

n n

n n

y a b

y a b

y a b

y a b





  

  

 

  




 

,....,رو،‌ایناز‌فشرده‌است،‌‌-قاب‌Lاما
ki ib b

1
jبرای‌هر‌به‌قسمی‌که‌ k 1،‌

ji Lb bبنابراین‌‌‌

( ) ... ( )

( ... )

k

k

i i

i i

y a b y a b

y a b b

      

    

1

1

 

...دهیم‌‌اکنون‌قرار‌می
ki ic b b cozL   

1
)نتیجه‌و‌در‌ )y a c  ‌.رو‌‌این‌ازcozLx a cاز‌طرفی‌‌

Lcدیگر‌واضح‌است‌که‌ bو‌در‌پی‌آن‌‌‌cozLc b‌.نابراین‌برهان‌کامل‌استب.‌

f:نگاشت‌: 5 لم L M بین-نگاشت‌قاب‌‌ ای‌باشد‌که‌‌ریختی‌مشبکه‌هم‌fقابی‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌-ها،

‌.کند‌حفظ‌می را(‌طور‌شمار‌تولید‌شده‌ها‌به‌آل‌ایده)دار‌شمارا‌‌های‌جهت‌های‌زیرمجموعه‌وست

}فرض‌کنیم.‌کنیم‌میفقط‌قسمت‌غیربدیهی‌را‌اثبات‌‌:برهان , ,...}S s s 1 برای‌هر.‌باشد‌Lشمارایزیرمجموعه‌‌2

nمی‌ ‌قرار nدهیم‌،

n i ia s }بنابراین‌.1 , ,...}D a a 1 ‌جهت‌2 ‌شمارای‌زیرمجموعه ‌و‌Lدار است

D S ‌.چونDدار‌شمارا‌در‌جهتۀ‌زیرمجموع‌L‌‌،فرض،‌‌بنا‌براست،‌پس   f D f D ‌.اما‌

D S چنین‌و‌هم‌   f D f S ‌.بنابراین  ( )f S f S و‌برهان‌کامل‌است‌‌.‌

‌کنیم‌:5ۀ قضی ‌باشد‌-قاب‌Lفرض ‌فشرده ‌این. ‌‌در ‌صورت :نگاشت ( )
c

cozL rId cozL ضابط‌‌ ۀ‌با

c
a aنگاشت‌‌-قابی‌است. 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌50صفرشان‌های‌کاملا‌منظم‌بر‌اساس‌قسمت‌متمم‌سازی‌برای‌قاب‌فشرده

،‌نگاشت‌6ۀبنا‌بر‌گزار‌‌:برهان
c

فرض‌کنیم‌‌ .تعریف‌است‌به‌وضوح‌‌خوش‌,a b cozL‌.در‌این‌صورت‌

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ( ))

( )

c c

c

a b a cozL b cozL

a b cozL

a b cozL

a b

      

     

  

 

 

رو،‌از‌این
c

دهیم‌اکنون‌نشان‌می.‌کند‌های‌دوتایی‌را‌حفظ‌می‌رسند‌
c

فرض‌.‌کند‌های‌دوتایی‌را‌حفظ‌می‌وست‌

a,کنیم‌ b cozLو‌‌( ) ( )
c c

x a b   رو‌این‌،‌ازx y z که‌در‌آن‌cozLy aو‌cozLz b‌.در‌

نتیجه‌
cozLx y z a b  پس‌،( )

c
x a b ‌ ‌فرض‌کنیم. )برعکس، )

c
x a b ‌ ‌این‌صورت. در

cozLx a b‌ .‌ ‌لم ‌به ‌بنا ‌6لذا ،c coz Lبه‌‌ ‌دارد ‌‌طوری‌وجود که
cozLx a cو‌cozLc bدر‌‌ نتیجه‌‌و

d cozLکه‌‌طوری‌وجود‌دارد‌به‌cozLx d cو‌cozLd a‌.رو‌این‌ازx d c جا‌که‌در‌این‌
c

d a‌

و
c

c b‌ .‌ )بنابراین ) ( )
c c

x a b   ‌ .‌ ‌توجه ‌که ‌نگاشتو‌بهشود ضوح
c

عناصر‌حفظ‌ را‌و‌

د،‌با‌توجه‌به‌لم‌قبل،‌کافی‌است،‌نشان‌دهیم‌که‌نگاشتشوکه‌برهان‌کامل‌‌بنابراین‌‌برای‌این.‌کند‌می
c

های‌‌وست‌

Dفرض‌کنیم.‌کند‌حفظ‌می دار‌شمارا‌را‌جهت‌های‌زیرمجموعه cozLدر‌این‌صورت.‌دار‌شمارا‌باشد‌مجموعه‌جهت‌‌

‌که‌است‌واضح :
c

a a D دار‌جهت‌ۀزیرمجموع‌( )rId cozLرو،‌این‌از‌.است‌

c ca D a Da a   ‌‌.رو‌کافی‌است،‌اثبات‌کنیم‌این‌از 
c ca DD a  ‌‌.چون‌برای‌هر‌

a D‌،a Dپس‌‌، 
c c

a D  و‌درنتیجه‌‌ 
c ca D a D   .‌

کنیم‌فرض‌،برعکس 
c

x D ،پس‌cozLx D.لذا‌y cozLکه‌‌طوری‌به‌دارد‌وجود‌x y ‌

‌هم ‌‌و aچنین Dy D y a    ‌ ‌به. ‌توجه ‌با ‌بودن‌-اما ‌دارندLفشرده ‌وجود ،,..., na a D1به‌

)‌کهطوری ... )ny a a   1.چون‌Dپس‌است،‌دار‌جهت‌مجموعه‌d Dکه‌وجود‌دارد‌... na a d  1‌

yنتیجه‌و‌در d رو‌این‌از‌x dکه‌در‌آن‌d D‌.بنابراین‌
ca Dx a و‌برهان‌کامل‌است‌‌

 

 cjنگاشت وست 

f:نگاشت‌قابی M Lگوییم،‌هرگاه‌را‌چگال‌می‌( )f x ایجاب‌کند‌که‌x ‌.از‌قابسازی‌‌فشردهL‌

‌ ‌برو ‌قابی ‌نگاشت ‌مانندو h:چگالی M Lآن‌‌ ‌در ‌که ‌است‌Mاست ‌فشرده ‌منظم ‌قاب ‌داری‌. ‌که ‌قاب هر

‌فشرده‌فشرده ‌را ‌باشد ‌می‌سازی ‌گوییم‌پذیر .‌ ‌قاب‌شودتوجه ‌های‌‌که ‌فشردهکاملاً ‌هستند‌منظم، ی‌جزئیات‌برا)‌پذیر

‌.‌(را‌ببینید‌] 9[و‌‌] 6[تر؛‌مراجع‌‌بیش

xنامیم،‌اگر‌برای‌هر‌منظم‌میکاملاً‌را‌‌Lاز‌قاب‌Jآل‌ایده‌‌ Jوجود‌داشته‌باشد‌y Jبه‌قسمی‌که‌x y‌.

‌قاب ‌صورتی‌که ‌‌Lدر ‌مجموعکاملاً ‌باشد، ‌منظم ‌‌آل‌ایدهۀ ‌های ‌یعنیLمنظمکاملاً ،( )crId L‌ ‌قاب ،‌ منظم‌کاملاً

‌با ‌است‌این‌قاب‌را ‌دهیم‌نشان‌می‌Lفشرده  : نگاشت‌که‌توجه‌کنید.  L Lj L ضابط‌‌ )ۀبا )Lj I I‌

چک،‌معروف‌است‌و‌‌-‌‌سازی‌استون‌است‌که‌به‌فشرده‌Lسازی‌برای‌فشرده
 Ljدارای‌الحاقی‌راست:Lr L L‌

‌ضابط ۀبا ( ) :Lr a x L x a بیش) است‌‌ ‌جزئیات ‌‌برای ‌مراجع ‌] 6[تر؛ ‌ببینید] 9[و ‌(را ‌این. جا‌‌در
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‌قاب‌فشرده ‌برای ‌‌سازی ‌های ‌ایدهکاملاً ‌از ‌استفاده ‌با ‌متمم‌آل‌منظم ‌قسمت ‌منظم ‌می‌های ‌نشان‌‌صفرشان ‌و سازیم

 .‌یکریخت‌است‌Lسازی‌با‌دهیم‌که‌این‌فشرده‌می

‌انتقال‌ در‌این‌صورت.‌منظم‌باشدکاملاً‌قاب‌‌Lفرض‌کنیم: 5 لم

 : La x cozL x a  

:‌نگاشت ( )cr L rId cozLکند‌به‌طوری‌که‌برای‌هر‌را‌تعریف‌می‌a Lو‌‌‌( )I rId cozLداریم‌‌:‌

1. ( )cr aآل‌منظم‌در‌ایده‌cozLاست‌. 

x,برای‌هر .6 y L‌،x yاگر‌و‌تنها‌اگر‌( )( ) ( )c rId cozL cr x r y. 

9.  ( ) ( ) : ,c cr a r x x cozL x a و‌( )cr a a. 

5.  ( ) : ( ) , ( )c cr a I I rId cozL I r a . 

:نگاشت‌ .5 ( )cj rId cozL Lی‌با‌ضابطه‌( )cj I Iدارای‌الحاقی‌راست‌
crاست‌. 

6. * *( ) ( ( ))c cr a r a. 

0. * *(( ) )cI r I . 

)بدیهی‌است‌که(‌1) :برهان )cr aآل‌در‌ایده‌cozLرو‌فقط‌منظم‌بودن‌این‌از.‌است‌( )cr aبرای‌.‌کنیم‌را‌بررسی‌می‌

)فرض‌کنیماین‌منظور،‌ )cx r a‌.لذا‌x aو‌در‌نتیجه‌b cozLکه‌‌طوری‌وجود‌دارد‌به‌x b a‌،

)پس )cb r a‌ xچون. bپس‌ ،t cozLکه‌‌ ‌دارد xوجود t b‌‌ *رو‌این‌زاو *t x‌ لذا‌‌.

z cozLوجود‌دارد‌به‌قسمی‌که‌* *t z x‌.د‌کهشو‌روابط‌نتیجه‌می‌‌این‌ازx z و‌b z ‌.

cozLxبنابراین‌ b.‌

(6‌ xفرض‌کنیم( y‌ .‌ ‌صورت ‌این u,در v cozLبه‌‌ ‌دارند xکهطوریوجود u v y‌ چون‌.

x u،پس‌* *u x1نتیجه‌در‌و‌u cozLکه‌دارد‌وجود‌* *

1u u xلذا‌‌،*

1 ( )cu r x cozL

uچون‌‌،چنین‌هم‌. vپس‌‌،*

1u v u v   ‌.رو‌‌این‌از*

1 ( ) ( )c cu v r x r y   پی‌آنر‌و‌د‌ 

* *( ) ( ) ( ( )) ( ).c c c cr x r y r x r y     

)‌بنابراین‌ )( ) ( )c rId cozL cr x r y.برعکس،‌فرض‌کنیم‌‌( )( ) ( )c rId cozL cr x r y‌.صورت‌‌‌در‌این( )J rId cozL‌

)قسمی‌که‌‌وجود‌دارد‌به )cr y J cozL و‌( ) { }cr x J ‌.رو،‌از‌این‌ ( )cr x J  نتیجه‌‌و‌در‌

x J ‌ ‌چون. )اکنون )cr y J cozL پس‌ ،( )cz r yو‌t Jکه‌‌ ‌دارند zوجود t ‌ ‌از.

‌:رو‌این

( ) ( ) ( )
x t

x x x z t x z x t x z
 

            

xنتیجه‌‌در z‌.بنابراینx y.‌

xبرای‌هر‌‌(‌9) cozLکه‌‌x a(6)،‌بنا‌بر‌،( ) ( )c cr x r aپس‌،( ) ( )c cr x r a‌.رو،‌از‌این‌‌ 

 ( ) : , ( ).c cr x x cozL x a r a   

)طرفی‌دیگر،‌برای‌هر‌از )cz r a،z a‌.رو،‌از‌اینy cozLوجود‌دارد‌که‌z y a‌.رو‌این‌از‌

 ( ) ( ) : ,c cz r y r x x cozL x a    
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‌نتیجه‌در‌و ( ) ( ) : ,c cr a r x x cozL x a .بنابراین‌

 ( ) ( ) : ,c cr a r x x cozL x a .‌

xبرای‌اثبات‌قسمت‌دوم،‌فرض‌کنیم L‌‌ xو a‌ ‌‌Lچون. ‌پسکاملاً xمنظم‌است، coz ‌ از‌.

‌هر‌رو،‌این ‌،cozبرای x a ‌‌ ‌‌درو cozنتیجه a‌ ‌ ‌هر‌این‌از. ‌برای ،‌رو

( )ccoz r a ‌ ‌دیگر. ‌طرفی از ( ) :cr a x L x a .لذا‌‌ ( ) :cr a x L x a  .‌

چون‌حال :x L x a a پس‌‌،( )cr a a.‌
 :‌‌با‌توجه‌به‌دو‌قسمت‌قبلی‌داریم(‌5)

 

 

 

( ) ( ) : ,

( ) : ( ) ( )

: ( ) , ( ) .

c c

c c c

c

r a r x x cozL x a

r x r x r a

I I rId cozL I r a

 



 





‌ 

‌چون )‌حال )cI r aکه‌ایجاب‌می‌‌ )‌کند )cI r aپس‌ ،( )} ( )c cI r a r aو{ : ( )I I rId cozL‌.
بنابراین‌ ( ) : ( ) , ( )c cr a I I rId cozL I r a .‌

‌که‌برای‌این(‌5)
crالحاقی‌راست‌‌

cjباشد،‌کافی‌است‌نشان‌دهیم‌که‌برای‌هر‌( )J rId cozLو‌a L،‌

( ).cJ a J r a    

‌کنیم Jفرض a‌ xاگر. Jآن‌ zگاه‌، Jکه‌‌ ‌دارد cozLxوجود z‌‌ xدرنتیجهو z‌ لذا‌‌.

x J aمی‌ ‌ایجاب ‌که ‌xکند‌، a‌ .‌ )بنابراین )cJ r a‌ .‌ ‌اگر )برعکس، )cJ r aآن‌ گاه‌‌،

( )cJ r a ‌.(9)با‌توجه‌به‌‌رو،‌از‌این‌،( )cJ r a a  .‌

 رو،‌از‌این.‌کند‌الحاقی‌راست‌است،‌پس‌رسند‌دلخواه‌را‌حفظ‌می‌‌crچون‌(‌6)

* *( ) ( ) ( ) }( ) {c c c cr a r a r a a r    ‌

رو‌‌این‌از 
**( ) ( )c cr a r a‌.این‌نامساوی‌درست‌است،‌زیرا‌برعکس‌

         
* * *

( ) ( ) ( ) ( ) ({ )} c c c c cr a r a r a r a a r a            

نتیجه‌‌درو‌‌ 
* *( )cr a a‌.قسمت‌قبلی،‌ربنا‌ب‌رو‌این‌از‌ 

* *( ) ( )c cr a r a‌.بنابراین‌ 
**( ) ( )c cr a r a‌.‌

(0‌ xاگر( Iآن‌ zگاه‌، I‌‌ ‌که ‌دارد xوجود z،نتیجه‌در‌x I‌ )‌رو‌این‌از. )cI r I پس‌ ،
* *( ( ))cr I I‌ ‌توان‌نشان‌داد‌که‌برعکس‌شمول‌نیز‌درست‌است‌به‌سادگی‌می. ‌رو‌ازاین.

* *( ( ))cI r I .‌

که‌‌شود‌قبلی‌نتیجه‌میبنابراین‌از‌قسمت‌ * *( )cI r I و‌برهان‌کامل‌است‌.‌

بنابراین‌‌.(را‌ببینید‌]6[از‌مرجع‌‌‌66ص‌)‌با‌هم‌معادل‌هستند‌‌و‌های‌منظم‌فشرده،‌که‌برای‌قاب‌شودتوجه‌

 .منظم‌استکاملاً‌هر‌قاب‌منظم‌فشرده،‌

‌در‌این‌صورت.‌منظم‌باشدکاملاL‌‌ًفرض‌کنیم: 3ۀ قضی

1. ‌( )rId cozLمنظم‌فشرده‌استکاملاً‌قاب‌‌. 

0 .  :   cj rId cozL L
 

)ۀ‌با‌ضابط )cj I Iسازی‌برای‌فشرده‌Lاست‌.‌
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)‌،6نتیجه‌باتوجه‌به‌‌(0) :برهان )rId cozLاست‌‌ ‌قاب‌فشرده ‌اثبات‌منظم‌ابتدا. ‌کنیم‌می‌بودنش‌را ‌فرض‌کنیم.

( )I rId cozLو‌x I‌ ‌این. zصورت‌در Iکه‌‌ ‌دارد وجود
cozLx z‌‌ xنتیجه‌ردو z‌ ‌،رو‌این‌از.

y cozLکه‌طوری‌به‌x y z‌ ‌لم‌لذا،. ‌از ‌استفاده )،(6)‌‌5با )( ) ( )c rId cozL cx r y r z‌ چون‌.

( )cr z Iپس‌‌ ،( )( )c rId cozLx r y I‌ بنابراین.
( )rId cozLJ II J‌ )اکنون‌چون‌. )rId cozLقاب‌فشرده‌‌

‌.منظم‌استکاملاً‌،‌پس‌است

‌به‌‌لم(‌9)‌ ‌نگاشت(9)‌‌5بنا ،
cjبرو‌است‌‌ چنین‌واضح‌است‌که‌هم.

cjچگال‌است‌‌ ‌چون‌. )لذا )rId cozLقاب‌‌

منظم‌فشرده‌است،‌پس‌‌کاملاً
cjسازی‌فشرده‌Lاست‌و‌برهان‌کامل‌است‌‌. 

‌برای‌هر‌قاب‌ ) منظم‌فشرده‌کاملاً‌،‌قاب‌Lمنظمکاملاً )rId cozLرا‌با‌نماد
c Lبنابراین‌نگاشت‌.‌دهیم‌نشان‌می‌

 :   c c Lj L سازی‌برای‌فشرده‌Lنامیم‌صفر‌می‌چک‌بر‌حسب‌عناصر‌متمم‌‌‌-‌‌سازی‌استون‌است‌و‌آن‌را‌‌فشرده‌.‌

‌.های‌زیر‌برقرار‌هستند‌،‌گزارهLمنظمکاملاً‌برای‌هر‌قاب‌: 3ۀ نتیج

1. 
cj کند‌حفظ‌می‌زیر‌راکاملاً‌رابطه‌. 

,برای‌هر‌ .6 cI J Lاگر‌،I Jو‌‌I cozLگاه‌‌،‌آنI J. 

aبرای‌هر .9 cozLو‌
cJ L،( )( )c rId cozLr a Jاگر‌و‌تنها‌اگر‌a J‌‌. 

x,فرض‌کنیم‌(1): برهان y Lو‌x y‌ ‌لم. ‌به ‌بنا ‌صورت ‌این )،(6)‌‌5در )( ) ( )c rId cozL cr x r y‌ چون.

c Lمنظم‌فشرده‌است،‌پس‌( ). ( ) ( )c rId cozL cr x r y‌‌

گیریم (6)‌
cH Lکه‌طوری‌به‌I H و‌H J ‌ xلذا. Hو‌y Jکه‌‌‌ ‌دارند وجود

x y ‌.چونI H  پس‌،I x  .بنابراین‌‌

( ) ( ) ( )y y y x yy I x I I           

‌JIدر‌نتیجه y ‌.بنابراینJI .‌
aبرای‌قسمت‌کفایت،‌فرض‌کنیم‌.‌،‌قسمت‌لزوم‌برقرار‌است(9)‌‌5و‌‌لم(‌6)بنا‌به‌(‌9)‌ J‌.صورتدر‌این‌z J‌

وجود‌دارد‌که
cozLa zنتیجه‌درو‌‌a z‌.(1)لذا‌بنا‌به‌،‌( )( ) ( )c rId cozL cr a r z‌.چون( )cr z Jپس‌،

( )( )c rId cozLr a Jو‌برهان‌کامل‌است‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌. 

aبرای‌هر‌.‌منظم‌باشدکاملاL‌ًکنیم‌قاب‌فرض‌‌:5ۀ نتیج L،a cozLاگر‌و‌تنها‌اگر‌‌( ( ))cI coz L‌

)وجود‌داشته‌باشد‌که‌ )ca j I.‌

‌به‌عنصر‌متمم‌های‌قابی‌عنصر‌متمم‌،‌نگاشت1چون‌بنا‌به‌لم‌:برهان برند،‌پس‌قسمت‌کفایت‌بدیهی‌‌صفر‌می‌صفر‌را

aاکنون‌برای.‌رو‌فقط‌قسمت‌لزوم‌را‌اثبات‌کنیم‌این‌است،‌از cozLفرض‌کنیم‌،na xبرای‌‌جا‌که‌در‌این‌

‌ ,هر ,...n 1 2،‌n nx x 1‌ .‌ ‌لذا، ,برای‌هر ,...n 1 2،nc cozL‌‌ ‌که ‌دارد nوجود n nx c x 1‌.

‌ ‌کنیماکنون )فرض )n c nI r c.که‌‌ ‌است cIواضح L‌‌ )و )ca I j I ‌ .‌ ‌طرفی، چوناز

1n nc c هر‌‌ )‌پس‌،nبرای ) 1( ) ( )c n rId cozL c nr c r c در‌‌ ‌‌و ‌بنتیجه ‌گزار‌ربنا ‌1ۀ ‌می، شود‌نتیحه

( ( ))cI coz Lو‌برهان‌کامل‌است‌. 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌53صفرشان‌های‌کاملا‌منظم‌بر‌اساس‌قسمت‌متمم‌سازی‌برای‌قاب‌فشرده

‌رو،‌از‌این.‌]17[یک‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌چگال‌باشد‌به‌قابی‌یک،‌نگاشت‌KRFrmهای‌منظم‌فشرده،‌یعنی‌قابۀ‌در‌رست

‌:داریم

 :نگاشت‌گاه‌باشد،‌آنمنظم‌کاملاً‌‌قاب‌Lاگر: 5ۀ نتیج  cc Lj L  یکریختی‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگرLفشرده‌باشد‌.  

منظمکاملاً‌‌‌اکنون‌شرایط‌لازم‌برای‌این‌که‌نشان‌دهیم‌دو‌قاب
c Lو‌Lیکریخت‌هستند،‌فراهم‌شده‌است.‌‌

:،‌یکریختیLمنظمکاملاً‌برای‌هر‌قاب‌: 5ۀ قضی cf L L که‌طوری‌وجود‌دارد‌به‌‌
cf j.‌

‌‌کنیم‌تعریف‌می:‌برهان

Jپایینی‌ۀمجموع.) :استLدر‌  , ( ) (cf L L f J J   ‌

‌خوش ‌بررسی‌می‌fتعریف‌بودن‌ابتدا ‌کنیم‌را .‌ )واضح‌است‌که )J Id L ‌ ‌Jدهیم‌که‌‌حال‌نشان‌می.

xفرض‌کنیم‌.‌است‌Lمنظم‌درکاملاً‌آل‌‌ایده Jپس‌‌،a Jوحود‌دارد‌که‌‌x a‌.چونJدر‌)آل‌منظم‌‌ایده‌

‌ ‌واقع ‌منظمکاملاً )‌ ‌پس‌‌cozLدر bاست، J‌‌ ‌که ‌دارد cozLaوحود b‌‌ ‌نتیجه ‌در و
La b‌ بنابراین‌.

x bو‌‌b J‌.رو،‌از‌این‌Jمنظم‌درکاملاً‌آل‌‌ایده‌Lاست‌‌.‌

‌کنیم‌فرض‌.است‌پوشا‌fکه‌دهیم‌نشان‌است،‌کافی‌بنابراین‌.است‌واضح‌fبودن‌چگال‌و‌ریختی‌هم

( )H crId Lدهیم‌‌،‌قرار‌میJ H cozL‌.دهیم‌که‌اکنون‌نشان‌میJآل‌منظم‌در‌ایده‌cozLفرض‌.‌‌است‌

xکنیم J H cozL ‌ yاست،‌پس‌Lآل‌کاملامنظم‌در‌ایده‌Hچون. Hوجود‌دارد‌کهx y‌ بنابراین‌.

c cozLوجود‌دارد‌که‌x c y‌ cروشن‌است‌که. H cozL‌ ‌منظم‌است‌cozLدر‌Jبنابراین. به‌.

‌که‌راحتی‌می ‌دید )توان ) ( )f J H cozL H ‌ ‌است‌fبنابراین. ‌پوشا ‌برای‌هر‌. ‌اثبات‌قسمت‌دوم، برای

cI Lداریم‌( ( )) cf I I I j I     بنابراین‌‌cf jبرهان‌کامل‌استو‌‌‌‌‌.‌

 

 گیری و نتیجه بحث

‌برای‌قاب ‌این‌مقاله ‌های‌‌در ‌اساس‌قسمت‌متمم‌فشرده‌،منظمکاملاً ‌با‌‌‌سازی‌بر ‌است‌که صفرشان‌معرفی‌شده

‌قاب‌‌از‌طرفی‌دیگر‌می.‌چک‌یکریخت‌است-سازی‌استون‌‌فشرده ‌دانیم‌که‌برای‌هر‌قاب، منظم‌وجود‌دارد‌که‌کاملاً

‌‌زیر‌در‌قسمت‌متممکاملاً‌خوبی‌زیر‌و‌‌چون‌مفاهیم‌به.‌یخت‌هستندها‌با‌هم‌یکر‌ن‌توابع‌پیوسته‌حقیقی‌مقدار‌آۀ‌حلق

های‌‌آل‌سازی‌که‌در‌اینجا‌معرفی‌شده‌است‌با‌استفاده‌از‌ایده‌منظم‌با‌هم‌معادل‌هستند‌و‌فشردهکاملاً‌های‌‌صفر‌از‌قاب

‌ایده‌شود‌و‌هم‌صفر‌قاب‌ساخته‌می‌‌منظم‌از‌قسمت‌متمم کاملاً‌های‌‌آل‌ایده‌تر‌از‌آل‌منظم‌راحت‌چنین‌کار‌کردن‌با

‌.توابع‌پیوسته‌روی‌قاب‌استفاده‌کنیمۀ‌و‌تحلیل‌حلق‌بررسیسازی‌برای‌‌توانیم‌از‌این‌فشرده‌منظم‌است،‌پس‌می
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