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 چکیده

‌ گوییم‌.‌ ضربی‌بسته‌‌ۀیک‌زیرمجموع‌ مدول‌یکانی‌و‌- یک‌‌ جایی‌یکدار‌باشد،‌‌هیک‌حلقه‌جاب‌ فرض‌کنید‌

در‌این‌مقاله‌.‌یک‌زیرمدول‌دوری‌باشد‌ به‌‌  است،‌هرگاه‌انقباض‌هر‌زیرمدول‌دوری‌‌ های‌دوری‌حافظ‌زیرمدول

زمانی‌‌  و‌‌ ای‌های‌دوری‌بودن،‌به‌بررسی‌ارتباط‌بین‌خواص‌تجزیهضمن‌ارائه‌یک‌شرط‌معادل‌برای‌حافظ‌زیرمدول

علاوه‌مفهوم‌یک‌توسیع‌مدولی‌لَخت‌و‌لخَت‌ضعیف‌را‌معرفی‌کرده‌‌به.‌پردازیماست‌می‌ های‌دوری‌حافظ‌زیرمدول‌ که‌

‌‌ شامل‌‌ ضربی‌بسته‌‌مجموعۀیک‌زیر‌ و‌اگر‌ لخَت‌ضعیف‌-      یک‌توسیع‌‌    و‌‌       باشد،

فارغ‌از‌‌ دهیم‌اگر‌چنین‌نشان‌می‌هم.‌دهیمارتباط‌می‌  در‌‌  نسبت‌به‌‌تجزیۀرا‌به‌‌ در‌‌ باشد،‌تجزیه‌نسبت‌به‌

‌.‌یک‌توسیع‌لخت‌است‌    است‌و‌‌ کافنده‌ش‌ گاه‌‌باشد،‌آن‌ های‌دوری‌حافظ‌زیرمدول‌ تاب‌و‌

 

‌.یکتا‌ۀهای‌دوری،‌توسیع‌لخَت،‌مدول‌اتمی،‌مدول‌تجزیضربی‌بسته‌حافظ‌زیرمدول‌هایزیرمجموعه‌:های کلیدیواژه

 
 مقدمه

یک‌‌Mیک‌حلقه‌و‌‌Rچنین‌‌هم.‌ها‌یکانیاند‌و‌تمام‌مدولجایی‌و‌یکدار‌فرض‌شده‌هها‌جابدر‌تمام‌این‌مقاله‌حلقه

R-مدول‌است‌ ‌ ‌بر‌آن‌همه. ‌یک‌زیرعلاوه ‌از ‌منظور ‌‌مجموعۀجا ‌یک‌زیرRضربی‌بسته ضربی‌بسته‌اشباع‌‌مجموعۀ،

مجاز‌می‌S=Rرا‌که‌معادل‌است‌با‌‌‌S∋0جا‌حالت‌‌در‌این.‌است‌Rضربی‌بسته‌‌مجموعۀیک‌زیر‌Sو‌‌ است‌1‌Rشده

‌دانیم ‌Z(M)و‌‌U(R)ترتیب‌با‌‌را‌به‌Mهای‌صفر‌مدول‌علیهو‌مقسوم‌Rپذیر‌حلقه‌چنین‌مجموعه‌عناصر‌وارون‌هم.

‌.دهیمنمایش‌می

چنان‌توجه‌محققان‌‌،‌هم([19]‌،[3]،‌[2]‌مثال برای)جایی‌که‌تاریخی‌طولانی‌دارد‌‌ههای‌جابدر‌حلقه‌ۀتجزی‌ۀنظری

و‌[‌11]،‌[12]،‌[1]،‌[7]‌برخی‌مقالات‌جدید‌در‌این‌زمینه‌خواننده‌را‌بهبررسی‌برای‌.‌کندفراوانی‌را‌به‌خود‌جلب‌می

‌می‌منابع‌آن ‌ارجاع ‌دهیمها ‌نظری. ‌تجزی‌ۀتجزی‌ۀتمرکز ‌بر ‌دامنه‌ۀابتدا ‌در ‌های‌صحیح‌بودعناصر ‌ده. ‌اواخر ‌‌32ۀدر

و‌در‌‌[4]،‌[9]ها‌تعمیم‌دادند‌و‌مدول‌رناصفعلیه‌صفر‌های‌دارای‌مقسوملئون‌این‌نظریه‌را‌به‌حلقه-اندرسن‌و‌والدس

‌مدولتر‌حالت‌کلی[‌11] ‌نسبت‌به‌یک‌زیرتجزیه‌در ‌حلقه‌معرفی‌و‌‌مجموعۀها ‌شده‌است‌بررسیضربی‌بسته‌ در‌.

نتایجی‌در‌مورد‌خواص‌ ،Rنسبت‌به‌عناصر‌منظم‌‌Rمدول‌-Rای‌با‌استفاده‌از‌بررسی‌خواص‌تجزیه[‌11]از‌‌9بخش‌

چنین‌‌هم.‌رسددور‌از‌دسترس‌مینظر‌‌به‌Rدست‌آمده‌است‌که‌بدون‌نگاه‌مدولی‌به‌تجزیه‌در‌‌هب‌Rای‌ای‌حلقهتجزیه
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های‌ها‌نسبت‌به‌مجموعهتوان‌از‌حالت‌کلی‌تجزیه‌در‌مدولنشان‌داده‌شده‌است‌که‌چطور‌می[‌12]مقاله‌‌5در‌بخش‌

 .های‌صحیح‌استفاده‌کردتجزیه‌در‌دامنه‌نظریۀحالت‌کلاسیک‌بررسی‌ضربی‌بسته‌برای‌

سازی‌آن‌حلقه‌ارتباط‌تجزیه‌در‌یک‌حلقه‌یا‌مدول‌با‌موضعی‌ۀاز‌جمله‌مسائل‌مهم‌و‌مورد‌توجه‌‌در‌این‌زمینه‌نحو

یک‌‌Rنشان‌داده‌شده‌است‌که‌اگر‌‌[1]در‌.‌را‌مشاهده‌کنید‌[12]‌،[3]،‌[1]،‌[1]‌یا‌مدول‌است‌برای‌مثال‌مقالات

گاه‌ارتباطی‌‌شود،‌آن‌1منقبض‌‌Rآل‌اصلی‌دریک‌ایده‌به‌  آل‌اصلی‌ای‌باشد‌که‌هر‌ایدهگونه‌به‌Sصحیح‌باشد‌و‌‌دامنه

و‌لَخت‌‌1ای‌لَختمفهوم‌یک‌توسیع‌حلقه[‌1]در‌همین‌مقاله‌و‌نیز‌در‌.‌وجود‌دارد‌  و‌‌‌Rای‌قوی‌بین‌خواص‌تجزیه

.‌شده‌استبررسی‌لَخت‌یا‌لَخت‌ضعیف‌باشد‌‌    وقتی‌که‌‌  و‌‌Rضعیف‌معرفی‌شده‌و‌ارتباط‌بین‌تجزیه‌در‌

که‌‌انقباض‌هر‌‌در‌این‌مقاله‌ابتدا‌شرط‌معادلی‌برای‌این.‌ها‌استدر‌مدول‌هدف‌این‌مقاله‌بررسی‌و‌تعمیم‌این‌مفاهیم

تحت‌این‌ ‌  و‌تجزیه‌در‌‌Mیابیم‌و‌سپس‌به‌بررسی‌ارتباط‌بین‌تجزیه‌در‌دوری‌شود‌می‌Mدر‌‌  زیرمدول‌دوری‌

یک‌‌    کنیم‌و‌هنگامی‌که‌های‌لَخت‌و‌لَخت‌ضعیف‌مدولی‌را‌معرفی‌میچنین‌توسیع‌هم‌.پردازیمشرط‌می

‌ ‌در ‌تجزیه ‌لَخت‌ضعیف‌باشد، ‌‌Mتوسیع ‌در ‌تجزیه ‌به ‌می‌  را ‌دهیمارتباط ‌بین‌. ‌ارتباط ‌بررسی ‌به ‌برآن علاوه

‌.پردازیمهای‌لَخت‌و‌حافظ‌زیرمدول‌دوری‌بودن‌می‌توسیع

برای‌.‌کنیم‌سته‌را‌مرور‌میضربی‌ب‌ۀها‌نسبت‌به‌یک‌زیرمجموعتجزیه‌در‌مدول‌نظریۀطور‌مختصر‌تعاریف‌‌ابتدا‌به

شایان‌ذکر‌است‌در‌آن‌مقاله‌به‌جای‌اصطلاح‌.‌رجوع‌کنید[‌11]تر‌و‌دیدن‌چندین‌مثال‌از‌این‌مفاهیم‌به‌کامل‌بررسی

‌.استفاده‌شده‌است«‌9بسته-زیرتکوار‌ضربیِ‌شمارنده»از‌عنوان‌«‌اشباع‌شده‌ۀضربی‌بست‌ۀزیرمجموع»

 

 هاضربی بسته در مدول ۀزیرمجموعمروری مختصر بر تجزیه نسبت به یک 

‌این‌مقاله‌یادآوری‌می ‌‌هیک‌حلقه‌جاب‌Rکنیم‌که‌در ‌-Rیک‌‌Mجایی‌یکدار، ‌مجموعۀیک‌زیر‌Sمدول‌یکانی‌و

‌‌ۀضربی‌بست ‌U(R) Sبالاخص‌)است‌‌Rاشباع‌شده .)‌ ‌‌mعناصر ‌‌nو ‌‌Mاز نویسیم‌خوانیم‌و‌میمی‌4شریک-Sرا

    ‌ ‌هرگاه‌عناصر ،    ∈ ‌      و     که‌‌طوری‌یافت‌شوند‌به‌  ‌شریک‌قوی‌. ‌عنصر‌را این‌دو

‌اگر‌‌می ‌u∈U(R)برای‌یک‌‌m=unنامیم، ‌   نویسیم‌در‌این‌حالت‌می. ‌‌nو‌‌mچنین‌‌هم. شریک‌بسیار‌-Sرا

برای‌‌m=snیا‌از‌‌m=n=0یا‌(‌و‌ب‌    (‌دهیم،‌وقتی‌که‌الفنمایش‌می‌    خوانیم‌و‌با‌نماد‌قوی‌می

‌.s∈U(R)،‌بتوان‌نتیجه‌گرفت‌که‌s∈Sیک‌

‌ ‌حالتی‌که ‌پیشوندهای‌S=Rدر ،S‌‌ ‌نیز ‌نمی‌Sو ‌را ‌نمادها ‌در ‌نویسیمهای‌موجود ‌با‌. ‌این‌حالت‌نمادهای‌ما در

بسیار‌‌ۀاولی-Sقوی،‌‌ۀاولی-Sترتیب‌‌یا‌به)‌5اولیه-Sیک‌عنصر‌‌m∈Mگوییم‌عنصر‌.‌کندمطابقت‌می[‌9‌،4]نمادهای‌

‌‌(قوی ‌از ‌هرگاه ‌‌m=snاست، ‌‌s∈Sکه ‌گرفت‌n∈Mو ‌بتوان‌نتیجه ‌   ترتیب‌‌به)‌    ، ،    ‌.)

‌تحویل‌a∈Rچنین‌عنصر‌‌هم ‌به)‌2ناپذیررا ‌تحویلترتیب‌تحویل‌یا ‌(‌ناپذیر‌بسیار‌قویناپذیر‌قوی، ‌هرگاه ‌a=bcنامیم،

جا‌منظور‌‌توجه‌کنید‌که‌در‌این(.‌a cیا‌‌a≈c‌،a bیا‌‌a≈bترتیب‌به)‌a cیا‌‌a bنتیجه‌دهد‌که‌‌b,c∈Rبرای‌

‌.مدول‌است-Rعنوان‌‌به‌R،‌شریک‌بودن‌این‌عناصر‌در‌Rاز‌شریک‌بودن‌عناصر‌

                                                           
1. Contracts 

2. Inert 
3. Divisor-closed multiplicative submonoid 

4. S-associates 

5. S-primitive 
6. Irreducible 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌701هالتجزیه‌در‌مدوهای‌دوری‌و‌های‌ضربی‌بستۀ‌حافظ‌زیرمدولهای‌لَخت‌مدولی،‌زیرمجموعهتوسیع

بدون‌اشاره‌و‌ارجاع‌به‌)ها‌‌پردازیم‌که‌‌چندین‌بار‌در‌طول‌این‌مقاله‌از‌آنبه‌بیان‌چند‌مشاهده‌ساده‌می‌ادامهدر‌

‌.کنیماستفاده‌می(‌این‌نکته

‌گاه‌آن.‌r∈ Rو‌‌‌m, n∈ Mفارغ‌از‌تاب‌باشد،‌Mای‌صحیح‌و‌دامنه‌Rفرض‌کنید‌‌.‌1:نکته

                       

علاوه‌بر‌.‌بسیار‌قوی‌باشد‌ۀاولی-Sقوی‌باشد‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌ۀاولی-Sاولیه‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌-Sعنصری‌‌mچنین‌‌هم

‌.ناپذیر‌بسیار‌قوی‌باشد‌ناپذیر‌قوی‌باشد‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌تحویل‌اگرتحویلناپذیر‌است‌اگر‌و‌فقط‌عنصری‌تحویل‌rآن‌

∋ که‌‌     بسیار‌قوی‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌از‌‌ۀاولی-m∈M‌،Sعنصر‌‌.1 ∋   و   ،‌بتوان‌نتیجه‌گرفت‌ 

‌.s∈U(R)که‌

یا‌‌a∈U(R)بتوان‌نتیجه‌گرفت‌که‌‌b,c∈Rکه‌‌a=bcناپذیر‌بسیار‌قوی‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌از‌تحویل‌a∈Rعنصر‌‌.9

b∈U(R).‌

∋        اگر‌‌.4 ∋ که‌‌      و‌‌  شریک‌-Sترتیب،‌یا‌به)شریک‌-S،‌  و‌‌  گاه‌‌،‌آن    

شریک‌بسیار‌-Sشریک‌قوی،‌-Sترتیب،‌به)شریک‌-S،‌  و‌‌  اگر‌و‌تنها‌اگر‌ هستند،(‌شریک‌بسیار‌قوی-Sقوی،‌

چنین‌‌  است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌(‌بسیار‌قوی‌ۀاولی-Sقوی،‌‌ۀاولی-Sمشابهاً‌)اولیه‌-Sعنصری‌‌  چنین‌‌هم‌.باشند(‌قوی

  .باشد

‌یک‌ ‌از ‌یک‌تساوی‌به‌شکل‌kطول‌‌به‌‌m∈Mۀتجزی-Sمنظور ،          ‌‌ ‌عناصری‌  است‌که ها

اتمی‌‌ۀتجزی-Sاولیه،‌این‌تساوی‌را‌یک‌-Sعنصری‌‌nناپذیر‌باشد‌و‌تحویل‌  اگر‌هر‌.‌n∈Mاند‌و‌‌Sپذیر‌در‌غیروارون

-Sعلاوه‌دو‌‌به.‌اتمی‌است‌Sنسبت‌به‌‌Mاتمی‌داشته‌باشد،‌گوییم‌‌تجزیۀ-Sیک‌‌Mخوانیم‌و‌اگر‌هر‌عنصر‌ناصفر‌می

‌‌                اتمی‌‌تجزیۀ ‌-Sرا ‌هرگاه ‌k=lیکریخت‌گوییم، ‌به‌     ، گشتی‌‌ازای‌جای‌و

اتمی‌‌Sدارد،‌هرگاه‌نسبت‌به‌(‌متناهی‌تجزیۀ)یکتا‌‌تجزیۀ‌Sنسبت‌به‌‌Mگوییم‌.‌        داشته‌باشیم‌‌σچون‌

‌ ‌ناصفر ‌هر‌عنصر ‌تقریب‌‌Mباشد‌و ‌یک‌-Sبا ‌اتمی‌داشته‌باشد‌تجزیۀ-‌S(تعداد‌متناهی)یکریختی‌دقیقا چنین‌‌هم.

که‌‌ایگونه‌موجود‌باشد‌به‌  عدد‌طبیعی‌‌m∈M≠0کراندار‌دارد،‌وقتی‌که‌برای‌هر‌‌تجزیۀ‌Sنسبت‌به‌‌Mگوییم‌

اتمی‌بوده‌‌Sگوییم،‌هرگاه‌نسبت‌به‌‌1عاملینیم‌Sرا‌نسبت‌به‌‌Mدر‌نهایت‌.‌باشد‌  حداکثر‌‌mتجزیه‌-Sطول‌هر‌

‌.برابر‌باشد‌mاتمی‌‌تجزیۀ-Sطول‌هر‌دو‌‌m∈M≠0و‌برای‌هر‌است‌

‌ ‌E Rاگر ‌گوییم ،R‌‌ ‌وارون‌تجزیۀ‌Eدرون ‌غیر ‌و ‌ناصفر ‌عنصر ‌هر ‌که ‌وقتی ‌دارد، ‌یکتا ‌در ‌تقریب‌‌Eپذیر با

‌S=Rنسبت‌به‌)اتمی‌یکتا‌داشته‌باشد‌‌تجزیۀریختی‌یک‌‌یک ‌تجزیۀ‌Eدرون‌»،‌«اتمی‌است‌Eدر‌»عباراتی‌چون‌(.

‌.شوندطور‌مشابه‌تعریف‌می‌به‌غیره‌و«‌کراندار‌دارد

‌

 یدور یهارمدولیحافظ ز ۀبست یضرب یهارمجموعهیز

‌تعریف‌دقیق‌زیرمجموعه ‌با ‌ارائه‌های‌دوری‌شروع‌میحافظ‌زیرمدول‌های‌ضربی‌بستۀاین‌بخش‌را کنیم‌و‌سپس‌با

‌زیرمجموعه ‌این ‌معادلی، ‌بستهشرط ‌ضربی ‌می‌های ‌شناسایی ‌کنیمرا ‌می. ‌نشان ‌نهایت ‌در ‌اگر ‌که حافظ‌‌Sدهیم

                                                           
1. Half-factorial 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

و‌‌  ای‌فارغ‌از‌تاب‌باشد،‌ارتباطی‌قوی‌بین‌خواص‌تجزیه‌ در‌حالتی‌که‌‌مخصوصاًباشد،‌‌Mهای‌دوری‌زیرمدول

Mدر‌ادامه‌اگر‌.‌وجود‌دارد‌N1باشد،‌انقباض‌  یک‌زیرمدول‌‌‌Nبه‌‌Mرا‌با‌‌N∩Mعلاوه‌در‌‌به.‌دهیمنمایش‌می‌

∋   گیریم،‌منظور‌در‌نظر‌می‌  عنوان‌عضوی‌از‌‌را‌به‌x∈Mجا‌وقتی‌عنصر‌‌این زیرمدول‌‌بنابراین‌هر.‌است‌  

‌.m∈ Mاست‌که‌‌   ‌صورت‌به‌  دوری‌

 باشد‌که‌M ∋  یک‌‌m∈ Mاست‌هرگاه‌برای‌هر‌‌Mهای‌دوری‌حافظ‌زیرمدول‌Sگوییم‌‌.تعریف

         . 

حافظ‌‌Rضربی‌بسته‌‌مجموعۀگاه‌هر‌زیر‌آل‌آن،‌آنیک‌ایده‌Mباشد‌و‌(‌PID)آل‌اصلی‌ایده‌ۀدامن‌Rبرای‌مثال‌اگر‌

‌.آیددر‌پی‌می‌مذکوریک‌مثال‌غیربدیهی‌از‌تعریف‌.‌است‌Mهای‌دوری‌زیرمدول

‌Mهای‌دوری‌حافظ‌زیرمدول‌Sگاه‌‌آن.‌S=R∖{0}و‌‌M=R⨁Rباشد،‌‌1ارزیابی‌ۀیک‌دامن‌Rفرض‌کنید‌. 7مثال 

∋           برای‌دیدن‌دلیل‌آن‌توجه‌کنید‌که‌اگر‌.‌است ∋ و‌‌  ‌گاه‌‌،‌آن     

   
 

 
   

 

 
            

∋         که‌ ‌گاه‌،‌آن    یا‌‌     وضوح‌اگر‌به.‌   و‌‌ 

یا‌‌                                           . 

‌Rدر‌‌     یا‌‌      ارزیابی‌است،‌یکی‌از‌‌ۀیک‌دامن‌Rحال‌چون‌.‌       توانیم‌فرض‌کنیم‌بنابراین‌می

‌حال‌.‌چنین‌باشد‌       قرار‌دارد،‌گیریم‌

             
  

  
       

  
  

           ∈        

      عکس‌رب
 

  
       ∈ ‌.‌دوری‌است‌            بنابراین‌‌     

‌ادامه‌برای‌ ‌اشباع‌شدۀy∈Mدر ‌ ‌‌مجموعۀزیر‌9، ‌‌S+Ann(y)ضربی‌بسته ‌نماد ‌با ‌یعنی‌نمایش‌می‌S(y)را دهیم،

       ∈      ∈         ∈          .‌

∋   فرض‌کنید‌‌.2 ۀگزار ‌گاه‌‌آن.‌باشد‌Mزیرمدولی‌از‌‌Nو‌‌ 

‌.        و‌‌t∈ S(y)برای‌یک‌‌    اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌        ‌.1

‌.       داشته‌باشیم‌‌s∈Sو‌برای‌هر‌‌      اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌      ‌.1

حال‌چون‌.‌              و‌‌       بنابراین‌.‌        فرض‌کنید‌‌.1 :اثبات

 ∈ ‌‌s∈Sپس‌‌      ‌sy=rxموجود‌است‌که‌‌r∈Rو ‌x=tyهست‌که‌‌t∈Rپس‌‌x∈Ryچنین‌‌هم. حال‌.

sy=rtyنتیجه‌ و‌در‌ (rt-s)y=0‌.بنابراین‌rt∈S+Ann(y)و‌‌t∈  y .‌

‌و‌در‌نتیجه‌       گاه‌‌آن.‌        و‌‌t∈ S(y)برای‌یک‌‌    فرض‌کنید‌‌برعکس

               

∋ ست‌نشان‌دهیم‌ا‌و‌کافی ∋  پس‌عناصر‌‌ t∈  yچون‌.‌      وجود‌دارند‌‌ ∋sو‌‌ a∈    yو‌‌ 

‌حال.‌       که‌

                                                           
1. Contraction 

2. Valuation 
3. Saturation 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌777هالتجزیه‌در‌مدوهای‌دوری‌و‌های‌ضربی‌بستۀ‌حافظ‌زیرمدولهای‌لَخت‌مدولی،‌زیرمجموعهتوسیع

                  ∈    

∋ شود‌که‌و‌نتیجه‌می      .‌

1.‌‌ ‌کنید ‌      فرض .‌ ‌           پس .‌ ‌اگر ‌‌ ∋sحال ∋ و ‌آن     گاه‌‌،

n=smبرای‌یک‌‌m∈M‌.بنابراین‌ ∈ جاکه‌‌و‌از‌آن‌N  sM  sNاین‌یعنی‌.‌sm∈sN  و‌‌      

‌s∈Sهر‌‌و‌برای‌      فرض‌کنید‌‌برعکس.‌شودمی‌نتیجه‌حکم‌جهت‌عکس‌این‌شمول‌همیشه‌برقرار‌است،

∋ اگر‌.‌       داشته‌باشیم‌ و‌‌sm∈ N∩ sM= sNپس‌.‌sm∈Nهست‌که‌‌s∈Sگاه‌‌آن‌    

n∈Nشود‌که‌یافت‌می‌sm=sn‌ ‌این‌یعنی‌. ‌‌s(m-n)=0اما ∋m-nو        ‌ و‌نتیجه‌‌m∈Nبنابراین‌.

‌ .آیددست‌می‌هدلخواه‌ب

‌.است‌ های‌دوری‌بودنیک‌نتیجه‌مستقیم‌این‌گزاره،‌شرط‌معادل‌زیر‌برای‌حافظ‌زیرمدول‌

و‌یک‌‌y∈Mیک‌‌x∈Mاست‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌برای‌هر‌‌Mهای‌دوری‌حافظ‌زیرمدول‌Sضربی‌بسته‌‌مجموعۀ‌.3 ۀقضی

t∈S(y)که‌‌طوری‌وجود‌داشته‌باشد‌به‌x=ty‌،       و‌برای‌هر‌‌s∈Sداشته‌باشیم‌‌Ry∩sM=Rsy.‌

،‌S(y)= Sنتیجه‌‌و‌در‌‌Ann(y)=0 داریم‌y∈Mو‌برای‌هر‌‌      های‌فارغ‌از‌تاب‌جاکه‌در‌مدول‌از‌آن

این‌نتیجه‌تعمیمی‌.‌بیان‌کرد‌صورت‌‌دینبتر‌سادهرا‌ها‌برای‌این‌دسته‌از‌مدولهای‌دوری‌بودن‌توان‌حافظ‌زیرمدولمی

‌:[1]مقاله‌‌1-1است‌از‌لم‌

است‌‌Mهای‌دوری‌حافظ‌زیرمدول‌Sگاه‌‌،‌آن(دامنه‌صحیح‌باشد‌Rو‌در‌نتیجه‌)فارغ‌از‌تاب‌باشد‌‌Mاگر‌‌.4نتیجه 

داشته‌‌s∈Sو‌برای‌هر‌‌x=tyکه‌‌طوری‌وجود‌داشته‌باشد‌به‌t∈Sو‌یک‌‌y∈Mیک‌‌x∈Mاگر‌و‌فقط‌اگر‌برای‌هر‌

‌.Ry∩sM=Rsyباشیم‌

توان‌تجزیه‌کرد‌می‌x=tyیک‌‌صورت‌را‌به‌x∈Mگاه‌هر‌عضو‌‌آن.‌باشد‌Mهای‌دوری‌حافظ‌زیرمدول‌Sفرض‌کنید‌

‌‌tکه‌در‌آن‌ ‌دارند‌9شرایط‌قضیه‌‌yو ‌را ‌‌1ۀدقت‌کنید‌که‌بنابر‌گزار. ‌بنابراین‌‌        ، ‌تقریب‌‌yو با

و‌خواص‌‌  در‌‌xای‌تصویر‌شود‌این‌است‌که‌خواص‌تجزیهسوالی‌که‌مطرح‌می.‌شودطور‌یکتا‌تعیین‌می‌شراکت‌به

توان‌نتیجه‌گرفت‌که‌ناپذیر‌بودن‌یکی‌میاز‌اولیه‌یا‌تحویل‌دیگر‌دارند‌و‌آیا‌مثلاً‌چه‌ارتباطی‌با‌یک‌Mدر‌‌‌yای‌تجزیه

فارغ‌از‌تاب‌باشد،‌ارتباطی‌قوی‌بین‌خواص‌‌Mتری‌که‌چنین‌خاصیتی‌دارد؟‌خواهیم‌دید‌که‌در‌حالت‌ساده‌دیگری‌هم

‌.‌کنیمزیر‌را‌در‌حالت‌کلی‌بیان‌می‌اما‌پیش‌از‌آن‌احکام.‌ای‌این‌دو‌عنصر‌وجود‌داردتجزیه

∋    فرض‌کنید‌عناصر‌‌.5 ۀگزار ‌دیگر‌باشند‌و‌شریک‌یک‌  در‌‌ 

و‌                   ‌. 

‌.          و‌‌          گاه‌‌آن

   طبق‌فرض‌:اثبات
حال‌.‌          و‌در‌نتیجه‌‌              ،‌      پس‌‌      

∋    عناصر‌‌ ‌9ۀبا‌توجه‌به‌قضی ‌         شوند‌که‌ای‌یافت‌میگونه‌به‌     نتیجه‌‌      از‌.

∋ برای‌یک‌‌‌     شود‌که‌می ‌و‌       بنابراین‌.‌ 

       ∈       . 
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∋ آید‌که‌می‌دست‌به‌    از‌تعریف‌ ∋ برای‌‌      شود‌که‌چنان‌یافت‌می‌  ∋   و         ‌.

‌حال‌

                 ∈          

∋ در‌نتیجه‌ ∋ برای‌یک‌‌     پس‌ثابت‌کردیم‌.‌     ‌      شود‌طریق‌مشابه‌نتیجه‌میو‌به‌    

∋  برای‌یک‌   □.‌‌         این‌یعنی‌.‌    

‌‌.6 ۀنتیج ∋      گیریم  ‌‌ ‌‌            و ∋    و ‌که‌گونه‌به‌     ‌باشند ای

‌.     گاه‌‌‌،‌آنAnn(y)=0و‌اگر‌‌         گاه‌‌آن.‌         

‌قبل‌است‌:اثبات ‌آنی‌گزاره ‌قسمت‌اول‌نتیجه ‌‌        حال‌فرض‌کنید‌. ‌قبل‌‌   و  و ‌اثبات‌گزاره مانند

∋     ،‌داریم‌            جاکه‌‌از‌آن.‌باشند ‌.‌     و‌‌         و‌چون‌‌      مشابهاً

    ∈ ‌.‌     آید‌می‌دست‌به،‌      

 ‌مجموعۀ‌    ،‌منظور‌از‌T  Rدر‌ادامه‌اگر‌
 

 
  ∈    ∈ ‌.است‌     

∋   فرض‌کنید‌‌.1 ۀگزار .‌      باشد‌که‌‌ ای‌از‌ضربی‌بسته‌مجموعۀزیر‌Tو‌‌        ،‌ 

‌.اولیه‌است- یک‌عنصر‌‌ گاه‌‌بسیار‌قوی‌باشد،‌آن‌اولیۀ-    یک‌عنصر‌‌  در‌‌ اگر‌

∋ ،‌‌1ۀطبق‌گزار: اثبات ∋ که‌‌     اگر‌.‌    هست‌که‌‌     ‌گاه‌،‌آن 
 

 
 

  

 

  

 
و‌‌‌   ∈            

∋  پذیر‌است،‌یعنی‌وارون‌  در‌‌    شود‌که‌نتیجه‌می‌ بسیار‌قوی‌بودن‌‌اولیۀ-    و‌از‌ ‌ و‌چون‌‌ 

∋ شده‌است‌اشباع  :‌1ۀپس‌طبق‌گزار.‌ 

  ∈                  

‌ ‌گزار‌            بنابراین ‌از ‌می‌‌5ۀو ‌‌شودنتیجه ‌        که .‌ ‌در      اما نتیجه‌ ،

 .‌شودو‌حکم‌ثابت‌می[‌11]از‌‌7-‌1ۀقضی(‌1)بنابر‌بند‌‌‌     

∋   فرض‌کنید‌. 1 ۀگزار ‌ در‌‌ گاه‌‌ناپذیر‌بسیار‌قوی‌باشد،‌آنتحویل‌  در‌‌ اگر‌.‌        و‌‌ 

‌.ناپذیر‌استتحویل

∋ ،‌‌1ۀطبق‌گزار‌:اثبات ∋   برای‌‌    اگر‌.‌    هست‌که‌‌      گاه‌،‌آن 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

∋ بنابراین‌.‌پذیر‌است،‌وارون   ،‌گیریم‌    یا‌   شود‌که‌یکی‌از‌نتیجه‌می‌   ناپذیری‌قوی‌تحویلو‌از‌  ‌

‌ ‌از ∋ آید‌می‌دست‌به‌    و            ‌ ∋ چون‌. ‌‌     پس‌‌   .‌اندشریک‌   و  و

‌ .ناپذیر‌استتحویل  بنابراین‌

‌‌   ای‌هرچند‌ارتباطی‌ضعیف‌بین‌خواص‌تجزیه‌مذکورهای‌گزاره ‌‌ و ‌حالتی‌که های‌حافظ‌زیرمدول‌ در

در‌.‌فارغ‌از‌تاب‌است‌ تر‌نیاز‌داریم‌فرض‌کنیم‌آوردن‌نتایجی‌قوی‌دست‌بهدهند،‌اما‌برای‌می‌دست‌بهدوری‌باشد‌

جاکه‌‌مرکز‌‌در‌عین‌حال‌از‌آن.‌‌2ۀنتیج‌استفاده‌کنیم‌و‌هم‌از‌قسمت‌دوم‌4تر‌توانیم‌از‌نتیجه‌سادهاین‌حالت‌هم‌می

که‌در‌مقدمه‌اشاره‌شد،‌کاربرد‌اصلی‌تجزیه‌‌چنانهای‌صحیح‌هستند‌و‌تجزیه،‌دامنه‌نظریۀ‌ۀتوجه‌تحقیقات‌در‌حوز
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‌5مثلا‌بخش‌)صحیح‌است‌‌ۀیک‌دامن‌Rو‌‌   ها‌حالتی‌است‌که‌های‌ضربی‌بسته‌در‌مدولنسبت‌به‌زیرمجموعه

 .آیدحساب‌نمی‌های‌فارغ‌از‌تاب،‌محدودیت‌ناخوشایندی‌به،‌محدود‌کردن‌بررسی‌به‌مدول(را‌ببینید‌[12]از‌

Mشکافنده‌‌‌Rاز‌‌ ضربی‌بسته‌چون‌‌مجموعۀیک‌زیر[‌12]در‌
‌:سه‌شرط‌برقرار‌باشداین‌نامیده‌شده‌است،‌هر‌گاه‌‌1

‌؛x=syباشد‌که‌‌s∈Sو‌یک‌‌‌y∈Mاولیه‌مثل‌-Sیک‌عنصر‌‌x∈Mبرای‌هر‌‌.1

‌؛    گاه‌‌اولیه‌باشند،‌آن-Sعناصری‌‌zو‌‌yو‌‌x=sy=tzای‌باشند‌که‌به‌گونه‌s,t∈Sو‌‌x,y,z∈Mاگر‌‌.1

‌.اولیه‌باشد-rm‌S،‌عنصر‌rm≠0که‌‌mمثل‌‌Mاولیه‌از‌-Sو‌هر‌عنصر‌‌rمثل‌‌Rاولیه‌از‌-Sبرای‌هر‌عنصر‌‌.9

‌.فوق‌برقرار‌باشد(‌1)گویند،‌هرگاه‌شرط‌‌1اتمی‌فشرده-Sرا‌‌Mچنین‌‌هم

‌‌.1 ۀقضی ‌‌ۀیک‌دامن‌Rفرض‌کنید ‌و ‌‌Mصحیح ‌باشد-Rیک ‌تاب ‌از ‌فارغ ‌مدول .‌ ‌اگر ‌صورت ‌این حافظ‌‌Sدر

‌آن‌Mهای‌دوری‌‌زیرمدول ‌‌باشد، ‌‌Sگاه ‌باشد،‌-Sمدول‌-Rیک‌‌Rاگر‌اضافه‌بر‌آن‌‌.است‌Mشکافنده اتمی‌فشرده

‌.عکس‌حکم‌نیز‌برقرار‌است

‌(: )در‌شرط‌‌m∈Mدهیم‌عنصر‌ابتدا‌نشان‌می.‌است‌Mهای‌دوری‌حافظ‌زیرمدول‌Sفرض‌کنید‌‌:اثبات

  ∈                

‌s∈Sیک‌‌ برای‌     را‌داشته‌باشد‌و‌‌    شرط‌‌mفرض‌کنید‌.‌اولیه‌باشد-Sکند،‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌صدق‌می‌‌

‌ ∋  و  ‌ .‌ ‌‌m∈Rm∩ sM=Rsmآنگاه ‌بنابراین ‌r∈Rبرای‌یک‌‌m=rsmو ‌‌rs∈Ann(m)=0-1پس‌. ‌sو

موجود‌‌n∈Mبنا‌به‌فرض‌.‌اولیه‌باشد-Sعنصری‌‌mبرعکس‌گیریم‌.‌اولیه‌است-Sعنصری‌‌mپذیر‌است،‌یعنی‌وارون

برای‌‌m=snکند‌و‌از‌طرف‌دیگر‌صدق‌می    در‌شرط‌‌n،‌از‌طرفی‌‌1ۀاما‌طبق‌گزار.‌        است‌که‌‌

‌s∈S(y)=Sیک‌ ‌یعنی‌صدق‌می‌    نیز‌در‌mو‌در‌نتیجه‌‌Rm=Rnاولیه‌است،‌-Sعنصری‌‌mچون‌. ‌   کند،

‌.‌        چنین‌معادلند‌با‌‌این‌شرایط‌هم‌‌1ۀگزار(‌1)و‌بنابر‌بند‌‌mاولیه‌بودن‌-Sمعادل‌است‌با‌

‌نتیج ‌شرط‌‌4ۀحال‌بنابر ‌بودن‌برای‌‌(1)، ‌است‌Sشکافنده ‌برقرار ‌نتیج‌هم. ‌شرط‌‌2ۀچنین‌از ‌بودن‌ (1)، شکافنده

∋s∈S, nبرای‌عناصر‌‌rm=snاگر‌.‌اولیه‌باشند-Sعناصری‌‌m∈M≠0و‌‌r∈R≠0حال‌فرض‌کنید‌.‌آیدمی‌دست‌به

Mکه‌‌گاه‌با‌توجه‌به‌این‌،‌آنm‌1ۀکند‌و‌طبق‌گزارصدق‌می‌   در‌شرط‌‌‌، ∈ فرض‌کنید‌.‌        

  ∈ عنصری‌‌rاما‌.‌     فارغ‌از‌تاب‌است،‌‌Mو‌چون‌‌       گاه‌‌آن.‌     ای‌باشد‌که‌گونه‌به‌ 

S-اولیه‌است‌و‌در‌نتیجه‌s∈U(R)که‌به‌معنی‌‌S-اولیه‌بودن‌rmشوداست‌و‌حکم‌ثابت‌می‌.‌

های‌حافظ‌زیرمدول‌Sباید‌نشان‌دهیم‌.‌Mشکافنده‌‌Sاتمی‌فشرده‌باشد‌و‌-Sمدول‌-Rیک‌‌Rحال‌فرض‌کنید‌

‌است‌Mدوری‌ ‌کند،‌صدق‌می‌   در‌شرط‌‌M اولیه‌-Sبرای‌این‌کار‌کافیست‌نشان‌دهیم‌هر‌عنصر‌. در‌این‌زیرا

اولیه‌باشد،‌-Sعنصری‌‌‌m∈Mپس‌فرض‌کنید‌.‌آیدمی‌دست‌به‌4شکافنده‌بودن‌و‌نتیجه‌(‌1)صورت‌حکم‌از‌خاصیت‌

t∈Sدلخواه‌و‌   ∈ ∋ برای‌‌        مثلا‌،‌           ∈ هر‌دو‌‌Mو‌‌Rطبق‌فرض‌.‌ 

S-اند‌و‌در‌نتیجه‌عناصر‌اتمی‌فشرده    ∈ ∋   و     ،   ∈ اولیه‌باشند‌-Sعناصری‌‌    و   هستند‌که‌‌ 

‌:حال‌داریم.‌         و     و‌

                    

                                                           
1. M-splitting 
2. compactly S-atomic 
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‌آن‌طبق‌خاصیت‌ ‌9)که‌در ‌بودن‌برای‌( ‌Sشکافنده ‌استاولیه‌-Sعنصری‌‌   ، شکافنده‌ (1)پس‌طبق‌خاصیت‌.

∋  برای‌یک‌‌       بالاخص‌‌      بودن،‌ ∋          حال‌.‌    .که‌ادعا‌شده‌بود‌چنان،‌   

‌:آیدمی‌دست‌به‌‌12ۀنتیج[‌12]از‌‌3-4حال‌با‌اعمال‌قضیه‌فوق‌و‌نتیجه‌

چنین‌فرض‌‌هم.‌       باشند‌و‌‌Rضربی‌بسته‌از‌دامنه‌صحیح‌‌مجموعۀدو‌زیر‌   فرض‌کنید‌‌‌.70 ۀنتیج

یکتا‌‌تجزیۀهای‌یکی‌از‌خاصیت‌  اگر.‌Mهای‌دوری‌حافظ‌زیرمدول‌Sمدول‌فارغ‌از‌تاب‌است‌و‌-Rیک‌‌Mکنید‌

‌.معادلند‌گاه‌احکام‌زیر‌داشتن‌باشد،‌آن‌رکراندا‌تجزیۀعاملی‌بودن‌یا‌متناهی‌داشتن،‌نیم‌تجزیۀداشتن،‌

1.‌Mدارد‌ را‌نسبت‌به‌‌ خاصیت‌.‌

1.‌Mرا‌نسبت‌به‌‌‌ خاصیت‌‌Sدارد‌  را‌نسبت‌به‌‌ خاصیت‌‌  دارد‌و‌‌.‌

9.‌Rدرون‌‌Sدارد‌  را‌نسبت‌به‌‌ خاصیت‌‌  است‌و‌‌ دارای‌خاصیت‌‌.‌

  .انداتمی‌بودن‌نیز‌معادل=‌ گاه‌احکام‌فوق‌برای‌‌اتمی‌فشرده‌باشد،‌آن-Sمدول‌-Rیک‌‌Rاگر‌اضافه‌بر‌آن‌

 هاهای لَخت مدولتوسیع

صحیح‌به‌‌ۀای‌از‌یک‌دامنانتقال‌خواص‌تجزیه‌ۀنحو[‌1]و‌در‌‌است‌ای‌لَخت‌معرفی‌شدههای‌حلقهتوسیع[‌5]در‌

های‌دارای‌مقسومضمن‌تعمیم‌این‌مفهوم‌به‌حلقه[‌1]چنین‌در‌‌هم.‌شده‌است‌بررسیدیگر‌در‌یک‌توسیع‌لَخت‌‌ۀدامن

این‌‌تری‌ازکلی‌شکلدر‌اینجا‌.‌شده‌است‌بررسیتجزیه‌‌نظریۀتری‌از‌آن،‌ارتباطش‌با‌‌علیه‌صفر‌و‌معرفی‌شکل‌ضعیف

‌معرفی‌می ‌‌Mدهیم‌که‌وقتی‌کنیم‌و‌نشان‌میمفهوم‌را ‌‌Sفارغ‌از‌تاب‌باشد‌و ‌حافظ‌زیرمدول‌Mشکافنده های‌یا

ها‌را‌تجزیه‌در‌مدول‌نظریۀهای‌لخت‌با‌ارتباط‌توسیعچنین‌‌هم.‌یک‌توسیع‌لخت‌است‌    گاه‌‌،‌آنMدوری‌

 .کنیم‌می‌بررسی

ای‌‌ریختی‌حلقه‌باشند‌و‌هم‌  و‌‌  ترتیب‌‌ضربی‌بسته‌حلقه‌های‌بههای‌زیرمجموعه‌‌  و‌‌  گیریم‌‌.77تعریف 

-  یک‌‌  مدول‌و‌-  یک‌‌  چنین‌فرض‌کنید‌‌هم.‌        ای‌موجود‌باشد‌که‌‌گونه‌به‌       

‌باشد‌  زیرمدول‌ ‌)لَخت‌-       یک‌توسیع‌‌     گوییم‌. است،‌هرگاه‌(‌لَخت‌ضعیف-       متناظراً،

∋   ‌اگر ∋  ‌متناظراً،)‌   ∋   ‌آن‌در‌که‌(  ‌   ∋    و    ∋ یک‌‌گاه‌،‌آن        ‌

∋  یافت‌شود‌که‌ ∋    و‌‌      یک‌‌     نویسیم‌،‌صرفاً‌می           که‌‌در‌حالتی‌  

‌.توسیع‌لَخت‌یا‌لَخت‌ضعیف‌است

کنیم،‌منظور‌حالتی‌صحبت‌می‌    جا‌هرگاه‌از‌توسیع‌‌در‌این.‌دهدهای‌لخت‌میهایی‌از‌توسیعمثال‌11ۀ‌قضی

‌است‌که

               
 

 
  ∈          

∋ چنین‌اگر‌‌هم.‌ریختی‌کانونی‌است‌هم‌      و‌ ∋ ،‌منظور‌از‌   برای‌‌     این‌است‌که‌‌ 

∋ یک‌ ∋ و‌‌T  Rو‌اگر‌‌  ‌.t∈ Tبرای‌یک‌‌y=t/1این‌است‌که‌‌y∈ T،‌منظور‌از‌  

‌گاه‌آن.‌       باشند‌و‌‌Rای‌از‌های‌ضربی‌بستهزیرمجموعه‌   فرض‌کنید‌.  72 ۀقضی

‌لخت‌است؛-      یک‌توسیع‌‌    گاه‌‌،‌آنMهای‌دوری‌حافظ‌زیرمدول‌Sفارغ‌از‌تاب‌باشد‌و‌‌Mاگر‌‌.1



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌775هالتجزیه‌در‌مدوهای‌دوری‌و‌های‌ضربی‌بستۀ‌حافظ‌زیرمدولهای‌لَخت‌مدولی،‌زیرمجموعهتوسیع

لخت‌ضعیف‌-      یک‌توسیع‌‌    گاه‌‌اتمی‌فشرده‌باشد،‌آن-Sمدول‌-Rیک‌‌Rو‌‌Mشکافنده‌‌Sاگر‌‌.1

 .است

‌فرض‌کنید(‌1)‌:اثبات

       ∈ و‌‌          ∈   ‌ 

∋ که‌    ∈      ∈ ∋        و‌داشته‌باشیم‌‌   برای‌عنصری‌چون‌‌       ،‌مثلا‌ 

  ∈  ‌ ‌نتیجه‌. ‌یک‌4بنابر ،  ∈ ∋ و‌یک‌‌  ‌به‌  ‌‌     که‌طوریوجود‌دارد ‌برای‌هر ∋ و  ‌

‌گاه‌،‌آن           حال‌اگر‌قرار‌دهیم‌.‌           داشته‌باشیم‌

 ∈                ‌ 

∋ برای‌یک‌‌       و‌ ∋   جاکه‌‌از‌آن.‌      و‌‌          در‌نتیجه‌‌ .  ‌دست‌به،‌ 

∋   آید‌می ∋ شده‌است،‌‌اشباع‌Tو‌چون‌‌  ‌:حال‌اگر‌قرار‌دهیم.‌ 

  
  

 
 

 

 
∈       

‌گاه‌‌آن

     
 

 

 

 
 

    

  
   ∈      و  

  

 

 

 
  ∈    

‌.شودو‌حکم‌ثابت‌می

‌فرض‌کنید.‌1

       ∈ و‌‌          ∈    

‌ ∋ که    ∈      ∈  ‌‌ ‌باشیم ‌داشته ∋          و ‌مثلاً  ‌یک‌‌       ‌، برای

  ∈  ‌ ∋ پس‌.  ‌‌ ‌         هست‌که .‌ ‌‌Mطبق‌فرض‌هم ‌هم، فشرده‌اتمی‌-Sهایی‌مدول-Rو

‌هستند،‌بالاخص‌عناصر

     
 ∈     ∈           ∈   

        شوند‌که‌یافت‌می
     اولیه‌باشند‌و‌-Sعناصری‌‌ 

       
دقت‌کنید‌که‌.‌          

∋  اشباع‌شده‌است،‌در‌واقع‌‌Tچون‌ ‌بنابراین.‌ 

         
                       

   

‌بر‌مبنای‌خاصیت‌ ‌(‌9)اما ‌نتیجه‌از‌خاصیت‌-Sعنصری‌‌    شکافندگی، ‌(‌1)اولیه‌است‌و‌در ‌دست‌بهشکافندگی،

∋ ،‌بالاخص‌            آید‌که‌‌می ‌قرار‌دهید.‌            موجود‌است‌که‌‌ 

  
  

 
 

     

   
 

    

  
∈      . 

‌:حال‌داریم

     
 

  

 

 
 

     

   
 

  

 
∈     و  

    

  

 

 
 

        

   
 

     

 
∈  .□  

.‌لخت‌است-      یک‌توسیع‌‌    ،‌توسیع‌‌12ۀبینیم‌که‌تحت‌مفروضات‌نتیجمی‌11ۀ‌با‌توجه‌به‌قضی

ها‌توان‌این‌بخشبرقرار‌است‌و‌میعلت‌همین‌نکته‌‌در‌واقع‌به‌‌12ۀهای‌نتیجکه‌برخی‌قسمت‌دهیم‌میدر‌ادامه‌نشان‌
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دهید‌باشند‌و‌قرار‌می‌Rای‌از‌های‌ضربی‌بستهزیرمجموعه‌   کنیم‌فرض‌میاز‌این‌به‌بعد‌.‌تر‌بیان‌کردرا‌کلی

       .‌

Mفرض‌کنید‌‌.73 ۀگزار  M لخت‌ضعیف‌باشد‌و‌-      یک‌توسیع‌‌  m ∈ M‌.‌

‌1.‌‌ ‌‌        اگر ‌‌mو ‌به)اولیه‌-Tعنصری‌‌Mدر ‌‌یا ‌‌ۀاولی-Tترتیب، ‌قوی‌ۀاولی-Tقوی، ‌بسیار باشد،‌(

‌.است(‌بسیار‌قوی‌ۀاولی-  قوی،‌‌ۀاولی-  ترتیب،‌‌به)اولیه‌-  عنصری‌‌‌  گاه‌در‌‌آن

-Sقوی،‌‌ۀاولی-Sترتیب،‌‌یا‌به)اولیه‌-Sعنصری‌‌Mدر‌‌mبسیار‌قوی‌باشد‌و‌‌ۀاولی-  عنصری‌‌  در‌‌m/1اگر‌‌.1

‌.است(‌بسیار‌قوی‌ۀاولی-Tقوی،‌‌ۀاولی-Tترتیب،‌‌به)اولیه‌-Tعنصری‌‌Mدر‌‌mگاه‌‌آنباشد،‌(‌بسیار‌قوی‌ۀاولی

تحویل‌  در‌‌t/1باشد‌و‌(‌بسیار‌قوی‌اولیۀ-Sقوی،‌‌اولیۀ-Sترتیب،‌‌یا‌به)اولیه‌-Sعنصری‌‌Rدر‌‌t∈T ≠0اگر‌‌.9

‌.‌است(‌ناپذیر‌بسیار‌قویقوی،‌تحویلناپذیر‌ترتیب،‌تحویل‌به)ناپذیر‌تحویل‌Rدر‌‌tناپذیر‌بسیار‌قوی‌باشد،‌آنگاه‌

∋  که‌‌     فرض‌کنید‌‌.‌1:اثبات ∋ و‌‌   ∋ طبق‌تعریف‌توسیع‌لخت‌ضعیف،‌.‌   هست‌‌     

∋  که‌        ∈  ‌ ‌داریم‌-Tعنصری‌‌             چون‌. ‌است، ‌در‌‌        اولیه و

    نتیجه‌
∋   ‌زیرا‌   ‌.‌اثبات‌حالات‌دیگر‌مشابه‌است.‌        

‌قوی»برای‌حالت‌‌.1 ‌بسیار ‌ثابت‌می« ‌را ‌استحکم ‌باقی‌حالات‌مشابه ‌کنیم؛ .‌ ‌‌     فرض‌کنید و‌‌t∈Tکه

  ∈  بسیار‌قوی‌است،‌باید‌‌اولیۀ-  عنصری‌‌  در‌‌m/1چون‌.‌ 

 
∈ ‌‌و‌در‌نتیجه‌     

 

 
 

  

  
‌‌

∋     برای‌  ‌ ‌t∈Sشود‌نتیجه‌می‌Sو‌از‌اشباع‌شده‌بودن‌‌        داریم‌‌s∈Sپس‌برای‌یک‌. حال‌از‌.

 .شودو‌حکم‌ثابت‌می‌t∈U(S)گیریم‌که‌بسیار‌قوی‌است‌نتیجه‌می‌اولیۀ-Sعنصری‌‌mاینکه‌

توجه‌کنید‌.‌a,b∈Rکه‌‌    فرض‌کنید‌.‌کنیم؛‌باقی‌حالات‌مشابه‌استحکم‌را‌ثابت‌می«‌قوی»برای‌حالت‌‌.(9

پذیر‌وارون‌  در‌‌a/1مثلا‌‌b/1یا‌‌a/1،‌طبق‌فرض‌یکی‌از‌t/1=(a/1)(b/1)چون‌.‌‌ab∈Tزیرا‌a,b∈Tکه‌در‌واقع‌

‌t=ubباشد‌که‌‌u∈U(R)قوی‌است،‌باید‌یک‌‌‌اولیۀ-Sعنصری‌‌tچون‌.‌a∈Sشود‌نتیجه‌می‌ (1)مانند‌اثبات‌.‌است

‌ .پذیردو‌اثبات‌پایان‌می‌   یعنی‌

‌.های‌زیر‌داریملخت‌ضعیف‌باشد‌نیاز‌به‌لم-      زمانی‌که‌‌    برای‌بیان‌ارتباط‌تجزیه‌در‌توسیع‌

‌فارغ‌از‌تاب‌است‌Mفرض‌کنید‌‌.74لم  ‌نیم‌تجزیۀ‌Sنسبت‌به‌‌Mاگر‌. ‌یا‌متناهی‌داشته‌باشد‌یا عاملی‌باشد،‌یکتا

اتمی‌‌Sگاه‌نسبت‌به‌‌کراندار‌داشته‌باشد،‌آن‌تجزیۀ‌Sنسبت‌به‌‌Mچنین‌اگر‌‌هم.‌کراندار‌دارد‌تجزیۀ‌Sگاه‌نسبت‌به‌‌آن

‌.است

‌1-‌9ۀقضی(‌i)یکتا‌نتیجه‌آنی‌بخش‌‌تجزیۀقسمت‌اول‌برای‌.‌آمده‌است[‌11]از‌(‌ii)1-‌9ۀحکم‌دوم‌در‌قضی‌:اثبات

‌ .شودطور‌کاملاً‌مشابه‌اثبات‌می‌آن‌مقاله‌است‌و‌برای‌دو‌خاصیت‌دیگر‌نیز‌به

‌اگر‌.‌        و‌ لخت‌ضعیف‌باشد-      یک‌توسیع‌‌    فرض‌کنید‌. 75لم 

 ∈     
      

 ∈      ∈      برای   
    

   ، 

‌‌آن ‌عناصر ∋     گاه  ‌‌ ∋ و ‌‌    که‌‌طوری‌وجود‌دارند‌به‌  ‌‌  در ‌برای‌هر داشته‌‌     و

     باشیم‌
‌.        و‌‌  در‌‌ 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌771هالتجزیه‌در‌مدوهای‌دوری‌و‌های‌ضربی‌بستۀ‌حافظ‌زیرمدولهای‌لَخت‌مدولی،‌زیرمجموعهتوسیع

    چون.‌    قرار‌دهید‌: اثبات
    

    
    ∈ ∋  و‌طبق‌تعریف‌لخت‌ضعیف‌بودن،‌‌        ‌

 هست‌که

       
    

 ∈ و‌‌        
    

    
    

   ∈  . 

     با‌اعمال‌دوباره‌لختی‌ضعیف‌بر‌
    

    
    

   ∈  ‌،  ∈ ‌کهایگونهآید‌بهمی‌دست‌به‌     

       
    

 ∈       و‌‌ 
    

    
    

   ∈  . 

∋  ،‌عنصر‌     با‌ادامه‌این‌روند‌برای‌هر‌  که‌ایگونه‌آید‌بهمی‌دست‌به‌     

         
    

 ∈     و‌‌ 
    ∈  .‌

‌.‌معرفی‌شده‌خواص‌مورد‌ادعا‌را‌دارند‌  و   شود‌که‌عناصر‌راحتی‌دیده‌میحال‌به

∋   فرض‌کنید‌‌.76لم  ∋  که‌‌           بسیار‌قوی‌باشد‌و‌‌اولیۀ-Sعنصری‌‌  و‌برای‌‌ 

∋  ،‌iهر‌ ‌.بسیار‌قوی‌هستند‌اولیۀ-Sها‌همگی‌‌  و‌‌  آنگاه‌.‌ 

‌‌:اثبات ‌کنید ‌‌       فرض ∋   برای    ∈  ‌ ‌‌آن. ‌             گاه ‌در‌ نتیجه‌‌و

 ∈  .‌ها‌نیز‌مشابه‌‌است‌  اثبات‌برای‌.‌     

‌.لخت‌ضعیف‌باشد-      یک‌توسیع‌‌    ‌فرض‌کنید. 71 ۀقضی

 .اتمی‌است‌Tنسبت‌به‌‌Mگاه‌‌اتمی‌باشد،‌آن‌  نسبت‌به‌‌  اتمی‌و‌نیز‌‌Sفارغ‌از‌تاب‌باشد‌و‌نسبت‌به‌‌Mاگر‌‌.1

کراندار‌داشته‌‌تجزیۀ‌Sکراندار‌دارد‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌نسبت‌به‌‌تجزیۀ‌Tنسبت‌به‌‌Mگاه‌‌،‌آن        اگر‌‌.‌1

‌.کراندار‌داشته‌باشد‌تجزیۀ‌  نسبت‌به‌‌  باشد‌و‌

،‌(عاملی‌باشدمتناهی‌داشته‌باشد‌یا‌نیم‌تجزیۀیا‌)یکتا‌داشته‌باشد‌‌تجزیۀ‌Tفارغ‌از‌تاب‌باشد‌و‌نسبت‌به‌‌Mاگر‌‌.9

‌.همین‌خاصیت‌را‌دارد‌  نیز‌نسبت‌به‌‌  نیز‌این‌خاصیت‌را‌دارد‌و‌‌Sگاه‌نسبت‌به‌‌آن

∋   فرض‌کنید‌‌.‌1:اثبات دارد،‌‌         اتمی‌مثل‌‌تجزیۀ-Sیک‌‌mجاکه‌بنابر‌فرض‌‌از‌آن.‌ 

‌اتمی‌است‌تجزیۀ-Tاولیه‌است‌دارای‌یک‌-Sکه‌‌  ست‌نشان‌دهیم‌ا‌کافی ‌فرض‌کنیم‌پس‌می. ‌mتوانیم‌از‌ابتدا

‌است-Sعنصری‌ ‌اولیه .‌ ‌‌mحال     اتمی‌مثل‌‌تجزیۀ-  دارای‌یک‌‌  در
    

‌است‌    .‌ ‌لم ،‌15بنابر

‌ ∋     عناصر  ‌‌ ∋ و ‌‌    که‌‌طوری‌وجود‌دارند‌به‌  ‌‌  در ‌برای‌هر داشته‌باشیم‌‌     و

     
فارغ‌از‌تاب‌‌Mتوجه‌کنید‌که‌چون‌)اند‌اولیه-S،‌همگی‌ ها‌و‌‌  ،‌12بنابر‌لم‌.‌        و‌‌  در‌‌ 

 اولیه‌است-  ،‌  اما‌چون‌(.‌اندناپذیری‌بر‌هم‌منطبقانواع‌اولیه‌بودن‌با‌هم‌معادلند‌و‌نیز‌همه‌انواع‌تحویل‌ۀاست،‌هم

‌‌19ۀبا‌اعمال‌گزارمشابهاً‌(.‌Mدر‌)اولیه‌است‌-T،‌(1)19اولیه‌است‌و‌در‌نتیجه‌بنابر‌گزاره‌-  هم‌‌nپس‌‌    و‌‌

‌ناپذیراندتحویل‌Rها‌در‌‌  شود‌نتیجه‌می(‌9) است‌و‌حکم‌اثبات‌‌mاتمی‌ تجزیۀ-Tیک‌‌        یعنی‌.

‌.شده‌است

کراندار‌‌تجزیۀ‌  نسبت‌به‌‌  کراندار‌داشته‌باشد‌و‌‌تجزیۀ‌Sنسبت‌به‌‌Mاگر‌.‌        فرض‌کنید‌‌.1

‌Tنسبت‌به‌‌Mبرعکس‌فرض‌کنید‌.‌کراندار‌دارد‌تجزیۀ‌Tنسبت‌به‌‌M،‌[11]از‌‌3-9گاه‌طبق‌قضیه‌‌داشته‌باشد،‌آن

ست‌نشان‌ا‌پس‌کافی.‌کراندار‌دارد‌تجزیۀ‌Sنسبت‌به‌‌M،‌[11]از‌(‌i)1-‌9ۀگاه‌بر‌مبنای‌قضی‌آن.‌کراندار‌دارد‌تجزیۀ

،‌پس‌m∈Mو‌‌(  )u∈Uاست‌که‌‌   تصور‌به‌  چون‌هر‌عنصر‌.‌کراندار‌دارد‌تجزیۀ‌  نسبت‌به‌‌  دهیم‌
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‌ا‌کافی ‌هر ‌دهیم ‌نشان ‌‌m∈M≠0ست ‌‌  در ‌به ‌دارد‌تجزیۀ‌  نسبت ‌کراندار .‌         اگر
و‌‌   

  
 ∈   ∖      ‌‌ ∋  و ‌آن   ‌بنابر‌لم‌‌، ‌15گاه ∋  که‌‌        ،  ∖     ‌‌ ∋ و  ‌ چون‌.

.‌تر‌یا‌با‌آن‌مساوی‌باشد‌بیش‌kوجود‌دارد،‌پس‌همان‌کران‌بالا‌باید‌از‌‌Mدر‌‌mهای‌تجزیه-Tکران‌بالایی‌بر‌طول‌

‌.هم‌یک‌کران‌بالا‌است‌  در‌‌mهای‌تجزیه-  یعنی‌همان‌کران‌بالا،‌برای‌طول‌

کراندار‌‌تجزیۀ‌Tنسبت‌به‌‌M،‌14بنابر‌لم‌.‌یکتا‌داشته‌باشد‌تجزیۀ‌Tفارغ‌از‌تاب‌بوده‌و‌نسبت‌به‌‌Mحال‌گیریم‌‌‌.9

و‌‌Sنسبت‌به‌‌M،‌14پس‌بر‌مبنای‌لم‌.‌کراندار‌دارند‌تجزیۀ‌  نسبت‌به‌‌  و‌‌Sنسبت‌به‌‌M،‌(1)بنابر‌قسمت‌.‌دارد

‌اتمی‌هستند  نسبت‌به‌‌   ،‌ ‌ناصفر‌حال‌نشان‌می. ‌عنصر ‌‌x=m/sمثل‌‌  دهیم‌هر ‌‌m∈ Mکه ‌با‌s∈ Sو ،

برای‌یک‌‌      اتمی‌است،‌پس‌‌Sنسبت‌به‌‌Mچون‌.‌اتمی‌بیش‌ندارد‌تجزیۀ-  یکریختی‌یک‌-  تقریب‌

∋  اولیه‌مثل‌-Sعنصر‌ ‌s∈ Sو‌یک‌‌  ‌‌          چون‌. ∋     و ست‌یکتایی‌ا‌،‌پس‌کافی     

‌.ثابت‌کنیم‌  تجزیه‌را‌برای‌

یک‌‌  در‌‌xاتمی‌‌تجزیۀ-  ،‌از‌هر‌15اما‌بنابر‌لم‌.‌اولیه‌است-Sعنصری‌‌x∈ Mکنیم‌پس‌از‌همان‌ابتدا‌فرض‌می‌

T-تجزیه‌برای‌xدر‌‌M‌19ۀو‌گزار‌12و‌با‌استفاده‌از‌لم‌(‌1)شود‌که‌همانند‌اثبات‌بخش‌با‌همان‌طول‌استخراج‌می‌‌،

تجزیه‌-  و‌‌  تجزیه‌در‌-  عنوان‌یک‌‌چنین‌این‌تجزیه‌استخراجی‌به‌هم.‌است‌Mدر‌‌xاتمی‌برای‌‌تجزیۀ-Tیک‌

‌‌xابتدایی‌ ‌‌  در ‌یکدگر ‌یکریخت‌هستند-  با .‌ ‌‌xبنابراین‌اگر ‌‌تجزیۀ-  دو ‌-  غیر ‌باشد، -Tیکریخت‌داشته

،‌شریک‌          دقت‌کنید‌چون‌)ریخت‌باشند‌‌یک-Tدیگر‌‌توانند‌با‌یکهای‌استخراجی‌این‌دو‌نمی‌تجزیه

‌Mدر‌‌xهای‌تجزیه-Tاما‌این‌خلاف‌فرض‌یکتایی‌(.‌دهدرا‌نتیجه‌می‌  یا‌‌  ،‌شریک‌بودن‌در‌Mیا‌‌Rبودن‌در‌

‌.یکتا‌دارد‌تجزیۀ‌  نسبت‌به‌‌  شود‌که‌است‌و‌از‌این‌تناقض‌نتیجه‌می

‌ ‌هر ‌دهیم ‌نشان ‌باید ‌نهایت ∋   در  ‌ ‌تقریب ‌با ،S-یک‌‌ ‌یک ‌دارد‌تجزیۀ-Sریختی ‌یکتا فرض‌کنید‌.

    و‌‌        
     

به‌‌  و‌‌ های‌اتمی‌تجزیه-Tگذاری‌‌با‌جای.‌باشند‌mاتمی‌‌تجزیۀ-Sدو‌‌   

‌اتمی‌مثل‌تجزیۀ-Tها‌دو‌ها‌در‌این‌تساوی‌جای‌آن

     و              
     

   
     

    

‌‌  آید‌که‌می‌دست‌به   ها‌و
 ‌‌ ∖ ها‌در ‌)هستند‌‌  ‌‌  زیرا ها‌‌های‌اتمی‌آنتجزیهاند‌و‌در‌اولیه-Sعناصری‌‌  و

اما‌اگر‌.‌ریخت‌باشند‌یک-Tفوق‌‌تجزیۀ،‌بایستی‌دو‌mاتمی‌‌هایتجزیه-Tبنابر‌یکتایی‌(.‌دشوظاهر‌‌Sتواند‌عناصر‌‌نمی

     مثلا‌
∋ آنگاه‌‌     هست‌که‌‌ 

    ∈   شود‌و‌نتیجه‌می‌ 
 ∈ -Tبنابراین‌در‌.‌که‌تناقض‌است‌ 

  با‌یکی‌از‌‌  فوق‌باید‌هر‌‌تجزیۀریختی‌دو‌‌یک
       و‌مثلا‌‌    پس‌.‌ها‌شریک‌باشد‌و‌بالاعکس‌ 

برای‌‌ 

‌تجزیۀ-Sو‌در‌نتیجه‌دو‌‌           شود‌فارغ‌از‌تاب‌است،‌نتیجه‌می‌Mچون‌.‌Rدر‌‌  پذیر‌عناصر‌وارون

‌.کندام‌مییکتا‌تم‌تجزیۀرا‌در‌مورد‌(‌9)این‌اثبات‌.‌ریخت‌هستند‌یک-Sدیگر‌‌با‌یک‌mاتمی‌

عاملی‌نیم‌Tنسبت‌به‌‌Mاگر‌مدول‌فارغ‌از‌تاب‌.‌یکتا‌است‌ۀمتناهی‌مشابه‌اثبات‌فوق‌برای‌تجزی‌ۀبرای‌تجزی‌:اثبات

بنابراین‌.‌عاملی‌استنیم‌  نسبت‌‌به‌‌  اتمی‌است‌و‌‌Sنسبت‌به‌‌Mشود‌که‌مشابه‌فوق‌نتیجه‌می‌باشد‌نیز،‌کاملاً

‌‌نشان‌دهیم‌اگر‌دتنها‌بای

     و         
     

    



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌771هالتجزیه‌در‌مدوهای‌دوری‌و‌های‌ضربی‌بستۀ‌حافظ‌زیرمدولهای‌لَخت‌مدولی،‌زیرمجموعهتوسیع

‌ ‌‌تجزیۀ-Sدو ‌آن‌m∈ M ≠0اتمی ‌‌باشند، ‌    گاه .‌ ‌طول ‌اتمیتجزیه- اگر ∋   های ‌طول‌   -  و

∋   های‌اتمی‌‌تجزیه ‌به‌    ‌با ‌‌     ترتیب‌‌را ‌آن‌      و ‌جای‌نشان‌دهیم، ‌با های‌تجزیه-Tگذاری‌‌گاه

‌شود‌کهنتیجه‌می‌mبرای‌‌مذکورهای‌اتمی‌تجزیه-Sها‌در‌‌به‌جای‌آن‌  و‌‌ اتمی‌

                       . 

در‌بالا‌‌  اتمی‌در‌‌تجزیۀ-Tیا‌در‌واقع‌در‌اثبات‌یکتا‌بودن‌)‌  نسبت‌به‌  عاملی‌بودن‌از‌طرف‌دیگر‌در‌اثبات‌نیم‌

.‌             داریم‌x∈ Mمثل‌‌ناصفر‌اولیه-‌Sعنصر‌یکبرای‌‌که‌شود،‌دیده‌می(است‌15لم‌‌نتیجه‌عملاً‌که

‌بنابراین‌‌                     پذیر‌هستند‌پس‌وارون‌  در‌‌Sچنین‌چون‌عناصر‌‌هم

                                                               

‌.‌که‌ادعا‌شده‌بود‌چنان،‌    و‌در‌نتیجه‌
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