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چکیده
اي هاي تکههدف اصلی، معرفی تابع. شودي  بیان میتأخیرعددي براي حل معادلات دیفرانسیل یدر این مقاله، روش

بندي کلی براي  ماتریس عملیاتی انتگرال چنین یک فرمولهم. هاي تیلور کسري در محاسبات کسري استبراساس تابع
از دستگاهله به حل یک ئمکانی براي تبدیل حل این مساین ماتریس با روش هم. شودتوابع نتیجه گرفته میکسري این 

.    شودآورده می،هایی براي نشان دادن کاربرد روش حاضرمثال. دشومعادلات جبري، استفاده می

.تیلور کسري، مشتق کاپوتو، ماتریس عملیاتیمکانی، تابع ي کسري، روش همتأخیرمعادلات دیفرانسیل :  کلیديهايواژه

مقدمه
هاي نویسندهوسیلۀبه،هاي مختلفتکنولوژي کامپیوتري، محاسبات کسري و کاربردهایش در شاخهۀبا توسع

: براي مثال،اندهاي مکانیکی با معادلات دیفرانسیل کسري مدل شدهبرخی پدیده. استشده بررسی متعدد
، ]4[، مکانیک کوانتوم]22[حرکت فیزیکی،]25[هاي غیر هامیلتونی، مکانیک سیستم]14[نظمهاي بیدینامیک

براي حل هاي عددي روشۀارائهاي بسیاري به دهه گذشته، مقالهطی. و غیره]23[کنترل ناوبري کشتی و فضاپیما
، ]2[، روش ماتریس]27[یبراي مثال روش تفاضلات متناه. دیفرانسیل کسري اختصاص داده شده استمعادلات

و]17[ترین مربعات، روش تقریب کم]18[، روش موجک[]30[مکانی اسپلاین، روش هم]32[روش عناصر متناهی
.]1[روش طیفی

کسري، یک دسته از معادلات دیفرانسیل کسري هستند که سرعت تغییر تابع مجهول يتأخیرمعادلات دیفرانسیل 
جواب معادلات . نیز وابسته استتابع مجهولنه تنها به مقادیر زمان حال تابع مجهول بلکه به مقادیر زمان گذشته

معادلات بهاخیراً. نیاز داردي نه تنها به اطلاعاتی از زمان حال بلکه به اطلاعاتی از زمان گذشته تأخیردیفرانسیل 
، براي روندکار میبهسازي بسیاري از مسائل حقیقی این معادلات در مدل،ستاهشدي بسیار توجه تأخیردیفرانسیل 

جواب دقیق بسیاري از معادلات دیفرانسیل .]24[لاستیکامثال توصیف ارتعاشات ابزار  حفاري با عناصر محرك ویسکو
یانگ و .هاي عددي بسیاري براي حل عددي این معادلات ارائه شده استبنابراین روش. نیستي کسري معلوم تأخیر
مقدم و مستقیمی.را با تئوري نقطه ثابت بررسی کردنديتأخیروجود و یکتایی معادله  دیفرانسیل کسري ]29[کاوو

چنین هم. کسري ارائه دادنديتأخیریک روش عددي براساس تفاضلات متناهی براي حل معادلات دیفرانسیل ]11[
. کسري غیرخطی ارائه دادنديتأخیرهایی براساس معادلات دیفرانسیل یک روش ماتریسی جدید براي حل مدل]10[

ي کسري ترکیب تأخیرمولتون و روش درونیابی خطی را براي حل معادلات دیفرانسیل ثروش آدامزبشور]26[وانگ
دیفرانسیل- موجک چبیشف را براي حل معادلات دیفرانسیل و معادلات انتگرالروش]21[سعید و همکارانش. کردند
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رو براي حل یک روش عددي جدید از نوع فرمول تفاضلات پس]15[پیمانوف و هندي. کسري توسعه دادنديتأخیر
دید براساس یک روش ماتریسی ج]9[علاوه براین مقدم و مستقیمی. ي کسري ارائه دادندتأخیرمعادلات دیفرانسیل 

خانی و رحیم. ي کسري با شرایط مرزي بیان کردندتأخیرروش تفاضلات متناهی کسري براي حل معادلات دیفرانسیل 
ي تأخیربراي حل عددي معادلات دیفرانسیل رامانتز- روش موجک برنولی و موجک لژاندر]19[، ]16[همکارانش
. کاربردندکسري به

تمرکز است،)1(صورتکه بهوابسته به زمانتأخیرکسري با يتأخیرانسیل در این مقاله روي معادلات دیفر
: کنیممی
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ةروي بازهاي پیوسته تابعوqکافی هموار وةیک تابع حقیقی مقدار به اندازfیک تابع مجهول وyکه
[0, ]t Tهستند  .

روش .شودي وابسته به زمان بیان میتأخیرعددي براي حل معادلات دیفرانسیل کسري یروشپژوهشدر این 
Dبراي این منظور ابتدا . دستگاه از معادلات جبري استنظر به یکله موردئتبدیل مسشاملعددي  y را با توابع

معرفی رااي و ماتریس عملیاتی انتگرال کسري آنهااین توابع تکه. دهیماي تیلور کسري با ضرایب مجهول بسط میتکه
بی ضرایب مجهول و پیدا کردن جواب تقریبی مکانی براي ارزیاماتریس عملیاتی انتگرال کسري و روش هم. کنیممی

. رودکار میبه)  1(ۀمعادل
هاي محاسبات کسري هاي اساسی و ویژگیبرخی تعریف،2در بخش : شودصورت سازماندهی میدینبتحقیقاین 
، ماتریس عملیاتی 4در بخش .  شوندمعرفی میاي  براساس توابع تیلور کسري هاي تکه،  تابع3در بخش . شودبیان می

دیفرانسیل - ، یک روش عددي براي حل معادلات انتگرال5در بخش . گیریممینتیجه مذکورانتگرال کسري  توابع 
نتایج عددي  7در بخش . آوریمدست میه، آنالیز خطا در فضاي سوبولوف ب6در بخش .شودي بیان میتأخیرکسري 
8گیري در بخش چنین یک نتیجههم. دهیمارائه شده را با سه مثال عددي نشان می،  دقت روش شودداده میگزارش 

.    یمآورمی

تعاریف
.کنیمهاي آینده نیاز داریم را بیان میبخشدردر این بخش، ما چند تعریف اساسی که

مشتق و انتگرال کسري.1
جا از مشتق کسري کاپوتو و انتگرال کسري ایندر . هاي مختلفی براي مشتق و انتگرال کسري وجود داردتعریف

. کنیملیوویل استفاده می-ریمان
0لیوویل مرتبه- انتگرال کسري ریمان.1تعریف  20[، ]18[شودصورت بیان میدینب[:
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:لیوویل داریم-براي انتگرال کسري ریمان



589خیري کسريأیک روش عددي براساس ماتریس عملیاتی براي حل معادلات دیفرانسیل ت
( 1)

, 1,
( 1)

( ( ) ( )) ( ) ( ),

I t t

I f t g t I f t I g t

   

  




 

   

 
  
  

  

. ثابت هستندوکه 
:]18[د شوصورت بیان میدینبمشتق کسري کاپوتو از مرتبه .2تعریف 
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:براي مشتق کسري داریم
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بردار تیلور کسري. 2

:]6[د شوتعریف می)2(صورتبردار تیلور کسري به
( ) 2( ) [1, , , , ],m

mT x x x x     )2(
0یک عدد صحیح مثبت وmکه یک ثابت حقیقی است .

اي تیلور کسريهاي تکهتابع
:شودتعریف می)3(صورت به[0,1]ةاي تیلور کسري روي بازهاي تکهتابع
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,0]ةاي تیلور کسري روي بازهاي تکهاستفاده از تابعبراي ]Tرا معرفی یافتهاي تیلور کسري تعمیمهاي تکه، ما تابع

tاین توابع با تغییر متغیر. کنیممی
x
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:دهیمهمچنین قرار می.  برخلاف توابع موجک، این خانواده از توابع نرمالیزه و متعامد نیستند
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داراي بهترین تقریب  fبنابراین، استیک زیر فضاي برداري متناهی بعد Yزیرا. باشدHیک عنصر دلخواه درfو 
m̂fمثلYاز Yکه    طورياست، به

ˆ, .my Y f f f y    

m̂fچون Y  1است، ضرایب یکتا
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ماتریس عملیاتی انتگرال کسري
کسینوس، توابع والش، توابع -دیفرانسیل با استفاده از  توابع سینوس-هاي اخیر براي حل معادلات انتگرالدر سال

هاي عملیاتی انتگرال براي این هار و غیره،  ماتریسهاي موجکهاي لژاندر، پالس، توابع هار گویا شده، موجک-بلاك
اي تیلور کسري در این بخش،  ماتریس عملیاتی انتگرال کسري براي توابع تکه].13[، ]12[توابع محاسبه شده است

)یوویل بردار ل- انتگرال کسري ریمان. شودیافته محاسبه میتعمیم , )T8(صورت به) 7(ۀمشخص شده در رابط (
:    شودبیان می
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: شودصورت بیان میدینیافته باي تیلور کسري تعمیمانتگرال کسري توابع تکهبنابراین ماتریس عملیاتی 
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روش عددي
یافته براي حل عددي معادلات اي تیلور کسري تعمیمدر این بخش، یک روش عددي با استفاده از توابع تکه

Dتابع . شودبیان می) 1(صورتي کسري بهتأخیردیفرانسیل  yاي تیلور کسري را با استفاده از توابع تکه
:   زنیمتقریب می)10(صورت یافته  بهتعمیم

( , )( ) ( ).T TD y t C t   )10(
:داریم) 10(و ) 8(، )1(با استفاده از معادلات 
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ˆیافتهاي لژاندر تعمیمچندجملهریشهm̂دست آوردن یک سیستم جبري، این معادله را درهبراي ب ( )m

t
L

T
مکانی هم
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با استفاده از Cدست آوردن عناصر بردارهمعادله جبري غیرخطی است که براي بm̂یک دستگاه با ) 13(ۀمعادل
.کنیمروش تکرار نیوتون این دستگاه را حل می

آنالیز خطا
براي این منظور ابتدا چند تعریف و قضیه . آوریمدست میهدر این بخش خطاي روش حاضر را در فضاي سوبولوف ب

. کنیممیبیان 
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:]8[است)17(و ) 16(صورت شبه نرم به.5تعریف
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خطاي تقریب. 1
. آوریمدست میهبرااي تیلور کسريتوابع تکهباي تقریبدر این بخش،  کران خطا
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بهترین تقریب ازyبا کهباشد

,هاي برنولیايپالس و چندجمله- استفاده از ترکیب توابع بلاك 1,2, , ; 0,1, ,nmb n N m M   ةدر باز
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:اي تیلور داریم چنین براي توابع تکه، هم]5[ستاچون بهترین تقریب یکتا
11,2, ,2 ; 0,1, , 1.kn m M    

:وریمآدست میهب) 21(و ) 20(هايرابطهازدر نتیجه
1

1

2 2 2

1 2
2 ( 1) ( )

1 (0,1) (0,1) (0,1)
0 1

( 1) 2 ,
k

k
M

k
M nm nmL L L

m n

y P y y c b c M y  





  


 

     )22(

1و براي s  داریم :
1

1

2

11 2 22 ( )( 1) ( )2
1 (0,1) (0,1) (0,1)

0 1

( 1) 2 .
k

k

s s

M s s k
M nm nmH H L

m n

y P y y c b c M y
  




    


 

     )23(

y(0,1)فرض کنید که:1لم  H 0با 1وM  اگر . باشد
1

1
1 2

2 ( )
1

0 1

k
k

M

M nm nm
m n

P y c 






 

 بهترین تقریب

.گاه داریمباشد آنyتابع 
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1

2 2

2 ( 1) ( )
1 (0,1) (0,1)

( ) ( ) ( 1) 2 ( ) ,
k k

M L L
y q P y q c M y q     

   

1و براي  s  داریم:
1

2

1
22 ( )( 1) ( )2

1 (0,1) (0,1)
( ) ( ) ( 1) 2 ( ) .

k

s

s s k
M H L

y q P y q c M y q
      

   

.است1ۀگیري از قضیاین یک نتیجه: اثبات

کران خطاي مشتق کسري. 2
y(0,1)فرض کنید.2ۀقضی H 1با, 1M   0و 1 گاه داریمآن. باشد:

1

2 2

1
22 ( )( 1) ( )2

1 (0,1) (0,1)
( ) ( 1) 2 ,

(2 )

k s s k
M L L

c
D y D P y M y

   


    
  

 
1که s  است.

ۀبا استفاده از  رابط:اثبات
1 ,p pf g f g 

:هاي مشتق و انتگرال کسري داریم و ویژگی
1 1

2 2

1 1

2 2

1

2 2 1 2 2
1 1(0,1) (0,1)

2 2 2 2 2
1 1(0,1) (0,1)

2 2 2 2 2 4 1 2 2(
1 (0,1)

( ) ( ( ))

1 1
( ( )) ( )

(1 ) (1 ) (1 )

1 1
( 1) 2

(2 ) (2 )

( )

( ) ( )

k k

k k

k

s

M ML L

M ML L

s s
M H

D y D P y I Dy D P y

Dy D P y Dy D P y
t

y P y c M

  





  

 

 

 




 

 

  


  

    
    

   
   

2

)( 1) ( ) 2

(0,1)
.k

L
y 

.شودقضیه ثابت میمذکورۀبا جذر گرفتن از طرفین رابط
y(0,1)فرض کنید : 2لم  H 1با, 1M   0و 1 گاه داریمباشد، آن:

1

2 2

1
22 ( )( 1) ( )2

1 (0,1) (0,1)
( ) ( ( )) ( 1) 2 ( ) ,

(2 )

k s s k
M L L

c
D y D P y M y

     


    



  

 
1که  s  است.

. است2ۀگیري از قضیاین یک نتیجه: اثبات

کران خطاي روش. 3
y(0,1)فرض کنید :3ۀقضی H  1با, 1M   2 ,s وf در شرط لیپ شیتز با ) 1(در معادله

:صورت استدینکران خطاي روش بگاه صدق کند، آنثابت لیپ شیتز

1

2 2

2

2

2

1
22 ( )( 1) ( )2

1 (0,1) (0,1)

( 1) ( )

(0,1)

( 1) ( )

(0,1)

1
2 ( )( 1) ( )2

(0,1)

( 1) 2
(2 )

( 1) 2

( 1) 2 ( )

( 1) .2 ( )
(2 )

k s s k
M L L

k

L

k

L

s s k

L

c
E M y

c M y

c M y q

c
M y
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:دانیممی: اثبات
1

2

1 1 1 1

2

2
1 (0,1)

2 2 2 2
1 1 1 1 (0,1)

( , ( ), ( ))

( ) ( , ( ), ( ( ))) ,

k

k k k k

M L

M M M M L

E D y f y y q D y

D P y f P y P y q D P y

 

 







   



   

 

 

:داریم2و 1هاي و لم2و 1و قضایاي ) 1(ۀمعادلبا استفاده از

1 1 1

2 2 2

1 1

2 2

2 2

2 2 2
1 1 1(0,1) (0,1) (0,1)

2 2
1 1(0,1) (0,1)

1
2 ( )( 1) ( ) ( 1) ( )2

(0,1) (0

( )

( ) ( ) ( ) ( ( ))

( 1) 2 ( 1) 2
(2 )

k k k

k k

M M ML L L

M ML L

s s k k

L L

E D y D P y y P y

y q P y q D y D P y

c
M y c M y

 

 

     



   




  

 

  

 

      

   

   

   
 

2 2

,1)

1
2( 1) ( ) ( )( 1) ( )2

(0,1) (0,1)
( 1) 2 ( ) ( 1) 2 ( )

(2 )
.

sk s k

L L

c
c M y q M y

      


     
   

 

هاي عدديمثال
.شودروش آورده میدر این بخش، چند مثال عددي براي نشان دادن کاربرد و دقت

:]3[را در نظر بگیرید)24(ي کسري تأخیرمعادله دیفرانسیل .1مثال 
22 sin( )

sin( )

( ) ( ( )) cos( ) ( sin( ))

cos( ) , 0 ,0 1,

(0) 1.

t t t

t t

D y t e D y t sin t t y t t e e

t e t
e

y

 








       

    




)24(

1جواب دقیق وقتی بااستبرابر( ) ty t e . خطاي مطلق روش حاضر را براي1جدول در ،
, ,2 10 14k M 1و هاي عددي روش حاضر  براي، جواب1شکل .  کنیممقایسه می]3[با روش تقریبی

,1 8k M و مقادیر مختلفگیریم که وقتی، نتیجه می1از شکل . دهدو جواب دقیق را نشان می به یک
چنین کران خطاي تقریب و کران خطاي روش براي هم.کندکند، نتایج عددي به جواب دقیق میل میمیمیل

1M   آورده شده است1در جدول .

براي yتقریبی و جواب دقیق جوابۀمقایس.1شکل  8 , 1M k و مقادیر مختلف1براي مثال
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راي ] 3[خطاي مطلق با ۀمقایس.1جدول   1 , 2k 1براي مثال

t ]3[مرجع روش حاضر
M 10 M  14

0 -70/2×10 0 0

e


10

-70/1×10 -140/9×10 -150/1×10

5e
 -70/1×10 -130/9×10 0

3
10e
 -70/1×10 -110/4×10 -150/1×10

2
5e
 0 -100/7×10 -150/4×10

2e
 -70/1×10 -90/7×10 -130/1×10

3
5e
 0 -80/4×10 -120/1×10

7
10e
 -70/2×10 -70/2×10 -110/1×10

4
5e
 -70/1×10 -70/7×10 -110/7×10

9
10e
 -70/2×10 -60/2×10 -100/4×10

e

 0 -60/7×10 -90/1×10

کران خطای تقریب - -150/1×10 -230/3×10
کران خطای روش - -130/1×10 -210/8×10

:]3[کسري غیرخطی زیر را در نظر بگیریدتأخیردیفرانسیل ۀمعادل.2مثال 

sin( )

( ) cos( ) ( ) (sin( ) ) (sin( )) cos( )

(sin( ) ) , 0 1, 0 1,

(0) 1.

t t t

t t

D y t t D y t t e y t e t e

t e e t

y

 



     
     
 

1دقیق وقتیجواب بااستبرابر( ) ty t e . خطاي مطلق روش حاضر براي2در جدول ،, ,2 10 14k M 

1و 1,هاي عددي این مسئله برايرفتار جواب. شودمقایسه می]3[دریبا روش تقریب 10k M  و مقادیر
)دهد که بسط سرياین شکل نشان می. شودمشخص می2در شکل مختلف )y tسرعت همگرایی خوبی دارد.

1Mچنین کران خطاي تقریب و کران خطاي روش براي هم  آورده شده است2در جدول .
:ي کسري زیر را در نظر بگیریدتأخیردیفرانسیل ۀمعادل. 3مثال 

2 2( ) ( ( ) ( ) ( )) cos( ) (cos( )

sin( ) sin( )), 0 1, 0 1,

(0) 0.

t t
t

t

D y t t D y e y te y t t t e

te t t

y
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1جواب دقیق وقتی بااست برابر( ) sin( )y t t . خطاي مطلق روش حاضر براي3در جدول ،
, ,2 13 15k M 1و نتایج عددي در3چنین شکل هم.شودمقایسه می]3[با روش تقریبی در

,1 11k M  براي مقادیر متفاوت1و جواب دقیق در چنین کران خطاي تقریب و هم.کندرسم می
1Mکران خطاي روش براي    آورده شده است3در جدول.

راي ب] 3[خطاي مطلق با ۀمقایس.2جدول   1 , 2k2براي مثال
t]3[مرجعروش حاضر

M  14M 10
0000/00

-150/2×10-110/8×10-70/2×100/06
-150/2×10-100/2×10-70/2×100/15
-150/2×10-110/9×10-70/2×100/20
-150/4×10-100/2×10-70/1×100/28
-150/4×10-100/3×10-70/2×100/34
-150/4×10-100/4×10-70/3×100/41

0-100/6×10-70/3×100/47
-150/2×10-90/2×10-70/1×100/55
-140/2×10-90/9×10-70/2×100/64
-140/7×10-80/2×10-70/1×100/69
-130/3×10-80/5×1000/76
-120/1×10-70/2×10-70/1×100/85
-120/4×10-70/3×10-70/1×100/91
-110/1×10-70/8×1001/00
کران خطاي تقریب- 10×10-150/2×220/1-
کران خطاي روش - 10×10-130/2×200/1-

براي yهاي تقریبی و دقیق جواب.2شکل 10 , 1M k و مقادیر مختلف 2براي مثال
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براي ] 3[خطاي مطلق با ۀمقایس.3جدول   1 , 2k 3براي مثال

t[3]مرجع روش حاضر
M 15M 13

0000
-150/3×10-140/1×10-70/1×101

6
-150/4×10-140/2×10-70/1×101

3
-150/4×10-140/2×10-70/2×101

2
-150/4×10-140/3×10-70/4×102

3
-140/1×10-140/7×10-70/4×105

6
-130/2×10-130/4×10-70/4×101
کران خطای تقریب-10×10-210/2×250/3-

کران خطای روش-10×10-190/5×220/1-

براي yتقریبی و جواب دقیق جوابۀمقایس. 3شکل 11 , 1M k و مقادیر مختلف 3براي مثال

گیرينتیجه
کسري يتأخیراي براساس توابع تیلور کسري براي حل عددي معادلات دیفرانسیل هاي تکهدر این مقاله تابع

این . شودبراي ماتریس عملیاتی انتگرال کسري این توابع نتیجه گرفته میبندي کلییک فرمول. دنشوساخته می
دست آمده با روش پیشنهاد شده هنتایج ب. رودکار میعددي مسائل موردنظر بهمکانی براي حل ماتریس و روش هم

توان جمله خواص توابع معرفی شده میاز. دهدي کسري نشان میتأخیرکارایی و توانایی روش ما را براي حل مسائل 
:اشاره کردبه این موارد

زنندریب میتري تقکسري را با دقت بیشۀمعادلات مرتب، جوابتوابع کسري.
ها داراي یک درجه آزادي هستندايتوابع معرفی شده داراي سه درجه آزادي هستند ولی چندجمله.
باشدماتریس عملیاتی حاصل یک ماتریس تنک است در نتیجه زمان اجراي برنامه کوتاه می.
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تشکر و قدردانی
.شوداري میزگده، تشکر و سپاسشاز پیشنهادهاي ارزشمند داوران محترم که باعث ارتقاء سطح مقاله 
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