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 )دانشگاه خوارزمینشریه علوم (

)2(  
)3(  

کلفت است که در تجارت، اقتصاد،  هاي دم توزیع لوماکس که به توزیع پارتو نوع دوم نیز مشهور است، یکی از توزیع
این توزیع را براي تجزیه و  [6] لوماکس در. شود بندي ترافیکی اینترنت استفاده می صف و مدل ۀنظری علوم آماري،
زیادي در مورد برآورد پارامترهاي توزیع لوماکس در  هاي بررسی. کار برده است هاي عدم موفقیت تجاري به تحلیل داده

جانسون و  ۀتوان در مقال مفیدي از این تحقیقات را می ۀدو رهیافت کلاسیک و بیزي انجام شده است، که خلاص
تواند  عنوان توزیع طول عمر می نشان دادند، که توزیع لوماکس به [7] مارشال و الکین. ملاحظه کرد  [3] همکاران
اللهی  اصغرزاده و ولی رانوع دوم  ةهاي سانسور فزایند برآورد پارامتر مقیاس توزیع لوماکس تحت داده. شوداستفاده 
 هاي سانسور و اکاشا با استفاده از روش بیز تجربی برآورد پارامترهاي توزیع لوماکس را تحت داده. [1]اند  کردهبررسی 

هاي  با توجه اهمیت این توزیع و روش. [8] ده استکرده نوع دوم فقط با در نظر گرفتن تابع زیان مربع خطا ارائه ش
نمایی پارامترهاي شکل و مقیاس توزیع لوماکس با استفاده از  درست بیشینۀآورد ، بر2برآورد در ادامه مقاله، در بخش 

، برآورد بیزي پارامترها تحت توابع زیان توان دوم خطا، لاینکس و آنتروپی با فرض توزیع 3و در بخش  الگوریتم 
با  5در بخش . شود ه می، تقریب لیندلی برآوردهاي بیزي ارائ4پیشین مزدوج گاما محاسبه شده است و در بخش 

 . است شدهسازي براوردگرها مقایسه  استفاده از شبیه

 نمایی  درست بیشینۀبرآورد 
، با توجه  هاي سانسوریده نوع دوم، براي نمونه تصادفی  نمایی توزیع لوماکس تحت داده تابع درست

 : بااست برابر ) 1( ۀبه رابط
θ α β α α )4(  

ها از این نمادها  نویسی فرمول و در سراسر مقاله براي خلاصه. و   که در آن 
 :توان نوشت می )4(  ۀگیري از رابط پس از لگاریتم. استفاده شده است

)5(  

 :آید دست می هصورت ب دیننمایی نسبت به پارامترهاي مدل معادلات نرمال ب گیري از لگاریتم درست با مشتق

α α
)6(  

β β
α α )7(  

که  جاکه معادلات نرمال حاصل شده، تابع صریح از پارامترها نیستند، براي براورد پارامترها از الگوریتم  از آن
محاسبه امید  ۀیا مرحل شامل دو مرحله، گام   الگوریتم . دشو می، استفاده [2]کردند دمپستر و همکاران معرفی 

 . شود ادامه آورده میسازي است که در  بیشینه ۀیا مرحل ریاضی و گام 
  :است با نمایی بر اساس مشاهدات کامل برابر لگاریتم تابع درست

)8(  

 .است θکه در آن فضاي پارامتر . شود محاسبه میصورت  دینب ، عبارت که در گام 
)9(  

  ۀمعادل سازي عبارت   بیشینهبراي  اما در گام 
)10(  
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 :داریمتوزیع لوماکس  βو  αبنابراین براي براورد پارامترهاي . شود در نظر گرفته می

 

)11(  

 :برابر است با که در آن مقدار 
∞ )12(  

  :شود ، نتیجه می ۀو رابط با تغییر متغیر 
               )13(  

 چنین و هم

β
α  

β
α )14(  

 :برابر است با که در آن 
)15(  

 :آیند دست می هصورت ب دینبنابراین برآوردگر پارامترها ب
)16(  

)17(  

 
 برآورد بیزي

 3و آنتروپی 2، لاینکس1ابتدا توابع زیان مربع خطا رو، از این. که در براورد بیزي، تابع زیان نقش مهم داردجا از آن
 .شوند صورت آورده می دینترتیب ب به βو αبراي برآورد بیزي پارامترهاي 

)18(  

)19(  

)20(  

در تابع زیان  cعنوان مثال مقدار به .ثابت هستند  νو cمقادیر  ضمناً. است ، برآوردگر پارامتر در آن 
سمت  و در حالتی که مقدار آن به. شود براوردگر در نظر گرفته می ۀمنظور بیش براورد و کم براورد در ارائ لاینکس به

 .شود میترین مربعات  کند، تابع زیان حاصل، تابع زیان کم صفر میل می
ترتیب داراي توزیع  هاي پیشین به براي توزیع رو، از اینتوان توزیع پیشین مزدوج ارائه داد،  راحتی نمی جاکه به از آن

α Γ وβ Γ ،م أتابع چگالی احتمال پیشین تو بنابراین .شوند در نظر گرفته میθ α 
 .شود صورت در نظر گرفته می  دینب

                                                           
1. Squared error loss function 
2. Linex loss function 
3. Entropy loss function 
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π )21(  

 :برابر است با βو  αم أبا توجه توزیع پیشین، تابع چگالی پسین تو

π  

)4(  

دست آمده، در ادامه برآورد بیزي پارامترها تحت توابع زیان مربع خطا، لاینکس و آنتروپی ارائه  براي توزیع پسین به
 . شود می

 برآورد بیزي تحت تابع زیان مربع خطا
 :ترتیب برابرند با یا میانگین پسین، به)  (  تحت تابع زیان مربع خطا βو  αبرآورد بیزي 

 
∞∞ )23(  

 
∞∞ )24(  

 
 برآورد بیزي تحت تابع زیان لاینکس

 ، برآورد بیزي به صورت)(تحت تابع زیان لاینکس 
)25(  

 :آیند دست می به )26(صورت  به βو  αبرآورد بیزي . است
)26(  

 که در آن
∞∞ )27(  

 چنین و هم
)28(  

 که در آن 
∞∞ )29(  

 
 برآورد بیزي تحت تابع زیان آنتروپی

 .صورت است دین، ب)(برآورد بیزي تحت تابع زیان آنتروپی

)30(  

 :برابر است با تابع زیان آنتروپی،تحت ، βو  αبنابراین برآورد بیزي 
)31(  

 که در آن
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∞∞ )32(  
∞∞ )33(  

هاي سانسور نوع دوم، مشاهده  براي پارامترهاي مدل بر اساس داده دست آمده با توجه به برآوردهاي بیزي به
هستیم که در بخش هاي عددي  بنابراین نیازمند به روش. قابل محاسبه نیستند تحلیلیصورت  شود که برآوردگرها به می

 . شود ارائه  می 1روش تقریب لیندلی بعدي به

 تقریب لیندلی
لیندلی روش . آوریم دست می هرا با استفاده از روش لیندلی ب و  در این بخش، برآورد بیزي تقریبی پارامترهاي 

 .[5] توسعه داد صورت دینرا ب تقریبی براي ارزیابی امید پسین 
)34(  

نمایی  لگاریتم تابع درست ، لگاریتم توزیع پیشین و  است، در آن  که برآورد بیز 
کاهش  )35(صورت  ، بهتقریب لیندلی براي . را ببینید) 1980(تر لیندلی  براي جزئیات بیش. است
 :یابد می

)35(  

 که 

 

 

 

 براي 
 

 . است ام از ماتریس معکوس  عنصر  که 
 :داریم  و  با توجه به تابع چگالی پیشین 

)36(  

 

, 
 

 

 

                                                           
1. Lindley approximation 
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 پارامترها تحت تابع زیان مربع خطاتقریب لیندلی برآوردهاي بیزي 

)با جاگذاري  )u  تقریب لیندلی ) 35(در رابطۀˆs آید دست می به. 

 

 

 

 

 

 :صورت است دینب و  و  و  که در آن منظور از 
, 
:و در نهایت داریم  

)37(  

  :برابر است با  که در آن
)38(  

 :آید دست می صورت به دینب تقریب لیندلی )  35( ۀدر رابط  گذاري  چنین با جاي هم
 

 
)39(  

 .است )40(ۀ رابط  که منظور از
 )40(  

 
 برآوردهاي بیزي پارامترها تحت تابع زیان لاینکس تقریب لیندلی

  :داریم) 35( ۀدر رابط گذاري  با جاي  دست آوردن تقریب لیندلی  براي به
 

 

,  
 )41(  

 :داریم گذاري با جاي  طور مشابه براي تقریب لیندلی هب
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 )42(  

 تقریب لیندلی برآوردهاي بیزي پارامترها تحت تابع زیان آنتروپی
 :داریم) 35( ۀدر رابط گذاري   با جاي دست آوردن تقریب لیندلی منظور به به

 

 
 

 
α  )43(  

 :داریم توان نشان داد که براي  طور مشابه می هب

)44(  

 . شوند دست آمده، برآورد ها ارزیابی می در روابط به و  گذاري  لازم به ذکر است که با جاي
 

 سازي نتایج شبیه
هاي  براي تعداد شکست هایی به حجم  ، نمونهبررسی شدهبرآوردگرهاي  ۀدر مقایس

 بیشینۀدر برآورد . است، تولید شده است βو  αکه از توزیع لوماکس در حالی  
مقادیر ثابت  .و در برآورد بیزي از تقریب لیندلی استفاده شد نمایی براي حل معالات نرمال از الگوریتم  درست

براي گرفتن . اند فرض شده صورت  هاي پیشین به براي توزیع
) (براي مقایسه براوردگرها میانگین توان دوم خطا . بار در نظر گرفته شده است 10000نتایج بهتر تعداد تکرارها 

منظور از . آمده است 2و  1 هاي جدول سازي در که نتایج شبیه. هاي مختلف محاسبه شده است در حالت
ترتیب میانگین توان دوم خطاي برآوردگر بیز تحت تابع زیان مربع  به و  ، 

ترتیب میانگین  به و  ، چنین  و هم خطا، لاینکس و آنتروپی براي پارامتر 
که در هر دو  چنان. است توان دوم خطاي برآوردگر بیز تحت تابع زیان مربع خطا، لاینکس و آنتروپی براي پارامتر 

دهد  چنین نتایج نشان می هم. ثابت است توان دوم خطا کاهش یافته است وقتی  است با افزایش  گیر چشمجدول 
 ۀقابل ذکر است از مقایس. کند نمایی عمل می درست بیشینۀکه در تمام حالات برآوردگر بیزي بهتر از برآوردگر 

ترتیب برآوردگرهاي تحت تابع زیان لاینکس، آنتروپی و مربع خطا  شود که بهبرآوردگرها تحت توابع زیان نتیجه می
 .کنندبهتر عمل می
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 MSEبه همراه  rو   nبراي حالت هاي مختلف    برآورد .1جدول 
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 MSEهمراهبه rو  nهاي مختلف براي حالت  برآورد. 2جدول 
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