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 هایی از مترهای فینسلری ردههای تخت با ابعاد پایین با  خمینه

 

‌*راد‌سیده‌صدیقه‌علوی‌اندراجمی،‌مهدی‌رفیعی

  گروه‌ریاضی،‌علوم‌ریاضی‌،ۀدانشکد،‌دانشگاه‌مازندران

‌22/90/19پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌93/01/16دریافت‌‌‌

 چکیده

ℝ،‌تا‌حد‌ایزومتری،‌خارج‌قسمت‌فضای‌اقلیدسی‌موضعاً‌مسطحمنیفلدهای‌ریمانی‌
 

است‌و‌‌ بر‌یک‌گروه‌بیبرباخ‌‌

‌مسطحهای‌فینسلری‌‌در‌این‌مقاله،‌دو‌رده‌از‌خمینه.‌وجود‌دارد‌3و‌‌2بندی‌دقیقی‌از‌آنها‌در‌ابعاد‌‌رده و‌‌دوبعدی‌موضعاً

 .کنیم‌بندی‌می‌ده‌و‌ردهکربعدی‌را‌بررسی‌‌سه

 متر‌ریشه‌چهارم،‌خمینه‌تخت‌دوبعدی،‌ایزومتری،‌گروه‌بیبرباخ،‌متر‌راندرز: های کلیدی واژه

 
 مقدمه

‌‌ بعدی‌-nریمانی‌‌ۀیک‌خمین ‌ریمانی ‌متر ‌با ‌موضعاً)‌9تخت‌موضعاً‌                  همراه ‌یا

‌ ،‌به‌   شود‌هرگاه‌حول‌هر‌نقطه‌از‌آن،‌دستگاه‌مختصاتی‌وجود‌داشته‌باشد‌که‌در‌آن‌ضرایب‌‌نامیده‌می(‌2اقلیدسی

‌باشند‌  ‌بستگی‌نداشته ‌انحنای‌‌ۀکند‌که‌یک‌خمین‌ای‌کلاسیک‌بیان‌می‌قضیه. ‌اگر ‌تنها ‌و ‌تخت‌است‌اگر ریمانی،

6‌ℝعبارت‌است‌از‌فضای‌اقلیدسی‌ کامل‌ریمانی‌تخت‌و‌ۀیک‌خمین‌2پوشش‌جهانی.‌آن‌مساوی‌صفر‌باشد‌3برشی
 

.‌

‌1صورت‌خارج‌قسمت‌ریمانی‌تخت،‌به‌ های‌فشرده‌د‌که‌خمینهکرثابت‌‌9بیبرباخ
ℝ

 

 
یک‌زیرگروه‌‌ هستند‌که‌در‌آن‌‌‌

ℝ          ،‌یعنی‌گروه‌‌93گروه‌اقلیدسی‌92و‌بدون‌تاب‌99فشرده-،‌هم90گسسته
 

،‌تنها‌9در‌بعد‌.‌است‌

‌‌ℝبند‌عبارتند‌از‌‌تخت‌و‌هم‌های‌کامل‌موضعاً‌خمینه 𝕊و
 

‌]3[‌ ‌بعد‌. ‌تنها‌خمینه2در ‌92بند‌های‌کامل‌تخت‌و‌هم‌،

ریمانی‌کامل‌تخت‌‌ۀخمین‌90،‌تنها‌3در‌بعد‌.‌9و‌بطری‌کلاین‌ 9،‌چنبره99،‌نوار‌موبیوس96،‌استوانه 9عبارتند‌از‌صفحه

‌.‌]  [ناپذیرند‌‌پذیر‌و‌مابقی‌جهت‌تای‌آنها‌جهت‌6بند‌وجود‌دارند‌که‌‌هم‌و

                                                           
 ‌‌‌‌‌‌rafie-rad@umz.ac.irنویسنده مسئول*

1. Locally flat 

2. Locally Euclidean 
3. Sectional curvature 

4. Universal covering 

5. Complete 
6. Euclidean space 

7. Bieberbach 

8. Compact manifolds 
9. Qoutient 

10. Discrete subgroup 

11. Cocompact  

12. Torsion free 

13. Euclidean group 

14. Connected  
15. Plane  

16. Cylinder  

17. Möbius band 
18. Torus 
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‌همراه‌با‌متر‌فینسلری‌ بعدی‌-nفینسلری‌‌ۀیک‌خمین

                                       

2تخت
شود‌هرگاه‌حول‌هر‌نقطه‌از‌آن،‌دستگاه‌مختصاتی‌وجود‌داشته‌باشد‌که‌در‌‌نامیده‌می(‌3مینکوفسکی‌یا‌موضعاً) 

مساوی‌‌گاه‌انحنای‌پرچمی‌آن‌فینسلری‌تخت‌باشد‌آن‌ۀیک‌خمین‌هرگاه .بستگی‌نداشته‌باشند‌ ،‌به‌   آن‌ضرایب‌

‌:(9)مثال‌.‌که‌عکس‌آن‌ممکن‌است‌برقرار‌نباشد‌با‌صفر‌است؛‌در‌حالی

‌ ]6[ .2مثال  ‌‌ ℝ  اگر ‌باشد‌ثابت‌بردار‌یک‌     که طور‌‌به‌یعنی)‌تخت‌تصویری‌زیر‌فینسلری‌متر‌.دلخواه

‌.   ،‌با‌انحنای‌پرچمی‌صفر‌دارد‌(راستند‌‌هایش‌خط‌ژئودزی‌موضعی

  
                                                        

 

                                
 

‌.که‌متریکش‌یک‌تعمیم‌مستقیم‌از‌مثال‌مشهور‌بروالد‌است

‌:کنیم‌را‌ثابت‌می‌2در‌این‌مقاله‌ابتدا‌لم‌‌

ℝدر‌فضای‌.  1 لم
 

‌.حاصل‌از‌متر‌ریشه‌چهارم‌تنها‌دو‌زیرگروه‌ایزومتری،‌بیبرباخ‌هستند‌

‌:کنیم‌را‌ثابت‌می‌3ۀ‌قضی‌3و‌‌2سپس‌در‌ابعاد‌

𝕋ست‌از‌چنبره‌ا‌بند‌عبارت‌تخت‌و‌هم‌تنها‌خمینه‌راندرزی‌فشرده‌موضعاً،‌2در‌بعد‌(‌الف . 3ۀ قضی
 

‌.‌

𝕋ست‌از‌چنبره‌ا‌بند‌عبارت‌تخت‌و‌هم‌تنها‌خمینه‌راندرزی‌فشرده‌موضعاً،‌3در‌بعد‌(‌ب
 

. 

که‌با‌عمل‌ضرب‌‌‌3ۀهای‌از‌مرتب‌کمک‌ماتریس‌و‌نمایش‌آنها‌به‌3و‌‌2های‌ایزومتری‌در‌ابعاد‌‌با‌شناسایی‌ساختار‌گروه‌

‌.کنیمهای‌گسسته‌و‌بدون‌تاب‌توجه‌‌زیرگروهبه‌کنیم‌‌دهند،‌سعی‌می‌ها‌تشکیل‌گروه‌می‌ماتریس

 

 با متر متقارنهای بیبرباخ  ها و ساخت گروه ماتریس

‌ .4 تعریف ‌هم ‌و ‌گسسته ‌ایزومتری–یک‌زیرگروه ‌گروه ‌از ‌کریستالوگرافی‌فشرده ‌یک‌گروه ‌های‌فضای‌اقلیدسی‌را

‌.نامند‌می

 .نامند‌یک‌زیر‌گروه‌کریستالوگرافی‌بدون‌تاب‌را‌گروه‌بیبرباخ‌می .5 تعریف

‌‌.2 یادآوری ‌ایزومتری ‌زیرگروه ‌‌      یک ‌–هم ‌یونیفرم)فشرده ‌2یا ‌قسمتی( ‌خارج ‌فضای ‌هرگاه ‌است،

‌
ℝ 

 
یا‌) 

    

 
 (.را‌ببینید‌]9[و‌]2[)فشرده‌باشد‌‌‌ ) 

‌:‌ویژه‌قضایای‌زیر‌را‌اثبات‌کرد‌هب.‌کردهای‌کریستالو‌گرافی‌از‌بعد‌دلخواه‌را‌بررسی‌‌بیبرباخ‌گروه

حاصل‌از‌تبدیلات‌خطی‌‌ یعنی‌گروه‌.‌انتقال‌موازی‌مستقل‌خطی‌است‌ ،‌شامل‌ هر‌گروه‌کریستالو‌گرافی‌ .9

 .‌متناهی‌است‌ 

 .دو‌گروه‌کریستالوگرافی‌هم‌ارزند،‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌به‌مفهوم‌جبر‌مجرد‌یکریخت‌باشند .2

که‌پاسخی‌برای‌.)تعدادی‌متناهی‌گروه‌کریستالو‌گرافی‌از‌آن‌بعد‌وجود‌دارند‌-به‌تقریب‌ایزومتری-‌ در‌هر‌بعد .3

‌.(امین‌مسئله‌هیلبرت‌است 9

‌:گاه‌در‌صورت‌برقراری‌شرط‌باشد‌آن‌ ℝمتری‌دلخواه‌روی‌  یک‌نگاشت‌و‌  ℝ  ℝ  اگر‌.6 تعریف

                                                                                                                                                                          
1. Klein bottle 

2. Flat 

3. Locally Minkowski 
4. Uniform 
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‌.نامیم‌می‌ ℝرا‌یک‌ایزومتری‌روی‌‌ ،‌                   ‌‌

وسیلۀ‌‌بهتوپولوژی‌مورد‌نظر‌همان‌توپولوژی‌تولید‌شده‌.‌گیریم‌را‌با‌متر‌ریشه‌چهارم‌در‌نظر‌می‌ ℝدر‌ادامه،‌ابتدا‌

‌:های‌باز‌این‌متر‌است‌گویپایه‌حاصل‌از‌

          ℝ                 ℝ                       
     

‌:باشد‌ ℝنرم‌روی‌این‌تواند‌حاصل‌‌البته‌توجه‌داریم‌که‌این‌متر‌در‌واقع‌می

 
    ℝ   ℝ        

       
    

  
  

  
   ℝ   ℝ   ℝ   
            

  

.‌انتخاب‌شوند‌          ‌ۀهای‌آن‌از‌مجموع‌رویم‌که‌درآیه‌به‌سراغ‌زیرگروهی‌می‌ ℝ     در‌گروه‌

های‌تمام‌‌توان‌ساخت‌که‌در‌میان‌آنها‌یک‌ماتریس‌با‌درآیه‌ها‌می‌ماتریس‌متفاوت‌با‌این‌درآیه‌9 طبیعی‌است‌که‌

‌2ماتریس‌با‌داشتن‌‌2ماتریس‌با‌داشتن‌یک‌سطر‌یا‌یک‌ستون‌صفر،‌‌96درآیه‌صفر،‌‌3ماتریس‌با‌داشتن‌‌ صفر،‌

‌نظر‌ ‌مورد ‌مانع‌عضویت‌زیرگروه ‌دارند‌که ‌صفر ‌دترمینانی‌برابر ‌ستون‌یکسان، ‌یا ‌سطر ‌داشتن‌دو ‌اما ‌غیرصفر درایه

‌هستند ‌نظر‌می‌2 . ‌در ‌را ‌گیریم‌ماتریس‌باقی‌مانده ‌برای‌آن. ‌کنترل‌شود‌‌از‌سوی‌دیگر که‌خاصیت‌ایزومتری‌گروه

‌‌می ‌شرط ‌        توان ‌آن ‌در ‌که ‌مرتب‌ ، ‌از ‌مربعی ‌‌‌2ۀماتریسی ‌حاصل ‌که ‌کرد؛ ‌کنترل ‌را این‌است،

‌:استهشت‌ماتریس‌‌محاسبات

 
  
  

و      
   

و     
   

و      
  

و     
  

و      
   

و     
   

و      
  

  

‌این‌ماتریس‌گروه ‌از ‌قالب‌‌های‌ایزومتری‌حاصل ‌برای‌راحتی‌محاسبات‌در ‌دوبعدی‌که ‌انتقال ‌بردار ‌ترکیب‌با ‌در ها

‌:اند‌بررسی‌شده‌9در‌جدول‌‌]2[نمایش‌داده‌شده‌اند‌‌3ۀمرتب‌‌ماتریس‌مربعی

‌ ‌قسمتی‌ ‌ساخت‌فضاهای‌خارج ‌به           اکنون
    

  

‌پردازیم‌می‌ ‌نظر‌. ‌در ‌هم ‌تقریب‌یکریختی‌را البته

‌.‌کنیم‌گرفته‌از‌محاسبات‌اضافی‌پرهیز‌می

در‌حالت‌اول‌ .9
    

  

 
     ℝ 

  

 
      ℝ 

ℝ       گشت‌های‌جای‌گروه‌ماتریس)‌     که‌چون‌‌‌‌‌

‌تعمیم‌یافته )‌ ‌زیر‌گروه ‌است، ‌می  فشرده-هم‌  فشرده ‌‌نامیده ‌]2[شود با‌‌     از‌سوی‌دیگر‌توپولوژی‌.

کریستالوگرافی‌است،‌‌  در‌نتیجه‌.‌گسسته‌است‌ ℝبا‌‌ ℝ    همئومورف‌بودن‌‌توپولوژی‌القایی‌حاصل‌از

که‌فضای‌خارج‌قسمتی‌حاصل‌از‌آن‌.‌شده‌است‌بیبرباخ‌استشناسایی‌‌بدون‌تاب‌  که‌‌9حال‌بنا‌به‌جدول‌

‌.همان‌چنبره‌است

 .بیبرباخ‌نخواهند‌بود‌دو‌گروه‌تابدار‌هستند‌پس‌طبیعتاً‌  و‌‌   .2

‌استریخت‌هستند‌فضای‌خارج‌قسمتی‌حاصل‌از‌آنها‌همئومورف‌‌هایی‌یک‌که‌همگی‌گروه‌  و‌‌  ،‌‌  ،‌‌   .3

‌.فضای‌خارج‌قسمتی‌حاصل‌آنها‌بطری‌کلاین‌است.‌که‌یکی‌برای‌تعیین‌ساختار‌کافی‌است

 .را‌به‌اثبات‌رساند‌2چه‌مطرح‌شد‌در‌واقع‌لم‌‌آن .2

 های فینسلری خمینه
 :شرایط‌را‌داشته‌باشداین‌شود‌اگر‌‌نامیده‌می‌ ،‌یک‌نرم‌مینکوفسکی‌روی‌فضای‌ تابع‌نامنفی‌،]5[.  7 تعریف

‌.باشد‌  از‌رده‌‌     روی‌فضای‌  .9

                                                           
1. Cocompact 
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 .2 جدول

 به‌پیمانه‌یکریختی‌    زیرگروه‌ایزومتری‌

 تابدار‌یا‌بدون‌تاب

ردیف‌‌نمایش‌زیر‌گروه

نام‌

‌زیرگروه

     
    
    
   

          

  ℝ      بدون‌تاب

         

     
    
    
   

        

  ℝ      تابدار

       
   
   

        

     
    
    
   

  فرد  
    
   
   

  زوج         

  ℝ      بدون‌تاب

       
  
   

        

پس‌بدون‌تاب‌  یکریخت‌با‌           
   
  

        

   

 
 
 

 
 

 
 
 
 
   

   

 
  

   

 
 

  
   

 
  

   

 
 

    
 
 
 
 

 فرد 

 
 
 
 
   

 

 
  

 

 
 

  
 

 
  

 

 
 

    
 
 
 
 

       زوج 

 
 
 

 
 

 

و‌یکریخت‌با‌‌ ℝ      بدون‌تاب    

       
  
  

        

   

 
 
 

 
 

 
 
 
 
    

   

 
  

   

 
 

    
   

 
  

   

 
 

    
 
 
 
 

 فرد 

 
 
 
 
   

 

 
  

 

 
 

   
 

 
  

 

 
 

    
 
 
 
 

       زوج 

 
 
 

 
 

 

و‌یکریخت‌با‌‌ ℝ      بدون‌تاب    

       
   

   
        

     
   

    
   

   
      
      
   

   
    
    
   

        

  ℝ      تابدار

       
  

   
   

   
   

   
   
  

       

    

 

 .‌باشد‌99همگن‌مثبت‌درجه‌  .9

 :باشد‌ روی‌‌2و‌معین‌مثبت‌3،‌متقارن2با‌تعریف‌زیر‌یک‌نگاشت‌دو‌خطی‌  ،‌       ازای‌هر‌‌به .2

        
 

 

  

    
                    

‌متر‌القایی‌از.‌باشد‌ یک‌نرم‌مینکوفسکی‌روی‌فضای‌‌ نامیم‌هرگاه‌‌می‌ را‌یک‌فضای‌مینکوفسکی‌     دوتایی‌

‌ ‌فضایاین ‌روی ‌مینکوفسکی  نرم ‌متر ‌به‌می‌6را ‌و ‌‌نامیم تعریف‌‌             ‌       صورت

‌.‌کنیم‌می

                                                           
1. Positively homogenous of order 1 

2. Billinear 
3. Symmetric 

4. Positive definite 

5. Minkowski space 
6. Minkowski metric  
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9نرم‌راندرز)،‌]5[. 8 مثال
-‌ خطی‌روی‌فضای‌(‌را‌ببینید‌]9[،‌2 9ص‌)‌یک‌فرمی‌βیک‌نرم‌اقلیدسی‌و‌‌αاگر‌‌) 

‌باشد  بعدی ‌‌              نگاشت‌. ‌صورتی‌که ‌نرم‌‌     در ‌که ‌مینکوفسکی‌است؛ یک‌نرم

‌.‌شود‌راندرز‌نامیده‌می

‌:استدر‌صورت‌داشتن‌شرایط‌زیر‌یک‌متر‌فینسلری‌‌           یک‌تابع‌،‌]5[. 9 تعریف

 .از‌هر‌مرتبه‌ای‌مشتق‌پذیر‌باشد‌        روی‌فضای‌مماس‌بدون‌صفر‌  .9

 .یک‌نرم‌مینکوفسکی‌باشد‌       به‌فضای‌مماس‌در‌آن‌نقطه‌ تحدید‌تابع‌‌ برای‌هر‌عضو‌منیفلد .2

‌                 در‌این‌حالت‌در‌واقع‌حالتی‌خاص‌از‌.‌دداررا‌‌              شرط‌‌ گاهی‌تابع‌

‌.]2[‌کنیم‌که‌برای‌مثال‌نرم‌راندرز‌چنین‌خاصیتی‌را‌ندارد‌توجه‌می.‌شود‌نامیده‌می‌2همگنی‌مطلق‌که‌،است‌داده‌روی

روی‌‌یک‌میدان‌یک‌فرمی‌       یک‌منیفلد‌ریمانی‌و‌‌       فرض‌کنیم‌ ،]2[فضای راندرزی. 21 مثال

تددوانیم‌متددر‌‌گدداه‌مددی‌را‌در‌نظددر‌بگیددریم‌آن‌                                αاگددر‌‌.باشددد‌ 

‌.‌معرفی‌کنیم‌     فینسلری‌را‌

چنین‌متری‌در‌ارائه‌مددل‌هندسدی‌نظریده‌نسدبیت‌کداربرد‌‌‌‌‌‌فضای‌حاصل‌از‌.‌نامیم‌چنین‌متری‌را‌متر‌راندرزی‌می

 .دارد

3فضای ماتسوموتو. 22 مثال
را،‌کده‌در‌آن‌‌‌   زیر‌فضایی‌از‌.‌معرفی‌شوند(‌‌90همانند‌مثال‌ و فرض‌کنیم‌ ،]2[

       متر‌فینسلری‌به‌شکل‌
  

     
را‌فضدای‌ماتسدوموتو‌‌‌‌     فضدای‌‌.‌گیدریم‌‌شود،‌در‌نظدر‌مدی‌‌ معرفی‌

‌.نامیم‌می

‌:ترتیب‌است‌دینهای‌مینکوفسکی‌ب‌ای‌از‌نرم‌یک‌دستورالعمل‌ویژه‌ساخت‌خانواده،‌]1 [. 21 مثال

                                      

.‌شود‌حاصل‌می‌2این‌نرم‌از‌تغییرشکل‌یا‌اختلال‌در‌‌متر‌ریشه‌چهارم.‌تواند‌باشد‌هر‌مقدار‌ثابت‌نامنفی‌می‌ که‌در‌آن‌

که‌تحددب‌‌‌دلیل‌آن‌هب.‌شودچهارم‌نامیده‌می‌ۀمتر‌درج (تانسور‌متریک)‌ ،‌که‌تانسور‌اصلیFتابع‌‌   ‌‌اگر.‌شود‌می

شدرط‌معدین‌‌‌‌   امدا‌اگدر‌‌‌.‌تواند‌نرم‌مینکوفسکی‌شود‌شود‌نمی‌ش‌در‌برخی‌مقادیر‌غیرصفر‌نقض‌میا‌تحدب‌قوی

‌.شود‌نرم‌مینکوفسکی‌می‌ مثبت‌بودن‌تامین،‌و‌ساختار‌فینسلری‌

کلاف‌برگردان‌ .یک‌نگاشت‌هموار‌بین‌دو‌منیفلد‌باشد‌     یک‌کلاف‌تاری‌و‌(‌       )فرض‌کنیم‌‌

‌:شود‌می‌تعریف‌صورت‌‌دیندهند‌و‌ب‌نمایش‌می‌   را‌با‌نماد‌‌ روی‌‌ ‌وسیلۀ‌به‌ 

                               
را‌روی‌‌   اگر‌.‌هستند‌     به‌شکل‌‌ ای‌از‌تارهای‌،‌نسخهbای‌مثل‌ در‌نقطه‌   تارهای‌کلاف‌برگردان‌‌‌

‌‌‌اول‌ۀلفؤم ‌روی ‌تاری ‌یک‌کلاف ‌کنیم، ‌داریم‌ تصویر ‌م. ‌روی ‌تصویر ‌این ‌‌ۀلفؤاگر ‌شود ‌انجام ‌دوم دیاگرام‌این

‌:شود‌جایی‌حاصل‌می‌جابه

                        

لفۀؤم اول تصویر روی    

                   

 تصویر روی مؤلفۀ دوم     
            

                                 
            

        
  
         

 

                                                           
1. Randers norm 
2. Absolute homogeneity  

3. Matsumoto space 

4. Perturbation of the quartic metric 
5. Fundamental tensor 
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همان‌منیفلد‌‌  باشد،‌  با‌بعد‌‌ ،‌منیفلد‌مذکورچه‌ما‌از‌کلاف‌برگردان‌انتظار‌داریم،‌آنست‌که‌در‌تعریف‌‌آن

نگاشت‌تصویر‌‌  در‌نظر‌بگیریم‌و‌‌ ℝ،‌را‌‌ ‌،‌منیفلد ‌حول‌هر‌نقطه‌دلخواه‌منیفلد‌ و‌با‌کمک‌همسایگی‌باز‌‌ 

‌    در‌این‌صورت‌کلاف‌برگردان‌ما‌.‌یک‌تار‌این‌کلاف‌تاری‌باشد‌          باشد‌که‌هر‌‌ به‌‌  از‌

‌است‌      برداری‌کلاف‌مماسی‌سفته‌‌خواهد‌بود‌که‌یک‌کلاف از‌فضاهای‌      تارهای‌آن‌در‌هر‌نقطه‌.

 (.‌‌‌9شکل‌)‌شود‌میتشکیل‌‌   مماس‌

‌

‌

‌

‌9-3شکل

 

 

 

 

‌کنیم ،]5[. 23 تعریف         فرض
 

 
           ‌‌       و

 

 
                     

‌      این‌ضرایب‌یک‌میدان‌برداری‌روی‌.‌شود‌نامیده‌می‌9ضرایب‌ژئودزیک‌  ،‌نگاشت‌موضعی          

‌:کند‌تعریف‌میصورت‌‌دینب

    
 

   
       

 

   
 

‌.شود‌نامیده‌می‌ ‌وسیلۀ‌به‌2اسپری‌القایی  .‌است‌‌  ،  و‌روی‌بردارهای‌مماس‌در‌‌‌  ،‌      که‌روی‌

یک‌تبدیل‌‌     ‌2در‌سوی‌3انحنای‌ریمانی.‌باشد‌ یک‌فضای‌فینسلری‌از‌بعد‌‌     اگر‌ ،]5[. 24 تعریف

‌.‌است‌          خطی‌

        اگر ،]5[. 25 تعریف
‌           و‌‌   دلخواه‌برای‌ۀیک‌پای‌ 

   
 
     

   

          

              

       
   

   

   

    ‌) ,‌ 
                    

        
        

  

          ریچی‌را‌‌گاه‌انحنای‌باشند‌آن
     

‌‌.کنیم‌تعریف‌می‌   

‌:یک‌بردار‌باشد‌       یک‌صفحه‌مماس‌و‌‌     اگر‌‌،]5[. 26 تعریف

       
           

                             
 

‌می ‌پرچمی ‌انحنای ‌)‌نامیم‌را ‌2شکل .)‌ ‌پرچمی ‌انحنای ‌می‌      اگر ‌ثابت‌باشد، ‌‌یک‌مقدار انحنای‌‌ گوییم

‌(.را‌ببینید‌]2[‌399ص)‌‌پرچمی‌ثابت‌دارد

یک‌منیفلد‌فینسلری‌فشرده،‌همبند‌و‌بدون‌مرز‌با‌انحنای‌‌     فرض‌کنیم‌‌‌،] [(زاده-اکبر ۀقضی). 27ۀ قضی

‌.باشد‌ پرچمی‌ثابت‌

‌.ریمانی‌است‌     گاه‌‌،‌آن   اگر‌(‌الف

                                                           
1. Geodesic coefficients 

2. Spray 

3. Riemann curvature 
4. direction 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌167رده‌هایی‌از‌مترهای‌فینسلریخمینه‌های‌تخت‌با‌ابعاد‌پایین‌با‌

‌.است(‌مینکوفسکی‌موضعاً)تخت‌‌     گاه‌‌،‌آن   اگر‌(‌ب
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 .1شکل 
نامیده‌(‌9مینکوفسکی‌یا‌موضعاً)تخت‌موضعاً‌،‌     منیفلد‌فینسلری‌( منیفلدهای فینسلری تخت) .28 تعریف

موجود‌‌ در‌‌ ℝ                 یک‌دستگاه‌مختصات‌موضعی‌ ‌   در‌هر‌نقطه‌‌شود‌اگر‌می

  ‌‌که‌طوری‌باشد،‌به
              

            
 .‌باشد‌ مستقل‌از‌ 

‌.   تخت‌است‌اگر‌وتنها‌اگر‌‌موضعاً‌      منیفلد‌ریمانی‌(‌الف‌. 29ۀ قضی

‌.   گاه‌‌تخت‌باشد،‌آن‌      اگر‌منیفلد‌فینسلری‌(‌ب‌‌‌‌‌‌‌‌‌

تخت‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌موضعا‌اقلیدسی‌باشد‌و‌این‌یعنی‌اگر‌و‌‌یک‌خمینه‌ریمانی،‌موضعاًمی‌دانیم‌(‌الف‌‌:برهان

‌‌.تنها‌اگر‌‌انحنای‌برشی‌آن‌مساوی‌صفر‌باشد

است‌و‌بنا‌به‌تعریف‌‌  مستقل‌از‌‌‌ ‌ ‌9باشد،‌بنا‌به‌تعریف(‌مینکوفسکی‌موضعاً)اگر‌منیفلد‌فینسلری‌تخت‌(‌ب

‌جا‌صفر‌انحنای‌پرچمی‌ثابت‌دارد‌که‌این‌ گوییم‌‌یک‌مقدار‌ثابت‌باشد،‌می‌      وقتی‌انحنای‌پرچمی‌‌96

،‌یعنی‌       کند‌که‌‌و‌این‌ایجاب‌می‌           پس‌‌             است،‌یعنی‌

‌.انحنای‌ریچی‌صفر‌است

 های بیبرباخ با متر راندرز ساخت گروه ها و ماتریس

       را‌با‌ ‌ ℝنرم‌اقلیدسی‌روی‌
      

               ℝ گیریم،‌‌در‌نظر‌می‌‌

نشان‌داده،‌و‌با‌‌    را‌با‌نماد‌‌ ℝضرب‌داخلی‌روی‌.‌شود‌بعدی‌نامیده‌می- فضای‌اقلیدسی‌‌     ℝ ‌دوتایی 

‌:تعریف‌می‌کنیم‌صورت‌‌دینب‌ ℝکمک‌آن‌نرم‌راندرز‌را‌روی‌

 
   ℝ  ℝ                

  
               

  

2شبه‌متر
 :عبارت‌است‌از‌ ℝحاصل‌از‌این‌نرم‌روی‌ 

 
   ℝ  ℝ                                                              

                             
  

‌های‌باز‌‌گوی‌وسیلۀ‌بهساختار‌توپولوژی‌استانده‌حاصل‌از‌این‌متر،‌یعنی‌توپولوژی‌تولیدی‌

          ℝ                  ℝ                 

های‌گسسته‌‌های‌بیبرباخ‌احتمالی‌در‌این‌فضا‌نیاز‌به‌زیرگروه‌برای‌یافتن‌گروه.‌دهیم‌اساس‌بررسی‌قرار‌می‌ ℝرا‌روی‌

‌.‌داریم‌  های‌متر‌‌حاصل‌از‌ایزومتری

                                                           
1. Locally Minkowski 
2. Quasi- metric 
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        ϕ صورت‌‌به‌  های‌متر‌‌ایزومتری. 11 لم
    

‌.شوند‌ظاهر‌می‌ 

ϕخاصیت‌ایزومتری‌در‌این‌فضا‌برای‌یک‌تبدیل‌دلخواه‌‌:برهان  ℝ  ℝ  معادل‌است‌با‌‌:‌

   ϕ    ϕ            قضی‌‌ ‌به ‌بنا ‌موضوع ‌[1]‌.ک.ر)‌9اولام‌-مازور‌ۀاین ‌کند،‌می‌ایجاب(

 ϕ        
    

‌.باشد‌و‌بلعکس‌ ℝ            ℝ              ،‌که‌در‌آن‌ 

برای‌(.‌مدنظر‌است‌   که‌در‌این‌مرحله‌حالت‌‌ ℝحالت‌کلی‌:‌)‌‌ های‌‌ساختار‌دقیق‌ماتریس‌ .2ۀ برهان قضی

‌:برقراری‌شرط‌ایزومتری‌که‌در‌بالا‌مطرح‌شد‌داریم

 
 

   ϕ    ϕ             ϕ    ϕ        ϕ    ϕ                  

  ϕ    ϕ             ϕ    ϕ        ϕ    ϕ                  

  

  
 ϕ    ϕ           ϕ                ℝ  ϕ               

   ϕ    ϕ            
  

فرض‌‌   و‌سپس‌‌ کنیم‌آید،‌بررسی‌می‌دست‌می‌هبرقراری‌دومین‌شرط‌را‌با‌شرطی‌معادل‌‌که‌از‌محاسبات‌بالا‌ب

‌:شود‌‌می

                                                        
کند‌که‌تنها‌گروه‌بیبرباخ‌حاصل‌از‌این‌‌ایجاب‌می‌‌9توجه‌به‌ساختار‌گروه‌ها‌در‌ستون‌آخر‌جدول‌که‌آخرین‌شرط‌با

‌‌گروه ‌بردار ‌بودن ‌صورت‌آزاد ‌در ‌قسمتی  ها ‌فضای‌خارج ‌که ‌تبدیل‌همانی‌باشد ‌همان ‌است‌، ‌اش‌چنبره ‌اگر. ‌اما

‌بیبرباخ‌بعدی‌به‌تقریب‌‌آن‌    ‌فضای‌خارج‌قسمتیگاه‌متر‌فینسلری‌ریمانی‌بوده‌و‌گروه اش‌بطری‌‌ایزومتری،

‌.شود‌کلاین‌می

          
  

  
   

            

         
  
   

 
  

‌(.دست‌آمده‌است‌ههای‌متعامد‌ب‌این‌نتایج‌از‌تعریف‌ماتریس)

 
  
   

  
  

  
   

  

  
   

          

          
            

  

  صورت‌در‌راستای‌محور‌افقی‌یعنی‌به‌ شود‌که‌بردار‌‌که‌این‌شرایط‌زمانی‌برآورده‌می
  

 
یا‌موازی‌محور‌عمودی‌‌ 

 یعنی
 
  

 ترتیب‌از‌ماتریس‌‌باشد‌تا‌به‌ 
  
   

 یا‌‌ 
   
  

‌بتوان‌استفاده‌کرد‌  ‌‌9که‌البته‌با‌توجه‌به‌جدول.

‌.بیبرباخ‌شود‌تواند‌‌گروه‌تولیدی‌این‌دو‌ماتریس‌تابدار‌است‌و‌نمی

های‌جدول‌‌است‌به‌یکی‌از‌صورت‌   را‌که‌‌ شرط‌ایزومتری‌بودن،‌ساختار‌ماتریس‌:‌بعدی‌اکنون‌فضای‌سه

‌:]9[کند‌تبدیل‌می‌2

برای‌حفظ‌ده‌گروه‌بیبر‌باخ‌لازم‌است‌تا‌:‌ست‌کها‌شود‌آن‌و‌محاسبات‌موجود‌در‌آن‌حاصل‌می‌‌2چه‌از‌جدول‌آن

تعداد‌‌   فضا،‌اگر‌‌ۀهندس‌ۀزیرا‌در‌تعریف‌متر‌راندرز‌سازند.‌فینسلری‌ریمانی‌شودباشد‌یعنی‌متر‌‌   بردار‌

‌بیبرباخ‌کم‌گروه ‌بود‌های ‌خواهد ‌ده ‌از ‌تر ‌جدول. ‌در ‌موجود ‌بیبرباخ ‌گروه ‌شرطی‌بر‌‌‌2چون‌هر ‌شود ‌ظاهر بخواهد

   مورد‌نظر‌بردار‌برای‌نمونه‌در‌ردیف‌دوم‌ماتریس‌سازنده‌گروه‌بدون‌تاب‌‌کند،‌می‌تحمیل‌ های‌‌لفهؤم
 
 
 
را‌‌ 

                                                           
1. Mazur – Ulam theorem 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌169رده‌هایی‌از‌مترهای‌فینسلریخمینه‌های‌تخت‌با‌ابعاد‌پایین‌با‌

‌کند‌بدون‌تغییر‌حفظ‌می ‌‌در. ‌بردار    ردیف‌سوم
 
 
 
‌است‌  ‌سازگار ‌نظر ‌شرایط‌مورد ‌با ‌بردار‌. ‌ردیف‌چهارم در

   
 
 
 
   که‌در‌ردیف‌نهم‌باید‌‌قابل‌استفاده‌است؛‌در‌حالی‌‌ 

 
 
 
باشد‌که‌دو‌ماتریس‌سازنده‌گروه‌آن‌را‌حفظ‌‌ 

‌.‌   نها‌یعنی‌بردار‌آ‌ۀپس‌برآورده‌شدن‌هم.‌کنند‌

که‌بتواند‌هر‌بردار‌دلخواه‌‌ از‌سوی‌دیگر‌تنها‌ماتریس‌.‌هر‌خمینه‌فینسلری‌تخت،‌یک‌خمینه‌ریمانی‌تخت‌استپس‌

دلخواه‌باشد‌تنها‌گروه‌بیبرباخ‌‌ اگر‌:‌به‌اثبات‌رسید‌که‌9ۀ‌قضی(‌بند‌ب‌یعنی.‌کند‌ماتریس‌همانی‌است‌را‌حفظ‌ 

‌.چنبره‌است
 1 جدول

 زیرگروه‌نمایش‌زیرگروه‌ریختی؛‌تابدار‌یا‌بدون‌تاب‌به‌پیمانه‌یک‌    زیرگروه‌ایزومتری‌
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