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 چکیده 
ها هستند، در  مدول  -ℤ  های آبلی دقیقاًگروهجایی که  ها تعمیم داده شده است. از آنل به مدولآ هساز ایدمفهوم گراف پوچ  [19]در مرجع       

نمایش    AG(M)با نماد    را  Mساز یک گروه آبلی مانند  خواهند شد. گراف پوچ  های آبلی( بررسیها )گروهمدول  -ℤ  سازاین مقاله گراف پوچ

یک گروه آبلی ساده باشد. علاوه بر این تمام   Mیا   M≅ℤتهی است اگر و تنها اگر    AG(M)داد، گراف   هیمدهیم. در این راستا نشان خوامی

ساز آنها کامل، دوبخشی یا دوبخشی کامل هستند، مشخص خواهند شد. همچنین در مرجع  تولید شده که گراف پوچ  -های آبلی متناهیگروه

زار میپل ارائه  فامورد بررسی قرار دادند. در این مقاله ما الگوریتمی بر اساس نرمح و  طرهای آبلی را معلیه صفرگروه[ نویسندگان گراف مقسوم11]

 کند.زمان رسم میساز یک گروه آبلی دوری را همعلیه صفر و گراف پوچخواهیم داد که گراف مقسوم

 های کامل دوبخشی. های کامل، گرافساز، گرافمدول، گراف زیر مدول پوچ کلیدی: هایواژه

 مقدمه . 1
 مدول - Rشوند. برای یک  نظر گرفته می   راست یکانی در   ا، هها، مدول ها جابجایی و یکدار و مدول در سرتاسر این مقاله حلقه 

M   مجموع زیر  زیرمدول    M  ،ann(X)= {r ∈R| Xr=0}از    X  ۀ و  هر  برای  این،  بر   =M  (N :M)از    Nعلاوه 

{r ∈R| Mr ⊆  N}  جایی مانند هجاب  ۀعلیه صفر یک حلقگراف مقسوم𝑅   که با نماد ،Γ(𝑅)  شود، برای نمایش داده می

معرفی شد. پس از آن محققان زیادی سعی کردند که ارتباط بین  [  12]در مرجع  1988در سال  بک    اولین بار توسط

مدول    -𝑅، نویسندگان به یک  [20]مورد بررسی قرار دهند. در مرجع    Γ(𝑅)و خواص گرافی    𝑅  ۀحلقخواص جبری  

نمایش    Γ(𝑀)ها است. این گراف با نماد  حلقه   علیه صفرتعمیم گراف مقسوم   گرافی را نسبت دادند که دقیقاً  𝑀مانند  

 داده شده است.     

جایی ه های جاب ال حلقه ه ساز اید جایی به گراف پوچ ه های جاب حلقه   علیه صفر ، گراف مقسوم [14]و    [13]،[1]  مراجع   در 

مدول   -Rیک گراف را به   ،، نویسنده[19](. در IJ=0مجاور هستند در صورتی که   Jو   Iتعمیم داده شده است. )دو ایدال 

M   با    دهد نسبت می از گراف  AG(MR)شود. در واقع گراف  نمایش داده می  AG(MR)که  ایدپوچ   تعمیمی  ال  هساز 

مدول   - Rیک    Mفرض کنید  صورت زیر تعریف شده است:  به    AG(MR)در آن مقاله، گراف    جایی است.ههای جابحلقه 

را   N. زیرمدول  K(N:M)=0یا     N(K:M)=0صورتی که   در  N*K=0،  گوییم  .باشند  Mدو زیرمدول از    Kو    Nو  

تمام  ۀ. مجموع N*K=0موجود باشد به طوری که   Mاز   Kساز نامیم هرگاه زیرمدول ناصفری مانند  یک زیرمدول پوچ

Aدهیم و منظور از  نمایش می  A(M)را با    Mساز  های پوچزیرمدول
*
(M)از  ، عبارت استA(M)  ⃥{0}  . همچنین

S(M)   های تمام زیرمدول  ۀرا مجموع𝑀  ساز یک  گراف پوچگیریم.  در نظر میR-    مدولMدار است ، یک گراف غیرجهت

A  هایبا مجموعه گره
*
(M)    و دو عنصرN    وK    متعلق بهA

*
(M)  یم، هرگاه  یرا مجاور گوN*K=0    برای جزئیات
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،   i≠jاست، جایی که برای     x1-x2-…-xn-x1یک مسیر به فرم    Gدر    nرا ببینید. یک دور از طول    [19]بیشتر مرجع  

xi≠xj کمر .𝐺    را باgr(G)  ترین دور در  دهیم که عبارت است از طول کوتاهنمایش میG  در صورتی که ،G    شامل یک

ن مجاور باشند. یک  آمتمایز    ۀیک گراف کامل است در صورتی که هر دو گر  .∞=gr(G)دور باشد در غیر این صورت  

دهیم. یک زیر گراف کامل، زیرگرافی است که به عنوان گراف کامل باشد. گراف  نمایش می  Knگره را با   nگراف کامل با 

G  های  در صورتی که مجموعه گره  ، مییرا دو بخشی گوG   متمایز غیر تهی    ۀاجتماع دو زیرمجموعV1    و𝑉2    باشد، به

، نمایش   𝐾𝑚,𝑛مجاور نباشد. فرض کنید   V2و  V1به ترتیب با هیچ عضو دیگری از  V2و  V1طوری که هیچ عضوی از 

|𝑉2|ه  باشد به طوری ک   V2و    V1های متمایز غیر تهی  عه موگراف کامل دو بخشی روی زیر مج  = 𝑚    و|𝑉1| = 𝑛    در(

یک گروه آبلی    Mاگر    نامیم.را یک گراف ستاره می  K1,n( گراف  .توانند اعداد اصلی نامتناهی باشندمی  nو    mجا  این

xباشد برای هر   ∈ M ۀمرتب x   را با نماد𝐨(𝐱) دهیمنمایش می  . 

 توان دررا میاند  ها که در نتایج استفاده شدهها و گرافها، مدولای روی حلقه تمام نتایج پایه  وصطلاحات بیان نشده  ا

جایی توسط  ههای جابحلقه   علیه صفرهای مقسومهای اخیر گرافیافت. در دهه  [20]و    [16]  ، [15]  [9]،،  [6]  مراجع

دو    گاننویسند  [20]  و  [11]را ببینید. در    [17]  و  [8]،  [7]،  [2-5]هایی مورد مطالعه قرار گرفتند. برای مثال  نویسنده

 کند. را در مطالعه می های آبلیعلیه صفر گروهدهد و گراف مقسومنسبت می Mل  مدو  -Rگراف متفاوت را به یک  

 

 های آبلیساز گروه گراف پوچ  . 2
نمایش داده    AG(M)را که با نماد    Mساز منتسب به  یک گروه آبلی باشد. در این بخش گراف پوچ  𝑀فرض کنید  

تهی، یا یک گراف متناهی باشد را با  یک گراف    AG(M)که  شود را مجدد تعریف کرده و شرط لازم و کافی برای اینمی

 آوریم. می دستبههای آبلی استفاده از خواص گروه

موجود    Mاز    K  نا صفر نامیم، هرگاه زیر گروه  ساز می را پوچ   Mاز    Nیک گروه آبلی باشد. زیرگروه    Mفرض کنید    . 2.1  تعریف 

  A*(M)=A(M)  ⃥ {0}نمایش داده و    A(M)را با نماد    Mساز  های پوچ تمام زیرگروه   ۀ مجموع .  N*K=0باشد به طوری که  

گرافی ساده و بدون طوق با مجموعه    AG(M)دهیم.  نمایش می   AG(M)را با نماد    Mساز  گراف پوچ   شود. در نظر گرفته می 

 . N*K=0را مجاور نامیم هرگاه    A*(M)در    Kو    Nاست و دو گره متمایز    A*(M)های  گره 

 اند. چند گروه آبلی رسم شده AG(M)ساز و گراف پوچ Γ(M)علیه صفر های زیر گراف مقسومدر شکل :2.2 مثال
       
 
 
 
 

 

 

 

 

 
        𝛤(ℤ49)                                           𝐴𝐺(ℤ49)           
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                         Γ(ℤ64)                                       AG(ℤ64)                                 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
   

                    Γ(ℤ75)                                            AG(ℤ75)                    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                    Γ(ℤ77)                                                   AG(ℤ77)                        
                                      

                                                                                                                                                           
                           

  
 
  

 
 
 

 
                                               𝛤(ℤ121)                                              𝐴𝐺(ℤ121)       
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                                              𝛤(ℤ125)                                𝐴𝐺(ℤ125)                                        

 

نیز با هم   AG(N)و   AG(M)گاه  یخت باشند، آنردو گروه آبلی یک  Nو   Mتوان نشان داد که اگر  : به راحتی مینکته

  B2و    B1موجود است به طوری که اگر   f:𝐴∗(M)→  𝐴∗(𝑁)  هستند یا به عبارت دیگر تابعی دوسویی مانند ریخت  یک

 هستند.  AG(N)دو گره مجاور در   f(B2)و  f(B1)گاه  باشند، آن AG(M)دو گره مجاور در  

یا برای عدد اول    M≅ℤاگر و تنها اگر  ∅=AG(M) یک گروه آبلی باشد. در این صورت    Mفرض کنید    .2.3  گزاره 

p  ،M ≅ ℤp. 

  ann(M)تهی است اگر و تنها اگر    AG(M)، گراف    Mبرای یک گروه آبلی    ،[19]ع  از مرج  2.5طبق گزاره    اثبات:

M∉ Aو   ℤال اول  هاید
*
(M).  :دو حالت ممکن است رخ دهد 

نامتناهی   Mهر عضو غیر صفر    ۀدهیم که مرتبابتدا نشان میدر این صورت  .  ann(M)={0}حالت اول: فرض کنید  

𝑜(𝑎)داریم    ،nبرای عدد صحیح مثبت  و    a∈M≠0است. با استفاده از برهان خلف، فرض کنید   = 𝑛  قرار دهید .A=<a>  .

،  x∈Mو از این رو برای هر    Mk⊆A. بنابراین  kℤ=(A:M)است. فرض کنید    ℤال غیر صفر  هاید  (A:M)طبق فرض،  

xk . ⎸A⎹ = xkn = 0  بنابراین .kn∈ann(M)  این یک تناقض است. بنابراین برای هر عضو غیر صفر .t∈ℤ  ،Mt≅M  .

  <G=<g.قرار دهید  .  g∈M≠0فرض کنید  برای این منظور،  یک گروه دوری نامتناهی است.    Mدهیم که  اکنون نشان می

گروه غیر   ریک زی  Mt، پس  ann(M)={0}. چون  tℤ=(G:M)، داریم  𝑡عدد صحیح غیر صفر با استفاده از فرض برای  

 های دوری نامتناهی هستند.گروه Mو از این رو   Mtاست. بنابراین   Gصفر از گروه دوری نامتناهی  

p∈ℤ   ،ann(M)  ی مانند عدد اول   ه ازایحالت دوم: فرض کنید ب = 𝑝ℤ  چون .pℤ  ال ماکسیمال  هایدℤ    است، برای هر

غیر صفر   ساد  پس   x>=ℤp>بنابراین    .x∈ℤ  ،ann(x)=ann(<x>)=pℤ  عضو  گروه  زیر  نتیجه    M  ۀ یک  این  است. 

وجود دارد به    Mاز    𝐾یک زیر گروه   باشد،  Mیک زیر گروه غیر بدیهی از   Nساده است. اگر  نیم  -  ℤیک   Mدهد که می

هستند که یک    AG(M)مجاور در    ۀدو گر  𝐾و    𝑁،  [19]  از مرجع2.6 ۀ  . از این رو طبق گزارM=N⊕Kطوری که  

 ■. M≅ℤp، از این رو  ann(M)=pℤ  کهیک گروه ساده است   Mتناقض است. بنابراین  

 پذیر نداشته باشد.  یم در صورتی که زیرگروه بخشیگورا کاهش یافته می  Mگروه آبلی یادآوری:

 یک گروه کاهش یافته است.   M. در این صورت  AG(M)=ϕیک گروه آبلی باشد به طوری که    Mفرض کنید    . 2.4نتیجه 

 ■ قبل برهان واضح است. ۀطبق گزار اثبات:

در شرط زنجیر صعودی    M. در این صورت  AG(M)≠ϕیک گروه آبلی باشد به طوری که    Mفرض کنید    . 2.5گزاره  

 هایش صدق کند. در شرط زنجیر صعودی ) نزولی( روی گره   AG(M)اگر و تنها اگر    کند صدق می   هایش گروه زولی( روی زیر ن ) 
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نباشد یا  R ال اول  هاید ann(M)تهی است اگر و تنها اگر یا    غیر  AG(M)گراف    ،[19] ع از مرج 2.5 ۀ: طبق گزاراثبات

A*(M)=S(M)  ⃥{0}.    جایی که(S(M)   های  تمام زیرگروه  ۀمجموعM  )اگر    استA*(M)=S(M)  ⃥{0}     برهان کامل

وجود دارند به طوری که     a,b∈ℤ  ⃥{1}  صورت در این   . ann(M)=nℤداریم    n∈ℤاول    . اکنون فرض کنید برای عدد غیر است

n=ab  واضح است که .Ma    وMb   های غیر صفر  زیرگروهM   هستند به طوری که  Ma(Mb:M)={0}   پسMa∈A*(M)  با .

با    f: M→Maکند. از طرف دیگر نگاشت  صدق می   هایش گروه )نزولی( روی زیر نجیر صعودی  در شرط ز   Maاستفاده از فرض،  

𝑚، برای هر  f(m)=ma،  ضابطه  ∈ 𝑀 ،   ن   همریختی پوشای گروهی است. بنابرای   یک𝑀/ ker f ≅ Ma    و از این رو𝑀/ ker f  

زیر  روی  )نزولی(  صعودی  زنجیر  شرط   می   هایش گروه در  اگ صدق  kerر کند.  f = آن {0} رو    M≅Maگاه  ،  این  از  و 

ann(M)=ann(Ma)  پس .،b ∈ ann(Ma) = ann(M)   دانیم که  که یک تناقض است. میker f={xϵM ⎹ xa=0}    یک زیر

ker. بنابراین هم  ker f∈A*(M)پس    ,Ma(ker f:M)=M(ker f:M)a⊆(ker f)a={0}جا که  است. از آن   𝑀گروه از   f    و

/Mهم   ker f     کنند. بنابراین  صدق می   یشان گروه ها در شرط زنجیر صعودی )نزولی( روی زیرM   .نیز چنین است ■ 

دانیم که  می  نامیم. مدول از طول متناهی می  -Rباشد، یک  را که دارای سری ترکیب می  Mمدول    -R: یک  یادآوری

هم در شرط زنجیر نزولی روی زیر مدول با طول متناهی است اگر و تنها اگر هم در شرط زنجیر صعودی و    -Rیک  

ریخت هستند، به  یک  ℤ𝑝  به ازای عدد اولی مانند، با   های آبلی ساده، دقیقاًجایی که گروههایش صدق کند. از آنمدول

 های متناهی هستند. های آبلی با طول متناهی، خود گروهوضوح گروه

 . در این صورت موارد زیر معادل هستند.AG(M) ≠ ϕیک گروه آبلی باشد به طوری که   Mفرض کنید   .2.6 قضیه

1. M  .یک گروه متناهی است 

2.  M  .تعداد متناهی زیر گروه دارد 

 یک گراف متناهی است.  AG(M)گراف  .3

 واضح هستند.  3→2و   2→1:   اثبات

هم در شرط زنجیر نزولی    هم در شرط زنجیر صعودی و  AG(M)گاه  یک گراف متناهی باشد، آن  AG(M): اگر  1→3

یک گروه متناهی    Mبنابراین    . یک گروه آبلی با طول متناهی است  M،  2.5  ۀکند. طبق گزارهایش صدق میروی گره

 ■ است.

 های کاملافگر   .3

) هر مجموع مستقیم ساده همگننیمهای آبلی  ههای آبلی، یعنی گروساز دو دسته مهم از گروهدر این بخش، گراف پوچ

کنیم  دهیم و در انتها مشخص میپذیر را مورد مطالعه قرار میهای آبلی بخشو گروه ی یکریخت(های آبلی سادهاز گروه

از این دو دسته در یکی    Mکامل باشد آن است که   Mساز یک گروه آبلی مانند شرط لازم و کافی برای اینکه گراف پوچ

 آبلی قرار گیرد.  هایاز گروه

𝑀د  قرار دهی  باشد.   I| ≥2⎸گزار با  اندیس  ۀیک مجموع   𝐼  و  عددی اول  𝑝فرض کنید    .3.1  گزاره  =⊕𝐼 ℤ𝑝.    در این

 .A*( M)= S(M)  ⃥{0}یک گراف کامل است و   AG(M)صورت  

ال ماکسیمال هاید  pℤجا که و از آن   M،pℤ⊆(N:M)≠ℤ از  N  سره  واضح است که برای هر زیر گروه غیر بدیهی  اثبات:

ℤ    است، پسpℤ=(N:M)که  . با توجه به اینM    یکℤ-  برای هر  ،  [6] از مرجع    2.9ساده است، طبق لم  مدول نیم
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𝐾ه وجود دارد به طوری ک  Iاز  J ۀ، یک زیرمجموع Mاز   Kزیرگروه  ≅ ⊕𝐽 ℤ𝑝. رض کنید  فN  یک زیرگروه سره ازM 

  . A*(M)=S(M)  ⃥ {0}در نتیجه  و    K(N:M)=K pℤ={0} داریم،    Mاز    Kباشد، در این صورت برای هر زیرگروه  

یا    pℤ=(A:M). پس یا  باشندسره    Bیا    Aبا شند به طوری که    Mایز غیر صفر از  مدو زیرگروه مت  Bو    Aفرض کنید  

(B:M)=pℤ رو  و از اینA*B=0. ■ 

 است.پذیر های بخشگروهبندی ساده و جدید برای لم زیر یک دسته

 یک گروه آبلی باشد. موارد زیر معادل هستند.  Mفرض کنید   .3.2  لم

 .M  ،(N:M)=0از  𝑁  ۀبرای هر زیرگروه سر  .1

2.  𝑀 پذیر است. یک گروه آبلی بخش 

 n. با استفاده از برهان خلف، فرض کنید  n  ،Mn=Mدهیم، برای هر عدد صحیح مثبت  : ابتدا نشان می2→1:  اثبات

تناقض است. بنابراین   . اینn∈({0}:M)={0}، بنابراین  Mn={0}. اگر  Mn≠Mعدد صحیح مثبتی باشد به طوری که  

Mn≠0 از طرف دیگر .n∈(Mn:M)  بنابر فرض .(Mn:M)={0}    و در نتیجهn=0 این یک تناقض است. بنابراین برای .

 پذیر است.یک گروه آبلی بخش Mاین بدان معناست که   ،Mn=Mداریم  nهر عدد صحیح مثبت  

گاه  غیر صفر باشد، آن  tباشد. اگر    t∈(K:M)و    Mیک زیرگروه سره از    Kپذیر،  یک گروه بخش  M: فرض کنید  1→2

M=Mt⊆K  که یک تناقض است. بنابراین ،(K:M)={0}.■ 

 . A*(M)=S(M)  ⃥{0}یک گراف کامل است و    AG(M)در این صورت    پذیر باشد. یک گروه بخش   Mکنید    فرض   . 3.3نتیجه 

 ■ .N*K=0داریم،    K  و   N. بنابراین برای هر زیرگروه  M  ،(N:M)=0از    N: با استفاده از لم بالا، برای هر زیرگروه  اثبات

 

 یک گروه آبلی باشد. موارد زیر معادل هستند.  Mفرض کنید    .3.4 گزاره

 .∞p  ،M≅ℤpبه ازای عدد اولی مانند   .1

 موجود نیست. Mعناصر  تمام  ۀمتناهی است و هیچ کران بالایی برای مرتب Mاز   سره ر زیرگروهه .2

 ، واضح است.∞ℤp: با استفاده از خواص 2→1:  اثبات

یک   N. با استفاده از برهان خلف، فرض کنید  M  ،(N:M)={0}از    Nکنیم که برای هر زیر گروه سره  : ادعا می1→2

از   سره  که    Mزیرگروه  طوری  به  هر  t∈(N:M)≠0باشد  برای  صورت  این  در   .m∈M  داریم  ،mt∈N   نتیجه در  و 

m t |N|=0 رو برای هر  . از اینm∈M  داریمO(m) ⎸ t⎹ N ⎸بنابراین .t ⎹ N ⎸    عناصر است.   ۀبالا برای مرتبیک کران

بنابراین    پذیر است.یک گروه آبلی بخش  M،    3.2  این با فرض در تناقض است. بنابراین ادعا ثابت شد. اکنون طبق لم

𝑀اعداد اول داریم    از   Pۀ  و زیرمجموع   I  گزاراندیس  ۀبرای مجموع  ≅ (⊕𝐼 ℚ) ⊕ (⊕𝑝∈𝑃 ℤp∞).      اما طبق فرض، هر

 ■.  ∞M≅ℤp. بنابراین  𝑝 ،  P={p}به ازای عدد اولی مانند   و I=ϕمتناهی است از این رو   Mزیر گروه سره از  

 است.کامل  آنهاساز های پوچکنیم که گرافهایی را مشخص میبخش، گروه ۀدر ادام

 یک گروه آبلی باشد. موارد زیر معادل هستند.  M: فرض کنید  3.5 قضیه

    است. S(M)  ⃥{0}های  یک گراف کامل با مجموعه گره AG(M)گراف  .1

 دهد: یکی از دو حالت زیر رخ می .2
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 پذیر است.یک گروه آبلی بخش Mالف. 

 . M≅⊕I ℤpموجود است به طوری که   Iگزار اندیس ۀو مجموع  pب. عدد اول  

موجود است به طوری که   Mاز  Nای مانند  ، زیرگروه سره3.2پذیر نباشد. بنا بر لم  بخش M: فرض کنید  2→1:  اثبات

(N:M)=nℤ ال غیر صفر از  هیک ایدZ دهیم که  است. ابتدا نشان میMn=0 برای این منظور، اگر .N={0}  به وضوح ،

Mn⊆N={0}  فرض کنید .N≠{0} بنا بر فرض .M∈ A*(M)  و گرافAG(M)  ،لذایک گراف کامل است  M*N=0  .

و این نتیجه   N(M:M)≠{0}نابراین  ب،  N≠{0}و    ℤ=(M:M). چون  N(M:M)={0}یا    M(N:M)={0}  بنابراین

 .Mn=0  . لذاM(N:M)=M(nℤ)=0دهد که می

توان نتیجه گرفت  . اگر این ادعا ثابت شود، میMp=0موجود است به طوری که    p  ی مانندکنیم که عدد اولحال ادعا می

دهد که  . این نتیجه میpZ=ann(M)، بنابراین  M≠0است و    ℤماکسیمال  ال  هیک اید  pℤ. چون  pℤ⊆ann(M)که،  

M  یکZ- ساده است به طوری که برای هر عضو غیر صفر  مدول نیم m∈M داریمannZ(m)=pℤ   یا به عبارت دیگر

صفر   غیر  عضو  هر  ≅mZداریم    m∈Mبرای  ℤ 𝑝ℤ⁄  ≅ℤp مجموع یک  برای  بنابراین   داریم   Iمانند    گزاراندیس  ۀ. 

M≅⊕I ℤpپردازیم. چون  ، این همان هدف مطلوب ماست. اکنون به اثبات ادعا میn    ،یک عدد صحیح مثبت است

اول   p1 , p2 , …, pاعداد 
m

که     طوری  به  هستند  n=p1 p2… pموجود 
m

نشان می حال  یک .  ازای  به  که  دهیم 

1≤j ≤m پس    ، داریمMp
j
j ≤m  ،Mp≥ 1  هر  . با استفاده از برهان خلف، فرض کنید به ازای  0=

j
. اگر برای  {0} ≠ 

1 ≤i ≤m  ،Mp
i

M, Mpجایی که  باشد، از آن   Mیک زیرگروه سره از    
i
 ∈S(M)  ⃥ {0}    و گرافAG(M)   یک گراف

است، پس   M*Mpکامل 
i
Mp. چون    0=

i
 (M:M)    است، پس M(Mpغیر صفر 

i
:M)=0  از طرفی می دانیم که  . 

p
i
∈(Mp

i
:M)  ،  پسMp

i
= Mpداریم    i ≤m≥ 1که این تناقض با فرض خلف دارد. بنابراین برای هر    0

i
=M  اما .

 دانیم که  از طرفی می

{0}=Mn=Mp1 p2…p
m

=( M p1) p2 p3… p
m

= (𝑀p2)…p
m

=M.  

Mp، داریم   j ≤m≥1این یک تناقض است. تناقض از آنجا حاصل شد که فرض کردیم برای هر   
j
. از این رو ادعا  0≠ 

 ■. د ش ثابت

 برهان واضح است. 3.1و گزاره   2.5: طبق نتیجه  2  →   1   

 یک گروه آبلی باشد. موارد زیر معادل هستند. M: فرض کنید  3.6 نتیجه

1. M پذیر است.یک گروه آبلی بخش 

 پذیر است.شامل یک زیرگروه بخش Mیک گراف کامل است و     Mساز گراف پوچ .2

 : طبق نتیجه واضح است1 →  2 :اثبات

یک گروه ساده نیست. فرض    Dباشد. به وضوح    Mپذیر از گروه آبلی  یک زیر گروه بخش  D: فرض کنید  2   →   1   

، بنابراین    (D:N)⊇(D:M)جایی که  . از آن0=(D:N)،  3.2باشد. با استفاده از لم    Dیک زیرگروه سره از    Nکنید  

(D:M)=0می نتیجه  این  برای.  که  صفر    دهد  غیر  زیرگروه  نتیجه    و   M  ،K(D:M)=0از    Kهر  در 

A*(M)=S(M)  ⃥{0}یا  3.5  ۀبر قضی  . حال بنا ،M  پذیر است یا  یک گروه آبلی بخشM  ساده است.  یک گروه آبلی نیم

 ■  پذیر است. یک گروه آبلی بخش   M، بنابراین نیستند پذیری  ساده، دارای زیرگروه بخش های آبلی نیم جایی که گروه از آن 
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 های دو بخشی گراف  .4

دهیم. ابتدا، شرط لازم و کافی  سازشان دو بخشی است اختصاص میهایی که گراف پوچگروه  ۀاین بخش را به مطالع

های آبلی متناهی  آوریم. گروهمی  دستبهساز یک گروه آبلی متناهی، ستاره یا دو بخشی باشد را  که گراف پوچبرای این

کنیم که نقش مهمی  کنیم. با یک لم شروع میمیبندی  سازشان، گرافی دوبخشی است دستهتولید شده را که گراف پوچ

 کند. را در این بخش ایفا می

جایی که    dℤ=(x̅Z:Zn)باشد. در این صورت    ℤnیک زیرگروه از    x̅ℤیک عدد صحیح مثبت و    n: فرض کنید  4.1 لم

(x,n)=d  

  dکند، لذا  را عاد می  xو هم    nهم    dچون  .  b∈ℤ  ،n⎹ c-xbبرای    در این صورت.  c∈(x̅ℤ:ℤn): فرض کنید  اثبات

xpکه    طوری   موجود هستند به  ℤمتعلق به    qو    pعناصرعکس،  ه  . بکندرا نیز عاد می  𝑐عنصر   + nq = d  لذا برای .

yهر  ∈ ℤ𝑛   داریم 

dy = xpy + nqy = xpy ∈ xℤ. 

 ■مطلوب است.  ۀاین همان نتیج

 زیر معادل هستند. های گزاره یک گروه آبلی باشد. M: فرض کنید  4.2 قضیه

1   .AG(M) متناهی است. ۀ یک گراف ستار 

 :برقرار استهای زیر .  یکی از حالت2

 . q  ،M≅ℤpqو   pالف. برای اعداد اول متمایز  

 .n≤4  ،M≅ℤpn≥3 عدد صحیحاو  p  یعدد اول  ه ازایب. ب

یک گروه آبلی متناهی است.    M،  2.6قضیه    بر  بنامتناهی باشد.    ۀیک گراف ستار  AG(M): فرض کنید  2→1:  اثبات

p1 , p2, …, p  اول دبنابراین اعدا
m

,𝛼1و اعداد صحیح مثبت   𝛼2, … , 𝛼𝑚 به طوری که موجود هستند 

𝑀 ≅ ℤ𝑝1
𝛼1 ⊕ ℤ𝑝2

𝛼2 ⊕ ⋯ ⊕ ℤ𝑝𝑚
𝛼𝑚. 

 دهیم.اثبات را طی سه گام ادامه می 

   . قرار دهید  m≥3. با استفاده از برهان خلف، فرض کنید  m≤2که   دهیم گام اول: نشان می

N1 = ℤ𝑝1
𝛼1  ⊕{0}⊕⋯⊕{0} ،          N2 = {0}⊕ ℤ𝑝2

𝛼2  و {0}⊕⋯{0}⊕ 

N3 = {0}⊕{0}⊕ℤ𝑝3
𝛼3 ⊕{0}⊕⋯⊕{0}. 

دو به دو با هم   AG(M). لذا این سه گروه در  هستند Mاز   دو به دو مجزاسه زیرگروه   N3و   N1   ،N2 ح است کهواض

 است. AG(M)مجاور هستند. این در تناقض با ستاره بودن گراف  

 m ،   (ℤpn ⊕  ℤpm) AGو    nو اعداد صحیح مثبت    p  ی مانند دهیم، برای عدد اولگام دوم: در این مرحله نشان می

را به   Mاز    N3و    N1    ،N2های  گاه زیرگروه، آنn=m≥1  در جهت اثبات این ادعا، اگر  گراف ستاره نیست.هیچ گاه  

N1= Zpn  کنیم.صورت زیر تعریف می  ⊕ {0}  ،N2= {0}⊕  Zpn    وN3={(x,x) | x ε ℤpn}  واضح است که .N1،  N2  

هستند  AG(M) از  سه زیرگروه    N3و    N1  ،N2لذا    .صفر دارندهستند که دو به دو اشتراک    Mاز    گروه متمایزسه زیر  N3و  
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. در  m>n≥1است، حال، فرض کنید که  AG(M) که دو به دو با هم مجاور هستند. این در تناقض با ستاره بودن گراف 

   N1={0}⊕ <p>  ،N2=ℤpn ⊕{0}کنیم. را به صورت زیر تعریف می  N4و    N1    ،N2  ،  N3های این حالت زیرگروه

  N1. پس   M:N1( N4  = (0لذا ),ℤn)=P M: N1واضح است که    <N4=ℤpn ⊕ <pm-nو   N3= {0} ⊕ ℤpmو 

مجاور هستند.  AG(M)نیز در   N1و   N2رو  . از اینN2  ∩  N1 {0}=مجاور هستند. از طرف دیگر AG(M)در   N4و  

،  AG(M)که در گراف    دهدمجاور هستند. این به وضوح نشان می  AG(M)در    N2و    N3در نتیجه    N3  ∩  N2  {0}=اما  

 است. AG(M). این در تناقض با فرض ستاره بودن گراف  deg(N2) ≥2و  deg(N1) ≥2داریم 

، گراف  Mساز یک گروه آبلی مانند  ف پوچهای اول و دوم به این نتیجه رسیدیم که، اگر گرابنابراین با استفاده از گام

m  ،M≅  ℤpnو    n  و اعداد صحیح مثبت  qو    pگاه یا به ازای اعداد اول متمایز  متناهی باشد، آن  ۀستار  ⊕ ℤqm    یا به

 .n   ،M≅ ℤpnو عدد صحیح مثبت،   pازای عدد اول  

،  m+n≥3، که  mو   nو اعداد صحیح مثبت    qو   pگام سوم: در این مرحله نشان خواهیم داد که، برای اعداد اول متمایز  

 ℤpn ⊕ ℤqm=M  یک زیر گروه سره از  Nگاه ستاره نیست. فرض کنید  هیچ  ℤpn⊕  ℤqmساز گروه آبلی  گراف پوچ

   :، داریم4.1ده از لم  ا. با استف <N=<pr qsجود هستند به طوری که مو s≤m≥0و    r≤n≥0باشد. اعداد صحیح 

(N:M)=(prqs  ℤ : ℤpn⊕ ℤqm  )=(pr qs :pn qm  )ℤ=prqsℤ.. 

است. با این استدلال،   AG(M)یک گره از گراف     Nو در نتیجه    N*K=0داریم    <K= <pn-r qm-sبنابراین، با فرض  

  M  ساز هستند. از طرف دیگر به وضوحهایی از گراف پوچ ، گره Mهای غیربدیهی از  توان نتیجه رفت که تمام زیرگروه می 

موجود است که با تمام    AG(M)در    Nای مانند  ستاره باشد، گره  Mساز  نیست. اگر گراف پوچ  AG(M)ای از گراف  گره 

، این <N≠<qو      <N≠<pبه وضوح     s≤m≥0و    r≤n≥0جایی که    <N=<pr qsهای دیگر مجاور است. فرض کنید  گره 

. از  pm qn⎹ pq. از این روp>qℤ=0>و در نتیجه   p>*<q>=0>پس    <N=<qیا   <N=<pبدان علت است که، اگر  

دهند که . این دو نتیجه می N*<q> =0و    N*<p> =0دانیم   می ، این یک تناقض است. از طرفی  n+m≥3جا که  آن 

<pr qs>pZ=0   و<pr qs>qZ=0 بنابراین .pn qm ⎸ pr+1 qs    وpn qm⎹ pr qs+1 .این یک تناقض است . 

متناهی   ۀ، ستارMساز یک گروه آبلی مانند  خواهیم رسید که، اگر گراف پوچ گریبندی مجدد، به این روشنبا یک جمع

 دو حالت بیشتر حادث نخواهد شد.  باشد، 

 یا   q   ،M≅ℤpq≅ ℤp⊕  ℤqو   p. برای اعداد اول متمایز  1

اول  2 برای عدد   .p    و عدد صحیح مثبتn  ،M≅ℤpn  اگر آنگاه سه زیرگروه  n≥5. در حالت دوم،   ،N1= <pn-1>  ،

N2=<pn-2>    وN3=<pn-3>گراف    های متمایزی از، گرهAG(M)    هستند که دو به دو با هم مجاور هستند. این تناقض

یک    AG(M)گاه به ترتیب  ، آنn=2یا    n=1. اگر  n≤4دارد. پس در حالت دوم     AG(M)با فرض ستاره بودن گراف  

 .n≤4≥3ای است. از این رو   نقطهگراف تهی یا یک گراف تک

عددی اول   pبا دو گره و یک لبه است و اگر    اعداد اول متمایز( یک گراف  qو    p)    ℤpqساز  : به وضوح گراف پوچ1→2

یک گراف ستاره با سه گره و دو    p  ،ℤp4یک گراف با دو گره و یک لبه و برای عدد اول    ℤp3ساز  گاه گراف پوچباشد آن

 ■  لبه است.
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ساز پوچکنیم که گراف  های آبلی )متناهی تولید شده( میسازی گروهمعطوف به مشخص در ادامه این بخش سعی خود را

 بخشی کامل است.  بخشی یا دو  ، یک گراف دو هاآن

 یک گروه آبلی باشد. موارد زیر معادل هستند.  Mفرض کنید    .4.3گزاره  

1  .AG(M) .یک گراف دو بخشی متناهی است 

 : افتدهای زیر اتفاق می. یکی از حالت2

 ریخت است. کی ℤpqبا   q  ،Mو   pالف. برای اعداد متمایز  

 ریخت است. یک ℤpq2با   q ،Mو   pب. برای اعداد متمایز  

 ریخت است.یک ℤpnبا   n≤4 𝑀≥3و عدد صحیح مثبت  pج. برای عدد اول  

  ۀ زوج است. بنابراین طبق گزار  AG(M)یک گراف دو بخشی است، طول هر دور در    AG(M): از آنجا که   2→1  : اثبات

یا    [19]از مرجع    2.7  ،gr(AG(M))=4    یاgr(AG(M))=∞2.6  ۀ. طبق قضی  ،M   .آبلی متناهی است یک گروه 

p1 , p2 ,…, pبنابراین اعداد اول  
m

,⍺1,⍺2و اعداد صحیح مثبت   … ,⍺𝑚 وجود دارند به طوری که 

𝑀 ≅ ℤ𝑝1
𝛼1 ⊕ ℤ𝑝2

𝛼2 ⊕ ⋯ ⊕ ℤ𝑝𝑚
𝛼𝑚.. 

 افتد.برهان در حالت طبیعی در پنج گام اتفاق می  ه، شود ک، نشان داده می4.2  ۀ( از قضی1)با تحلیل مشابه با برهان حالت  

 : . فرض کنید چنین باشد. قرار دهید n≥1   ،M≅ℤpn⊕ ℤpnو عدد صحیح مثبت  pگام اول: برای عدد اول  

 N1= ℤpn⊕{0}   ،N2={0}⊕ ℤpn    وN3= {(k,k)|k∈ℤpn}  واضح است که .N1    ،N2    وN3    سه زیرگروه متمایز

 شامل یک مثلث است، که یک تناقض است.  AG(M)مجاور هستند. پس   AG(M)هستند که در   Mاز 

ریخت  یک   ℤpn⊕ℤp2nگاه با  هیچ  n  ،𝑀و عدد صحیح مثبت    pدهیم که برای عدد اول  گام دوم: در این مرحله نشان می

 N1={0}⊕ ℤp3  ،N2= ℤp ⊕{0}. اگر قرار دهیم  M≅ℤp⊕ ℤp3و    n=1کنید    نیست. برای این هدف، ابتدا فرض 

  که توان نتیجه گرفتمی pℤ = (N3:M)و  N1∩ N2={0}  ،N1∩ N3={0}که ، آنگاه از این <N3={0}⊕<pو 

N1* N2=0    ،N1* N3=0    وN2* N3=0دهد که گراف شامل یک مثلث است که تناقض با فرض  . این نتیجه می

،  <N3={0}⊕ <pn+1و    <N1=<p>⊕{0}  ،N2={0}⊕ <pn. اگر قرار دهیم  n≥2کنیم  است. اکنون فرض می 

 *N1* N2=N1توان نتیجه گرفت کهمی  ،pn+1ℤ=(N3:M)و    N1∩ N2=N1∩ N3={0}که  به وضوح از این  گاه آن 

N3=0   وN2(N3:M)=N2 pn+1 ℤ=0  در نتیجه .N1   ،N2   وN3    سه گره درAG(M)   به دو مجاور  هستند که دو

 هستند. این یک تناقض است. 

  ℤpn⊕  ℤpm  با      m>n≥1    ،Mکه    nو    mو عدد صحیح مثبت    pگام سوم: در این مرحله نشان خواهیم داد که برای عدد اول  

کنید  یک  فرض  خلف،  برهان  از  استفاده  با  نیست.  دهیم  M≅Zpn⊕ Zpmریخت  قرار   .N1=<p>⊕{0}  ،

N2=<0>⊕ <pm-n>    وN3=<0> ⊕<pn>    به وضوح .(N3:ℤpn⊕ ℤpm)=pnℤ   و  N1∩ N2=N1∩ N3={0}  .

شامل مثلث    AG(M)یعنی گراف    N1* N2=N1 *N3=N2* N3={0}،    [ 20] از مرجع    1.3بنابراین با استفاده از لم  

N2— N1— N3— N2 ماند. یا اینکه به ازای اعداد اول متمایز است. این یک تناقض است. تنها دو حالت باقی می𝑝  و𝑞    و

 . n    ،M≅ℤpnو عدد صحیح مثبت    𝑝یا به ازای عدد اول    M≅ℤpn⊕ ℤqm، داریم    nو    mاعداد صحیح مثبت  
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. ادعا    M≅ℤpn ⊕ℤqmداریم     nو    mو اعداد صحیح مثبت    qو    pگام چهارم: فرض کنید به ازای اعداد اول متمایز  

   m>2با استفاده از برهان خلف، فرض کنید    m≠n  ، آنگاه  n=2یا    m=2. علاوه بر آن اگر    n≤2و     m≤2کنیم که  می

و    <N1=<pnq>،  N2=<pn qm-1دهیم  . قرار می   m≥3له، فرض کنید   أ . بدون کاسته شدن از کلیت مس  n>2یا  

N3=<qm>  .  که است  از     N3و    N2و    N1واضح  متمایز  گروه  زیر  لم  Mسه  از  استفاده  با  داریم     4.1  هستند. 

(N1:M)=pnqℤ  ،(N2:M)=pn qm-1ℤ    و(N3:M)=qmℤبنابراین .   N1* N2=N1* N3=N2* N3=0 از این .

گاه  ، آنM≅ℤp2⊕ ℤq2دو به دو مجاور هستند. این یک تناقض است. اگر    AG(M)  در  N3و    N1    ،N2رو سه گره  

شامل یک مثلث   AG(M)اف  گررسیم که  این نتیجه می به،  <N3=<pq2  و   <N1=<pq>    ،N2=<p2qبا فرض    مجدداً

 . qو   p، برای اعداد اول متمایز   M≅ℤpq2  یا   M≅ℤpqاست. بنابراین حتما   

تنها    AG(ℤp2)و    AG(ℤp)=ϕ. چون    n   ،M≅ℤpnو عدد صحیح مثبت   pم: فرض کنید به ازای عدد اول جگام پن

 و <N1=<pn-1>   ،N2=<pn-2، آنگاه سه زیر گروه   n≥5. اگر   n≥3دارای یک گره است، پس  

 N3=<pn-3>    سه گره متمایز درAG(M)  3  هستند که دو به دو مجاور هستند. این یک تناقض است از این رو≤n≤4   

 و حکم کامل است.

سازشان یا گراف ستاره است یا گراف  کند که گراف پوچهای آبلی متناهیا تولید شده را مشخص میبعدی گروه  ۀنتیج

 است.  دوبخشی متناهی

 ■ ت.: واضح اس 1→2 

 متناهی تولید شده باشد. موارد زیر معادل هستند. نا یک گروه آبلی  Mفرض کنید     . 4.4قضیه

1.  AG(M)  متناهی است.نایک گراف ستاره 

2.  AG(M)   متناهی است.نایک گراف دوبخشی 

 .p  ،M≅ℤp ⊕ℤبرای عدد اول  . 3

 : اثبات

 واضح است.  : 2→1

p1, p2,…, pیک گروه آبلی متناهی تولید شده است، بنابراین اعداد اول متمایز،      Mاز آنجا که   :3→2
m

و اعداد    

M≅Zp1موجود هستند به طوری که     ⍺1, ⍺2,…, ⍺mصحیح مثبت،  

α1 ⊕Zp2

α2 ⊕⋯⊕Zpm
αm ⊕ℤ⊕…⊕ℤ  ،

که   AG(M)≅AG(Zp1چون    .rank M=nجایی 

α1 ⊕Zp2

α2 ⊕⋯⊕Zpm
αm ⊕ℤ⊕…⊕ℤ)   کاسته بدون  پس 

M=Zp1، فرض کنید  الهشدن از کلیت مس

α1 ⊕Zp2

α2 ⊕⋯⊕Zpm
αm ⊕ℤ⊕…⊕ℤ) به وضوح .m+n≤2    این بدان

گاه  باشند به طوری که دو به دو دارای اشتراک صفر باشند، آن   Mگروه متمایز از سه زیر  Cو   𝐵و   Aعلت است که اگر 

A    وB    وC     سه گره ازAG(M)   خواهند بود که در این گراف دو به دو مجاور هستند، و این در تناقض است با فرض

نیز یک گروه آبلی نامتناهی است،     Mیک گراف نامتناهی است، پس     AG(M). چون  AG(M)دو بخشی بودن گراف  

برای   بیشتر  حالت  دو  یا     Mبنابراین  نیست.  اول   M=ℤ⊕ ℤممکن  عدد  ازای  به  صحی  p   یا  عدد  مثبت  و  ،  𝑛ح 

M=ℤpn⊕ℤ  اگر  .𝑀 = ℤ ⊕ ℤآن دادن  ،  قرار  با   N3=<0>⊕5ℤو    N1=<0>⊕2ℤ  N2=<0>⊕3ℤ،گاه 

 خواهیم داشت 
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(N1:M)=(N2:M)=(N3:M)={0}   از این رو ،N1    وN2    وN3    سه گره درAG(M)   خواهند بود که دو به

، آنگاه با قرار دادن  n≥2. در این حالت، اگر   M≅ℤpn⊕ ℤدو مجاور هستند. این یک تناقض خواهد بود. بنابراین 

N1=<p>⊕{0}   ،N2=<p2>⊕{0}   وN3={0}⊕Z   

سه گره متمایز در    N3و    𝑁1    ،N2از این رو    .{0}=(N2:M)=(N1:M)و     N1∩ N3=N2∩ N3={0}واهیم داشت  خ

AG(M)     بودن بخشی  دو  فرض  با  این  و  هستند.  مجاور  دو  به  دو  که  بنابراین    AG(M)هستند  است.  تناقض  در 

M≅ℤp ⊕ℤ. 

، بدون کاسته  AG(M)≅AG(ℤp⊕ℤ). چون گراف p   ،M≅ℤp ⊕ℤفرض کنید برای یک عدد اول مانند  :1→3

یک حلقه نوتری    ℤیک گروه آبلی متناهی تولید شده است و    M. چون    M=ℤp⊕ℤله، فرض کنید  ئشدن از کلیت مس

هستند. بنا براین هر متناهی تولید شده   Mهای  روه گمدول نوتری است. از این رو تمام زیر  -ℤنیز یک    𝑀است. بنابراین  

 Aهای زیر برای هر زیر گروه  ت است. در گامخیکری  ℤ p ⊕ℤیا با    ℤ⊕{0}یا با     ℤp ⊕{0}، یا با  Mزیر گروه از  

 . <N=ℤp⊕<0قرار دهید کنیم. را محاسبه می M   ،(A:M)از 

یک یکریحتی گروهی   f: ℤp⊕<0>→Aو    <A≅ℤp⊕<0باشد به طوری که     Mیک زیر گروه از    Aگام اول: فرض کنید  

  O(f(1,0))=O((1,0))=pچون    . f(1,0)=(a,b)موجود هستند به طوری که    b∈ℤو    a ∈ℤpباشد. بنابراین عناصر  

و   b=0و در نتیجه   p(a,b)=0 دهیم( پسنمایش می   O(𝑥)را با نماد   xمرتبه    x∈Mیک گروه باشد برای هر   Mاگر ) 

a≠0 دیگر  . از طرف 

A=<((a,0))> ={n(a,0)|n∈ℤ}=ℤp ⊕ {0}=N 

 .{0}=(N:M)=(A:M)و در نتیجه 

فرض کنید   از    Aگام دوم:  زیر گروه  به طوری که     Mیک  یکریختی   f: ℤp⊕ ℤ→Aو    A≅ℤp⊕ ℤباشد  یک 

عناصر  گروه بنابراین  باشد.  آبلی  به    dو    aهای  عناصر    ℤpمتعلق  به    cو    bو  که بهموجود هستند    ℤمتعلق  طوری 

f(1,0)=(a,b)    وf(0,1)=(d,c)    از آنجایی که .O((1,0))=p    از این رو ،O(a,b)=p     و در نتیجهb=0    از آنجایی .

را تولید   Aنیز گروه آبلی   {(d,c),(.,a)}کند، بنابراین  را تولید می   ℤp⊕ ℤ  گروه آبلی  {(0,1),(1,0)}  مجموعه    که

    بنابراین خواهیم داشت کند.می

A=<(a,0),(d,c)> ={n(a,0)+m(d,c)|m,n∈ℤ}={(na+md,mc)|m,n∈ℤ}. 

، بنابراین k(0,1)∈A. چون    k∈(A: ℤp ⊕ ℤ)ادعا، فرض کنید    . برای اثبات اینcℤ=(A:M)کنیم  ادعا می  حال

k. بنابراین   (na+md,mc)=(k ,0)موجود هستند به طوری که  nو   mاعداد صحیح  = mc ∈ cℤ. 

. بنابراین عدد صحیحی مانند    <cx-yd∈ℤp=<aباشد. به وضوح  ℤp ⊕ℤعضوی دلخواه از    (x,y)بعکس، فرض کنید   

n    موجود است به طوری کهcx-yd=na   هدهد ک. این نتیجه می   c(x,y)=(cx,cy)=(na+yd,cy)∈A این بدان . 

 .cℤ=(A:ℤp⊕ℤ). پس  c∈(A:M)معناست که  

از  Aگام سوم: فرض کنید   یک یکریختی   f:<0>⊕ℤ→A  و  A≅<0>⊕ℤباشد به طوری که   M یک زیر گروه 

، O(0,1)=O((a,b)). چون  f((0,1))=(a,b)موجود هستند به طوری که    b∈ℤو    a∈ℤpهای آبلی باشد. عناصر  گروه

 گیریم. . برای اثبات این ادعا، دو حالت زیر را در نظر میpbℤ=(A:ℤp⊕ℤ)کنیم که . ادعا میb≠0به وضوح 
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 . در این حالت a=0حالت اول: فرض کنید  

A=<(0,b)> ={n(0,b)|n∈ℤ}={(0,nb)|n∈ℤ}=<0>⊕bℤ, 

 .pbℤ=(0>+bℤ: ℤp⊕ℤ>)=(A:ℤp⊕ℤ)در نتیجه 

  t ≤ p-1 ≥ 0    و  k، اعداد صحیح    n∈ℤ. در این حالت بنابر الگوریتم تقسیم، برای هر    a≠0حالت دوم: فرض کنید  

 . از این رو  n=kp+tموجود هستند که 

A= { n ( a , b ) | n ∈ ℤ } = ⋃  { (t a , ( k p + t ) b ) | k ∈ ℤ } .
p-1

t=0    

 sو    t ≤ p-1 ≥ 0. بنابراین اعداد صحیح    k(0,1)=(0,k)∈A. از این رو    k∈(A:ℤp ⊕ ℤ)≠0حال فرض کنید   

که   طوری  به  هستند  اگر  (ta , ( sp + t )b )=(k,0)موجود   .t ≠ 0آن این،  از  می  ta = 0که  گاه  کهنتیجه     شود 

O(a)=p   عدد𝑡  کند و در نتیجه را عاد می p ≤ t،   که یک تناقض است. بنابراینk = spt جا که . از آنp   وb   هر دوk  

چنان موجود   dو   cدانیم که اعداد صحیح  . از طرف دیگر، می k∈mℤشمارد و در نتیجه  را می  kنیز   mشمارند، پس  را می 

،  m( x , y )= ( pcx , bdy) = (0, bdy) ∈ Aداریم    ℤp ⊕ℤ∋(x,y)رو برای هر    از این   m=bdو    m=pcهستند که  

 N=<0>⊕ℤکه مخالف با    ℤp⊕ℤاز    Aدانیم که برای هر زیر گروه  به وضوح می  3،   2،    1از مراحل    حال با استفاده 

مجاور    Nبا    Nهای مجزا از  تمام گره  AG(ℤp⊕ℤ)دهد که در گراف   . این نتیجه میA(N:ℤp⊕ℤ)={0}است، داریم  

 یز مخالف هستند با یکدیگر مجاور نیستند.   ن  Nکه هر دو با   Bو   Aدهیم هیج دو گره مجزای هستند. حال نشان می

اول: آنA≅{0}⊕ℤ≅B  حالت  صفر  .  غیر  عدد  برای  سوم  گام  طبق  بنابراین b  ،(B:ℤp ⊕ℤ)=pbℤگاه   .

Apb={0}    و از این روℤpb={0}.که تناقض است ، 

 ، که یک تناقض است. ℤc={0}. بنابراین طبق گام دوم،  B≅ℤp ⊕ℤو   A≅{0}⊕ℤحالت دوم: فرض کنید  

کنید   فرض  سوم:  صفر  B≅{0}⊕ℤو    A≅ℤp⊕ ℤحالت  غیر  صحیح  عدد  برای  سوم،  گام  طبق  آنگاه   .b  ،

(B:ℤp⊕ℤ)=pbℤ  بنابراین .Apb={0}   و از این رو(ℤp⊕ℤ)pb={0}.که یک تناقض است ، 

. c  ،(B:ℤp⊕ℤ)=cℤ. آنگاه طبق گام دوم، برای عدد صحیح غیر صفر  A≅ℤp ⊕ ℤ≅Bحالت چهارم: فرض کنید  

 ■ ، که یک تناقض است.c={0}(ℤp⊕ℤ)و از این رو   Ac={0}بنابراین 

 

 های دوری متناهی ساز گروه . الگوریتم ترسم گراف مقسوم علیه صفر و گراف پوچ 5بخش 

گراف  ،  (ℤn)دهیم که برای یک گروه آبلی دوری متناهی  ارائه می ای  در این بخش، با استفاده از نرم افزار میپل، برنامه

 کند. زمان رسم و مقایسه میساز و گراف مقسوم علیه صفر را همپوچ
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