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 چکیده

‌مدول ‌به‌بررسی‌چند‌ویژگی‌از ‌این‌مقاله ‌تک‌در ‌پردازیم‌ای‌می‌رشته‌های‌تقریباً دهیم‌که‌هر‌مدول‌تقریباً‌‌مینشان‌.

‌نوتری،‌رشته‌تک ‌تولید‌متناهی‌روی‌یک‌حلقه ‌تاب‌است‌ای‌با ‌از ‌فارغ ‌یا ‌تابی‌و ‌یک‌هم. مدول‌تقریباً‌-Rچنین‌ساختار

های‌‌و‌مدولهای‌بیشین‌است،‌بررسی‌کرده‌‌آل‌ضربی‌از‌ایده‌آل‌فیتینگ‌ناصفر‌آن‌حاصل‌ای‌تابی‌را‌که‌اولین‌ایده‌رشته‌تک

‌.کنیم‌بندی‌می‌ای‌و‌فارغ‌از‌تاب‌را‌روی‌یک‌دامنه‌صحیح‌و‌یک‌دامنه‌تجزیه‌یکتا‌رده‌رشته‌تقریباً‌تک

 

.فیتینگ،‌دامنه‌تجزیه‌یکتا‌‌آل‌ای،‌مدول‌فارغ‌از‌تاب،‌ایده‌رشته‌مدول‌تقریباً‌تک‌:های کلیدی واژه  

 

 مقدمه

های‌آن‌تحت‌رابطه‌‌آل‌یک‌حلقه‌که‌مجموعه‌ایده.‌ندهستها،‌یکانی‌‌همه‌مدولو‌‌ها‌یکدار‌حلقه‌ۀدر‌این‌مقاله،‌هم

‌.شود‌ای‌نامیده‌می‌رشته‌طور‌خطی‌مرتب‌هستند،‌یک‌حلقه‌تک‌شمول‌به

‌به‌ای‌تعویض‌رشته‌های‌تک‌توجه‌کنید‌که‌حلقه ‌Mمدول-R.شوند‌های‌ارزیاب‌نیز‌شناخته‌می‌عنوان‌حلقه‌پذیر،

‌می‌رشته‌تک ‌زیرمدول‌ای‌نامیده ‌اگر ‌طور‌خطی‌مرتب‌باشند‌های‌آن‌تحت‌رابطه‌شمول‌به‌شود مدول‌‌چنین‌یک‌هم.

‌ای‌باشد‌رشته‌های‌تک‌شود،‌اگر‌جمع‌مستقیمی‌از‌مدول‌نامیده‌میای‌‌رشته ای‌‌ای‌حلقه‌رشته‌بنابراین‌یک‌حلقه‌‌تک.

‌به ‌که ‌تک-Rعنوان‌است ‌است‌رشته‌مدول ‌ای ‌‌هم. ‌رشتهچنین ‌حلقه ‌حلقه‌یک ‌به‌ای، ‌که ‌است مدول‌-Rعنوان‌ای

‌.‌‌ای‌است‌رشته

کُته‌.‌است‌1کُتهشاید‌اولین‌سهم‌در‌این‌راستا‌‌منسوب‌به‌‌.‌ای‌دارای‌پیشینه‌طولانی‌است‌های‌رشته‌حلقه‌بررسی

جمع‌‌(ای‌است‌های‌رشته‌که‌یک‌مورد‌خاص‌از‌حلقه)آل‌اصلی‌آرتینی‌‌که‌هر‌مدول‌روی‌یک‌حلقه‌ایدهنشان‌داد‌

-Rگاه‌همه‌آن‌،ای‌آرتینی‌باشد‌یک‌حلقه‌رشته‌Rثابت‌کرد‌که‌اگر‌2ناکایاما.‌های‌دوری‌است‌مستقیمی‌از‌زیرمدول

و‌‌3پس‌از‌آن‌کوهن[.‌19]‌های‌دوری‌هستند‌و‌عکس‌این‌مطلب‌درست‌نیست‌می‌از‌زیرمدولها‌جمع‌مستقی‌مدول

های‌دوری‌هستند‌اگر‌و‌‌ها‌جمع‌مستقیمی‌از‌زیرمدول‌مدول-Rهمه‌Rنشان‌دادند‌که‌برای‌یک‌حلقه‌0کاپلانسکی

ای‌آرتینی‌است‌‌،‌رشتهRثابت‌کرد‌که‌حلقه[‌2]و‌‌[1]در‌ آسانو‌.[7]آل‌اصلی‌آرتینی‌باشد‌‌یک‌حلقه‌ایدهRتنها‌اگر

‌.دنآل‌اصلی‌آرتینی‌باش‌یک‌حلقه‌ایدهRاگر‌و‌تنها‌اگر
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،‌کاپلانسکی،‌ناکایاما‌و‌2گلدی،‌1ای‌آسانو،‌کوهن،‌آیزنباد‌های‌رشته‌در‌نظریه‌حلقه‌از‌جمله‌مشارکت‌کنندگان‌اصلی

‌.[21]‌،[19]‌،[16]‌،[12]‌،[9]‌،[7]‌،[2]‌،[1]‌ندهست‌3وارفیلد

‌تک‌یها‌ها‌و‌مدول‌حلقه و‌رویین‌تن‌‌0بهبودی‌وسیلۀ‌بهای،‌‌رشته‌های‌تک‌عنوان‌تعمیمی‌از‌حلقه‌ای‌به‌رشته‌تقریباً

 اصفهانی
‌‌تک‌Rیک‌حلقه.‌معرفی‌شدند[‌‌0] در  ‌آنآل‌غیریکریخت‌از‌شود‌اگر‌هر‌دو‌ایده‌ای‌نامیده‌می‌رشته‌تقریباً

Iداشته‌باشیم‌Rاز‌Jو‌Iآل‌یعنی‌برای‌هردو‌ایده.‌دنطور‌خطی‌مرتب‌باش‌تحت‌رابطه‌شمول‌به JیاJ Iیا‌

I J.‌

‌‌تک‌رشته‌واضح‌است‌که‌هر‌حلقه‌تک عنوان‌‌به.‌ای‌است،‌اما‌عکس‌آن‌در‌حالت‌کلی‌درست‌نیست‌رشته‌ای‌تقریباً

اما‌.‌نیستند‌تبطور‌خطی‌مر‌هستند‌که‌به‌هایی‌از‌‌آل‌ایده‌‌3و‌‌2.‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌یک‌مثال‌ساده‌حلقه‌

2داریم‌ 3‌ ‌0]چنین‌در‌هم. ‌تک‌مدول[ ‌‌ای‌به‌رشته‌های‌تقریباً ای‌معرفی‌‌رشته‌های‌تک‌مدولعنوان‌تعمیمی‌از

طور‌‌گوییم‌هرگاه‌هر‌دو‌زیرمدول‌غیریکریخت‌آن‌تحت‌رابطه‌شمول‌به‌ای‌می‌رشته‌را‌تقریباً‌تک‌Mمدول-R.اند‌شده

 .خطی‌مرتب‌باشند

بررسی‌ساختار‌پردازیم‌و‌سپس‌به‌‌می‌ای‌رشته‌تکتقریباً‌های‌‌های‌مدول‌در‌این‌مقاله‌ابتدا‌به‌بیان‌برخی‌از‌ویژگی

‌تک-Rیک ‌ایده‌آل‌فیتینگ‌ناصفر‌آن‌حاصل‌زمانی‌که‌اولین‌ایده‌،تابی‌ای‌رشته‌مدول‌تقریباً های‌بیشین‌‌آل‌ضربی‌از

‌.پردازیم‌است،‌می

ای رشته های تقریباً تک مدول  

qعنصر.‌مدول‌باشد-Rیک‌‌Mحلقه‌ویک‌‌Rفرض‌کنید Rگوییم‌هرگاه‌‌را‌یک‌عنصر‌منظم‌می‌qیک‌‌

‌نباشد‌مقسوم ‌به‌.علیه‌صفر rازای‌عنصر‌یعنی‌اگر R0داشته‌باشیمای‌rq ،بتوان‌نتیجه‌گرفت‌آن‌‌ 0rگاه .‌

)را‌با‌Mزیرمدول‌تابی )T Mکنیم‌صورت‌تعریف‌می‌دیننمایش‌داده‌و‌ب‌: 

Rاز‌qبرای‌یک‌عنصر‌منظم}. ( ) { | ;T M m M qm o    ‌

)هر‌عنصر )m T Mرا‌یک‌عنصر‌تابی‌از‌Mگوییم‌می‌‌.‌

)اگر )M T M،Mرا‌یک‌مدول‌تابی‌و‌اگر‌‌( ) 0T M ،Mگوییم‌را‌یک‌مدول‌فارغ‌از‌تاب‌می‌‌[ ].‌

‌اما-عنوان‌به  . 1مثال ‌است ‌تاب ‌از ‌فارغ ‌هر-یک‌4مدول ‌برای ‌زیرا ‌است، ‌تابی 4mمدول داریم‌

4 0m .‌

.7مثال
 4  4داریم.‌مدول‌در‌نظر‌بگیرید-عنوان‌را‌به  4( )T ‌.4بنابراین مدول‌نه‌-عنوان‌به‌

‌.تابی‌است‌و‌نه‌فارغ‌از‌تاب

‌.‌شامل‌یک‌عنصر‌منظم‌باشد‌Iگوییم‌هرگاه‌را‌منظم‌می‌Rازحلقه‌Iآل‌ایده‌.تعریف

‌تک‌Mمدول-R.تعریف ‌تقریباً ‌‌ای‌می‌رشته‌را ‌دو ‌هر ‌هرگاه ‌غیریکریختگوییم ‌شمول‌‌Mزیرمدول تحت‌رابطه

 .ای‌باشد‌رشته‌دول‌تقریباً‌تکم-Rای‌است‌هرگاه‌یک‌‌رشته‌تقریباً‌تک‌Rحلقه .طور‌خطی‌مرتب‌باشند‌به

‌Raصورت‌بهRناصفر آل‌زیرا‌هر‌دو‌ایده .ای‌است‌رشته‌یک‌حلقه‌تقریباً‌تک(‌PID)آل‌اصلی‌‌ایده‌ۀهر‌دامن‌.3مثال

0ازای‌،‌بهRbو ,a b R شود‌که‌راحتی‌دیده‌می‌به‌.هستند‌Ra Rb.‌
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‌.کنیم‌اثبات‌قضایای‌اصلی‌مقاله،‌استفاده‌میدر‌‌1از‌حکم‌

‌تک-Rیک‌Mفرض‌کنید‌.1 حکم ‌تقریباً ‌باشد‌رشته‌مدول ‌متناهی ‌تولید ‌با ‌ای ‌زیرمدول. ‌صورت‌هر ‌Mدراین

‌.شود‌حداکثر‌با‌دو‌عنصر‌تولید‌می

‌.مراجعه‌شود[‌0]از‌‌1-2به‌حکم‌.‌اثبات

در‌این‌صورت‌.ای‌باشد‌رشته‌مدول‌با‌تولید‌متناهی‌تقریباً‌تک-Rیک‌Mویک‌حلقه‌نوتری‌‌Rفرض‌کنید‌.1ۀ قضی 

Mیک‌R-مدول‌تابی‌و‌یا‌یکR-مدول‌فارغ‌از‌تاب‌است.‌

‌ .اثبات ‌1حکمطبق ،( )T M‌‌ ‌‌بهحداکثر ‌می‌دووسیلۀ ‌تولید ‌نباشد‌Mاگر‌.شود‌عضو ‌تاب ‌از گاه‌آن‌،فارغ

( ) 0T M ‌.1فرض‌کنید 2{ , }x xمجموعه‌مولدی‌برای( )T Mبنابراین‌عناصر‌منظم‌.باشد‌iq‌،1,2i ،وجود‌‌

0iطوری‌که‌‌دارند‌به iq x 1,2برای‌هر‌i .1قرار‌دهید‌ 2q q q‌.بنابراین( ( ))q Ann T M.‌ 

:همریختی‌حال
( )

M
f qM

T M
صورتبه‌را‌( ( ))f x T M qx ،چون‌.کنیم‌تعریف‌می‌( ( ))q Ann T M،‌

‌می‌به‌.خوش‌تعریف‌است‌fنبنابرای 0qxچنین‌اگر‌هم‌.ستا‌یک‌همریختی‌پوشا‌fکه‌شود‌راحتی‌دیده از‌ ،‌

‌از‌qجاکه‌آن ‌منظم ‌می‌است،‌Rیک‌عنصر ‌که‌نتیجه )شود )x T M‌ ‌یک‌است‌fبنابراین. ‌این‌.یک‌به رو،‌از

( )

M
qM

T M
‌ )و‌qMحال‌دو‌زیرمدول‌.مدول‌فارغ‌از‌تاب‌است-Rیک‌qMپس. )T Mاز‌Mرا‌در‌نظر‌‌

‌qMچون‌.بگیرید ‌و‌ ‌تاب ‌از )فارغ )T Mاست‌‌ )و‌qMبنابراین‌،تابی )T Mنیستند‌‌ چنین‌هم‌.یکریخت

( )T M qM،زیرا‌( ) 0T M و‌qM‌ ‌‌ ‌تابی ‌عنصر ‌هیچ )بنابراین‌.نیست‌ناصفریشامل )qM T M.‌

0qMپس‌فارغ‌از‌تاب‌است،‌qMچون .0بنابراین‌‌
( )

M

T M
‌.لذا( )M T M‌.یعنیMیک‌R-مدول‌

‌.تابی‌است

‌0فرض‌کنید‌.7حکم 0f gA B C   ای‌کامل‌از‌دنباله‌R-اگر‌.ها‌باشد‌مدولB‌‌ًتقریبا

‌‌.ندهست‌‌نیز‌چنین‌‌Cو‌‌Aگاه‌آن‌ای‌باشد،‌رشته‌تک

0فرض‌کنید‌. اثبات 0f gA B C   ای‌کامل‌از‌‌دنباله‌R-که‌طوری‌ها‌باشد‌به‌مدولB‌‌

)داریم‌.ای‌است‌رشته‌مدول‌تقریباً‌تک-Rیک )A f A B .های‌زیرمدولچون‌‌( )f Aزیرمدول‌B‌،نیز‌هستند‌

)بنابراین )f Aتک‌‌ ‌این‌.ای‌است‌رشته‌تقریباً ‌یکریختی‌رو،‌از )و‌Aاز )f Aمی‌‌ ‌یک‌Aشود،‌نتیجه مدول‌-Rنیز

‌تک ‌است‌رشته‌تقریباً ‌داریم‌هم‌.ای چنین
ker

B
C

g
.چون‌Bتک‌‌ ‌زیرمدول‌رشته‌تقریباً ‌هر ‌و ‌است ای

ker

B

g
‌

‌1صورت‌به

ker

B

g
بنابراین‌است،‌Bزا‌1Bمدول‌رازای‌زی‌به‌،

ker

B

g
 .ای‌هستند‌رشته‌تقریباً‌تک‌،Cو‌در‌نتیجه‌

‌0فرض‌کنید‌. 4مثال 0f gA B C   ای‌کامل‌از‌دنباله‌R-اگر.‌باشدها‌‌مدولAو‌‌C‌

‌تک ‌گرفت‌‌نمی‌ای‌باشند،‌رشته‌تقریباً ‌تک‌Bتوان‌نتیجه ‌دنباله‌‌مدول‌-عنوان‌به‌.ای‌است‌رشته‌تقریباً و

0کامل 0    ای‌است،‌‌رشته‌مدول‌تقریباً‌تک-یک ،،‌3بنا‌به‌مثال‌.را‌در‌نظر‌بگیرید‌

‌‌اما ‌تک‌ ‌زیرمدول‌.ای‌نیست‌رشته‌تقریباً ‌دو (0,3),(2,0)زیرا  (2,2)و  از‌نظر‌‌‌ ‌در را

‌می‌به‌.بگیرید ‌دیده ‌‌راحتی ‌که ‌‌‌‌زیرشود (0,3),(2,0)مدول نیست‌‌ ‌‌.دوری (0,3),(2,0)لذا و‌

(2,2) (2,2)اگر‌.یکریخت‌نیستند‌ (2,0),(0,3)  گاه‌اعداد‌صحیح‌،‌آنrو‌sطوری‌وجود‌دارند‌به‌
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(2,2)که (2,0) (0,3)r s .3یعنی‌ 2s .چنین‌‌ ‌sکه ‌نداردای ‌وجود ‌این. (2,2)رو،‌از زیرمجموعه‌

(2,0),(0,3) (0,3),(2,0)زیرمدول‌که‌داد‌نشان‌توان‌می‌مشابه‌طور‌به‌.نیست زیرمجموعه‌نیز‌‌

(2,2) نیست‌.‌

‌

ای رشته های تقریباً تک های فیتینگ مدول آل ایده  

}1و‌Rپذیر‌و‌نوتری‌تعویضیک‌مدول‌با‌تولید‌متناهی‌روی‌حلقه‌‌Mفرض‌کنیم ,..., }nx xیک‌مجموعه‌مولد‌‌

‌سر‌هیچ‌یعنی)‌باشد‌Mبرای‌کمین }1از‌ای‌هزیرمجموعه ,..., }nx xنتواند‌Mکند‌تولید‌را‌.)R-آزاد‌مدول‌

1

n

i

G R


نگاشت‌‌ G:و M به‌‌ )صورت‌را )
jje x ،1 j n می‌ ‌تعریف ‌آن‌‌، ‌در ‌که کنیم

1
{ ,..., }ne e }1حال‌فرض‌کنید‌‌.است‌Gای‌برای‌پایه  ,..., }my yیک‌مجموعه‌مولد‌کمین‌برای‌ker‌‌،باشد

قرار‌دهید
1

m

i

F R


و‌نگاشت‌‌: kerF  صورت‌را‌به‌‌( )i if y ،1 i m ‌،کنیم‌که‌در‌‌تعریف‌می‌

آن
1

{ ,..., }mf fای‌برای‌پایه‌R-مدول‌آزادF0ۀوضوح‌دنبالبه‌.است‌F G M   ۀ،‌یک‌دنبال‌
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s Rکه‌ستا‌دموجو‌ax s b y  . گیریمker
r

s


 
 

 
‌این . ‌0rxرو،‌از sy ‌‌ ‌در یمدار‌نتیجهو

rx sy Rx Ry  . پسt Rکه‌بهقسمی‌دمیشو‌یافت‌rx sy ta x ts b y     ‌.رغفااز‌‌رو،‌از‌این‌
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‌ rکه‌میگیریم‌نتیجه‌Mدنبو‌بتااز taو‌s ts b  . پس
r a

t
s s b

   
       

نیابنابر .‌

ker
a

s b


 
     

نتیجهو‌در‌ 
2R

M
a

b


 
  
 

aکه‌‌جائی‌ aو‌b s b   .‌ 

Rx:دوم‌حالت Ryبه‌‌‌ ‌وسیلۀ ,عناصر‌پس .دشو‌تولید‌عضودو , ,a b c d R   که‌ریبهطو‌میشوند‌یافت‌

Rx Ry Ra x Rc x  و‌a x b y و‌c x d y . گیریمker
r

s


 
 

 
0rxرو،‌از‌این . sy  و‌در‌‌ 

‌rxیمدار‌نتیجه sy Rx Ry  . پس,t u R rxکه‌بهقسمی‌میشوند‌یافت‌  ta x uc x  الذ‌و‌

sy tb y ud y   . آ‌ ‌‌رغفا‌Mجاکه‌ناز ‌rکه‌میگیریم‌نتیجه‌پس‌،ستا‌بتااز ta uc  و‌

s tb ud   ‌ ‌این. رو،‌از
r a c

t u
s b d

      
             

)kerینابنابر . )
a c

b d


  
      

‌‌ ‌در ‌نتیجهو

2R
M

a c

b d


 
  
 

aکه‌ییجا‌ a،b b  ،c c و‌d d   ‌آ.  0Fittکه‌نجااز ( ) 0M ‌ ‌این، رو،‌از

ad bcستا‌کامل‌تثباا‌و‌.‌

‌یکتا‌ۀیک‌دامن‌Rصحیح‌ۀدامن )تجزیه )UFDب‌‌ ‌آن‌را ‌غیریکه ‌و ‌ناصفر ‌عضو ‌بتوان‌هر ‌هرگاه ‌میشود طور‌‌هنامیده

ترین‌‌تجزیه‌یکتا‌همیشه‌بزرگ‌ۀتوجه‌کنید‌که‌در‌یک‌دامن.‌‌ناپذیر‌نوشت‌ضرب‌عناصر‌تحویل‌صورت‌حاصل‌هیکتایی‌ب

)وجود‌دارد‌که‌آن‌را‌با‌bو‌aمقسوم‌علیه‌مشترک‌دو‌عنصر , )GCD a bدهیم‌نمایش‌می‌.‌

)تجزیه‌یکتای‌ۀیک‌دامن‌Rفرض‌کنید.‌نتیجه )UFDنوتری‌و‌Mیک‌R-‌ًاگر.‌ای‌باشد‌رشته‌تکمدول‌تقریباM‌

گاه‌‌فارغ‌از‌تاب‌باشد،‌آن
2R

M
a

b


 
  
 

a,ازای‌برخی‌‌،‌به b R.‌

‌قضی. اثبات ‌به ‌بنا ‌0ۀ ،
2R

M
a

b


 
  
 

‌‌ یا
2R

M
a c

b d


 
  
 

‌برخی‌، ,برای , ,a b c d Rدوم‌‌ ‌حالت ‌در که

ad bc.اگر‌
2R

M
a

b


 
  
 

‌است ‌شده ‌اثبات ‌نتیجه ‌که ،‌ ‌کنید. فرض
2R

M
a c

b d


 
  
 

‌ .‌ ‌است a,واضح b‌

‌نیستند‌هم ‌صفر ‌زمان ‌کنید. 0aفرض ‌ 0بنابراین. ( , ) 0x GCD a b ‌ .‌ 0داریم

0 0

( ) 0
a b

x x y
x x

 ‌،

‌ا‌Mیمولدها‌نهما‌yو‌xکهییجا ‌‌تثبادر ‌هستند‌0قضیه ‌آن. ‌بنابراین‌Mکه‌‌جا‌از ‌است، ‌تاب ‌از فارغ

0 0

( ) 0
a b

x y
x x

 ‌ ‌جای. ‌با ‌کردن‌پس 0گزین

0

a

x

b

x

 
 
 
 
 
 

‌‌ با
a

b

 
 
 

‌کرد‌می‌ ‌فرض )توان , ) 1GCD a b ‌ داریم.
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ad bc‌ ‌این. aرو،‌از bc‌ .‌ )چون , ) 1GCD a b ‌ ‌لذا ،a c‌ ‌عنصر. tبنابراین Rب‌‌ ‌دارد که‌‌طوری‌هوجود

c at‌.چنین‌چون‌‌همb adو‌( , ) 1GCD a b ‌،رو،‌از‌اینb d.بنابراین‌عنصر‌t Rکه‌طوری‌هوجود‌دارد‌ب‌

d t b‌ ‌رابط. ‌adۀاز bcنتیجه‌می‌‌‌ ‌که atشود b bat ‌ .‌ 0bاگر آن‌ tگاه‌، t ‌ پس.
c a

t
d b

   
   

   
‌.

این‌یعنی‌
2R

M
a

b


 

  
 

0bاگر‌.‌ 0گاه‌،‌آنad bc ‌.0لذاd و‌چون‌( , ) 1GCD a b  یکه‌‌aپس 

رو،‌از‌این.‌است
1

0

a c

b d

   
     
   

‌بنابراین.‌
2

1

0

R
M 

 
  
 

‌.و‌اثبات‌کامل‌است‌
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