
 ‌9311‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌751تابستان،‌2،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌های‌ریاضی‌‌‌‌‌پژوهش

 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 
 مغلوب ۀنگار حد متوسط و تجزی سایه

 

‌*خسرو‌تاجبخش

 علوم‌ریاضی،‌گروه‌ریاضی‌محض‌ۀدانشکد‌،انشگاه‌تربیت‌مدرسد

‌29/21/19پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌29/22/19دریافت‌‌‌

 چکیده
معرفی‌شده‌و‌‌  ر‌همواۀ‌فشردۀ‌بر‌خمین‌2های‌برای‌وابرسانی‌9نگار‌حد‌متوسط‌مفهوم‌خاصیت‌سایه‌ابتدا‌ در‌این‌مقاله

افزون‌بر‌.‌ندارند،‌ارایه‌شده‌است‌3نگار‌نگار‌حد‌متوسط‌که‌خاصیت‌سایه‌های‌دارای‌ویژگی‌سایه‌سپس‌یک‌رده‌از‌وابرسانی
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های‌‌پایدار‌‌و‌نقطه‌-1
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 مقدمه

Cۀ‌فشردۀ‌یک‌خمین‌Mفرض‌کنید‌
Cهمراه‌با‌‌Mهای‌‌‌ی‌وابرسانی‌فضا‌       و‌‌∞

فاصله‌بر‌.‌توپولوژی‌باشد‌-1

M‌‌ ‌ریمانی ‌متر ‌یک ‌از ‌که ‌‌   را ‌مماس ‌کلاف ‌‌TMبر ‌با ‌است، ‌شده ‌می‌dالقا ‌دهیم‌نمایش ‌کنید‌. فرض

δبرای‌.‌ناوردا‌باشد-fۀ‌فشرد‌‌یک‌مجموعه‌   و‌                  های‌‌،‌یک‌دنباله‌از‌نقطه‌  
‌‌M  در‌   

داشته‌باشیم‌‌       شود،‌اگر‌برای‌هر‌‌نامیده‌می‌‌f(‌زنجیر-δ)‌6شبه‌مدار-‌δیک‌           

               ‌ .‌ ‌برای‌هر 𝜀اگر ‌یک‌‌   ،δ ‌-‌δکه‌برای‌هر‌‌‌‌‌‌‌‌‌باشد‌چنان‌          شبه‌مدار
     ‌‌ ‌fاز

  ∞        ‌‌ ‌‌   یک ‌هر ‌برای ‌که ‌باشد ‌داشته ‌       وجود ‌باشیم، ‌:‌‌‌‌‌داشته

            𝜀،نگار‌است‌‌دارای‌خاصیت‌سایه‌   گوییم‌‌(‌ ‌‌ نقطه‌(.‌پذیر‌است‌سایه‌ یا ،ε-ۀ‌وسیل‌دار‌به‌سایه

       
دار‌باشد‌ولی‌نیازی‌نیست‌که‌‌سایه- ‌‌تواندمی‌ درون‌‌f شبه‌مدار‌- توجه‌شود‌که‌فقط‌‌.شود‌نامیده‌می‌   

(.‌ببینید‌[9]‌های‌دینامیکی‌دارد‌کیفی‌سیستم‌‌مهمی‌در‌نظریهنگار‌نقش‌‌خاصیت‌سایه‌.باشد‌ ‌در‌ ‌نگار‌سایهۀ‌نقط

‌سایه‌ویژگی ‌مهم ‌می‌های ‌را ‌مرجع‌نگاری ‌در ‌کرد‌[2]‌توان ‌ملاحظه ‌سایه. ‌خاصیت ‌‌مفهوم ‌حدی، ‌وسیلۀ‌بهنگار

نگار‌‌بگذارید‌تعریف‌سایه.‌دست‌آمده‌است‌به‌[3]‌های‌مختلف‌در‌نگار‌معرفی‌شده،‌و‌ارتباط‌آن‌با‌سایه[‌2]‌9پلیگین.اس

δبرای‌.‌حدی‌را‌بیان‌کنیم ‌:شود،‌اگر‌زنجیر‌حدی‌نامیده‌می- یک‌‌ در‌‌       دنباله‌‌،  

                      و                        

                                                           
‌‌‌‌‌‌‌khtajbakhsh@modares.ac.irنویسنده مسئول*

1. Limit average shadowing 

2. Diffeomorphisms 

3. Shadowing 
4. Minimal 

5. Dominated spiliting 

6. δ-pseudo-orbit 
7. S. Pilyugin 
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‌بست ‌یک‌مجموعه ‌برای ‌-fۀ Λناوردا   ‌ ‌گوییم ،f‌‌‌ ‌خاصیت‌سایه‌Λبر ‌است‌‌دارای ‌حدی ‌)نگار ‌‌Λیا ‌fبرای

δاگر‌(‌‌پذیر‌حدی‌است‌سایه 𝜉زنجیر‌حدی‌-δکه‌برای‌هر‌‌وجود‌داشته‌باشد‌چنان‌   ‌   ،‌‌ در‌‌         

‌:وجود‌داشته‌باشد‌که

                        

      یک‌دنباله‌.‌شود‌نامیده‌می‌𝜉نگار‌حدی‌‌سایهۀ‌،‌نقط ۀ‌نقط‌
است،‌اگر‌‌fبرای‌‌9مدار‌ میانگین‌شبه- یک‌‌ 

‌:داشته‌باشیم ،   که‌برای‌هر‌‌وجود‌داشته‌باشد‌چنان‌ عدد‌طبیعی‌

 

    
              

 

  

   

ε نگار‌متوسط‌است‌اگر‌برای‌هر‌دارای‌خاصیت‌سایه‌‌fچنین‌‌هم   ‌، δ -δای‌وجود‌داشته‌باشد‌که‌هر‌   

      میانگین‌شبه‌مدار‌
‌:باشد،‌یعنی‌داشته‌باشیم    ای‌مانند‌‌دار‌متوسط‌توسط‌نقطه‌سایه-ε،‌یک‌ 

   
   

   
 

    
        

 

  

     𝜀  

2مشخص‌است‌که‌تحدید‌هر‌وابرسانی‌اصل‌
Aکی.‌نگار‌متوسط‌است‌اساسی،‌دارای‌خاصیت‌سایه‌‌به‌یک‌مجموعه‌‌.

‌ ]‌3ساکای ]‌ ‌که Cثابت‌کرد
‌هم‌ درون-1 ‌مجموعه ‌دارای‌ویژگی‌سایه‌وابرسانیۀ ‌متوسط‌هایی‌که ‌به‌نگار صورت‌‌اند،

(AASP)نگار‌متوسط‌تقریبی‌‌سایه.‌است‌‌،‌مشخص‌شده های‌آناسوف‌وابرسانیۀ‌مجموعه‌هم
[‌ ]‌9گو.ر‌وسیلۀ‌بهکه‌‌6

.‌استنگار‌متوسط‌‌نگار‌حدی‌با‌خاصیت‌سایه‌های‌پیوسته‌تعریف‌شده‌است،‌ترکیبی‌از‌خاصیت‌سایه‌برای‌نگاشت[‌ ]

‌ ‌مفهوم ‌مقاله ‌این ‌می‌(AASP)در ‌اصلاح ‌سایه‌را ‌و ‌‌کنیم ‌متوسط ‌حد ‌وابرسانی‌(LASP)نگار ‌برای ‌تعریف‌‌را ها

‌.کنیم‌می

      دنباله‌
‌شود،‌اگر‌شبه‌مدار‌حد‌متوسط‌نامیده‌می‌ در‌‌ 

   
   

 

    
    

 

    

              

(‌است‌متوسط‌پذیر‌حد‌سایه‌ یا‌)‌متوسط‌استنگار‌حد‌‌دارای‌خاصیت‌سایه‌ به‌‌ از‌‌𝛬  گوییم‌‌تحدید‌:7 تعریف

𝜉اگر‌برای‌هر‌شبه‌مدار‌حد‌متوسط‌        
 ‌که‌چنانوجود‌داشته‌باشد،‌‌   ،‌ در‌‌ 

   
   

 

    
        

 

    

        

‌.‌متوسط‌استنگار‌حد‌‌سایهدارای‌خاصیت‌‌ گاه‌گوییم‌‌آن‌   اگر‌‌9.9در‌تعریف

است،‌اگر‌برای‌هر‌‌ توپولوژیکی‌آمیختنی‌fتراگذر‌است؛‌و‌گوییم‌‌fاگر‌یک‌مدار‌چگال‌وجود‌داشته‌باشد،‌گوییم‌‌

‌ ‌ناتهی ‌باز ‌مجموعه ‌مثبت‌‌     دو ‌صحیح ‌عدد ،N‌‌ ‌هر ‌برای ‌که ‌باشد ‌داشته ‌باشیم‌‌   وجود داشته

         .‌

                                                           
1. δ-average pseudo-orbit 

2. Axiom A 

3. K. Sakai 

4. C1-interior 
5. Anosov 

6. Asymptotic average shadowing 

7. R. Gu 
8. Topological mixing 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌751مغلوب‌ۀنگار‌حد‌متوسط‌و‌تجزی‌سایه

Λناوردای‌-fۀ‌در‌مجموعه‌بست‌  ,  ‌های‌نقطهاگر‌برای‌   ‌‌ δو‌هر ‌-δیک‌‌            شبه‌مدارِ

   Λ‌

   وجود‌داشته‌باشد‌که‌‌fبرای‌‌       
‌.‌شود‌تراگذر‌زنجیری‌نامیده‌می‌Λ،‌آنگاه‌         

او‌ثابت‌کرد‌که‌اگر‌.‌برای‌نگاشت‌های‌پیوسته‌را‌بررسی‌کرد‌متوسطنگار‌حد‌‌چند‌ویژگی‌بنیادی‌از‌سایه،‌[ ]گو‌.ر

‌ ‌یک‌فضای‌متریک‌فشرده ‌بر ‌‌سایه‌Xیک‌نگاشت‌پیوسته ‌حد ‌آن‌متوسطنگار ‌‌باشد، ‌زنجیری‌است‌و‌‌Xگاه تراگذر

‌(.را‌ببینید‌[ ]‌تر‌برای‌جزئیات‌بیش)،‌توپولوژیک‌تراگذر‌هستندمتوسطنگار‌حد‌‌هذلولوی‌با‌سایه-ℒهای‌‌سانی‌همان

آنها‌.‌و‌دیگر‌مفهوم‌های‌توپولوژیکی‌دینامیکی‌را‌بررسی‌کردند‌LASPارتباط‌بین‌[‌6]‌9کولچیتسکی‌و‌دیگران.م

‌بین‌‌هم.‌است‌LASPدارای‌‌2ثابت‌کردند‌که‌یک‌نگاشت‌پوشا،‌با‌خاصیت‌ویژه نگار‌‌و‌خاصیت‌سایه‌LASPچنین،

نها‌است‌اگر‌و‌ت‌LASPنگار،‌‌پیوسته‌با‌خاصیت‌سایه‌‌3آنها‌نشان‌دادند‌که‌یک‌نگاشت‌گسترده.‌ای‌پیدا‌کردند‌رابطه

را‌برای‌وابرسانی‌با‌تغییری‌جزئی‌‌LASPجا‌‌این.‌کند‌را‌دنبال‌می‌[6]و‌[‌ ]‌های‌این‌مقاله‌ایده.‌اگر‌آمیختنی‌باشد

.‌ارز‌نیستند‌هم‌LASPنگار‌و‌‌دهد‌خاصیت‌سایه‌دهیم‌که‌نشان‌می‌مثالی‌ارائه‌می.‌کنیم‌برای‌حالت‌پیوسته‌تعریف‌می

‌‌مفهوم‌سایه‌ از‌‌Λای‌ناورد-‌‌fچنین‌برای‌یک‌زیرمجموعه‌بسته‌هم Cنگار‌حد‌متوسطِ
کنیم‌و‌‌پایدار‌را‌معرفی‌می-1

‌‌سایه‌Λدهیم‌که‌اگر‌‌نشان‌می Cنگار‌حد‌متوسطِ
‌آن‌Λۀ‌کمین‌های‌نقطهپایدار‌باشد‌و‌-1 ‌‌نیزچگال‌باشند، یک‌‌Λگاه

‌تجزی ‌میۀ ‌پذیرد‌مغلوب .‌ ‌ناتهی ‌بسته ‌یک‌زیرمجموعه ‌اگر ‌که ‌آورید ‌یاد ‌‌Aبه ‌‌ از ،f-‌ ‌هیچ‌ناوردا ‌شامل ‌و بوده

‌این‌سه‌ویژگی‌نباشد،‌کمینه‌استۀ‌زیرمجموع ‌سره‌با کمینه‌ۀ‌در‌یک‌مجموع‌ شود‌اگر‌‌کمینه‌نامیده‌می‌ نقطه‌.

‌.باشد

‌‌،‌سایه‌   ناوردای‌-fۀ‌،‌گوییم‌‌مجموعه‌بست         فرض‌کنید‌‌:2تعریف Cنگار‌حد‌متوسطِ
پایدار‌-1

Cو‌‌ از‌‌Uاست،‌اگر‌همسایگی‌فشرده‌
‌:که‌چنانوجود‌داشته‌باشد،‌‌‌fاز‌‌    همسایگی‌-1

‌.است‌ بیشین‌-موضعی‌Uدر‌‌ یعنی‌‌؛           ‌.9

2.‌ 
 

‌.‌            نگار‌حد‌متوسط‌است،‌که‌‌‌سایه‌‌      برای‌‌

Cنگار‌حد‌متوسطِ‌‌سایه‌ در‌این‌حالت‌گوییم‌
‌.است‌    و‌‌Uپایدار‌نسبت‌به‌-1

یک‌تجزیه‌‌ 𝛬 ‌ هذلولوی‌است،‌اگر‌کلاف‌مماس‌fبرای‌‌Λناوردای‌ۀ‌می‌شود‌که‌یک‌مجموعه‌فشرد‌یادآوری

   ‌‌ ‌و ‌-  پیوسته ‌باشد‌و ‌داشته ‌‌   ناوردا ‌‌     و ‌باشد، ‌داشته ‌‌که‌چنانوجود و‌‌   برای‌هر

   ، 

                    

‌و

               

 .آناسوف‌است‌ هذلولوی‌باشد،‌گوییم‌ برای‌ اگر‌.‌قرار‌باشد‌بر‌

‌ ‌زیرمجموعه ‌یک ‌خانواده‌         اگر ‌یک ‌اشتراک ‌زیرمجموعه شامل ‌از ‌چگال‌‌‌شمارا ‌و ‌باز های

C،‌(P)یک‌خاصیت‌.‌چگال‌است‌       در‌‌Rاست؛‌در‌این‌حالت‌‌6مانده‌Rباشد،‌‌       
نامیده‌‌9عمومی-1

                                                           
1. M. Kulczycki et.al 

2. Specification 

3. Expansive 
4. Locally maximal 

5. Tangent bundle 

6. Residual 
7. C1-generic 
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‌‌نامیده‌می ‌اگر ‌‌مانده‌‌هایی‌که‌متعلق‌به‌یک‌زیرمجموعه‌وابرسانیۀ‌برای‌هم‌(P)شود ‌برقرار‌‌       ای‌از است،

‌.باشد

‌با‌سایه-fۀ‌های‌بست‌هدف‌اصلی‌این‌مقاله،‌توصیف‌مجموعه Cنگار‌حد‌متوسط‌در‌حالت‌‌ناوردا
‌باز‌است-1 به‌این‌.

اصلی‌ۀ‌نتیج.‌گیریم‌های‌دینامیک‌دیفرانسیل‌هندسی،‌در‌نظر‌می‌منگار‌حد‌متوسط‌را‌در‌سیست‌ترتیب،‌خاصیت‌سایه

‌.این‌مقاله‌قضیه‌زیر‌است

‌که‌-fۀ‌یک‌مجموعه‌بست‌ فرض‌کنید‌: Aۀ قضی ‌باشد، ‌اش‌چگال‌است‌کمینه‌های‌نقطهناوردا نگار‌حد‌‌سایه‌ اگر‌.

C متوسط
‌.پذیرد‌مغلوب‌میۀ‌یک‌تجزی‌ گاه‌‌ن‌‌پایدار‌باشد،‌آ-1

‌،[9]‌2بوونِ.ر‌وسیلۀ‌بهو‌چند‌سیستم‌دینامیکی‌مهم‌که‌این‌ویژگی‌را‌دارند،‌‌9نقطه‌نظر‌نظریه‌ارگودیک‌مفهوم‌ویژه‌از

‌.اصلی‌ارائه‌دهیمۀ‌بگذارید‌این‌تعریف‌را‌بیان‌کنیم‌و‌یک‌نتیجه‌از‌قضی.‌خوبی‌بررسی‌شده‌است‌به

خاصیت‌ویژه‌دارد‌‌ بر‌‌‌fگوییم‌.‌ناوردا‌باشد-fبسته‌ۀ‌یک‌مجموع‌   و‌‌         فرض‌کنید‌: 3تعریف

‌(‌ 𝜀اگر‌برای‌هر‌(‌است‌fویژه‌برای‌ۀ‌یک‌مجموع‌ یا موجود‌باشد،‌که‌‌   𝜀    ،‌عدد‌صحیح‌مثبت‌  

 و‌عددهای‌صحیح‌ در‌‌          ‌های‌نقطه‌     ‌Kبرای‌هر‌

                     با          

‌𝜀                ،‌‌       و‌‌     وجود‌داشته‌باشد،‌که‌برای‌هر‌‌   ،‌     برای‌

‌.‌برقرار‌باشد

Cتوان‌مفهوم‌ویژه‌‌می
Cنگار‌حد‌متوسط‌‌پایدار‌را‌مشابه‌تعریف‌سایه-1

ۀ‌بلافاصله‌از‌گزار‌Bۀ‌نتیج.‌پایدار‌تعریف‌کرد-1

‌..آید‌دست‌می‌هب‌‌6

‌باشد-fبسته‌ۀ‌یک‌مجموع‌ فرض‌کنید‌‌:Bۀ نتیج ‌ناوردا Cویژه‌‌ اگر‌.
مغلوب‌ۀ‌یک‌تجزی‌ گاه‌‌ن‌پایدار‌باشد،‌آ-1

 .پذیرد‌می

 ها مثال

‌داشته‌باشد‌ولی‌سایه‌دهیم‌که‌ویژگی‌سایه‌در‌این‌بخش‌مثالی‌ارائه‌می ‌نگار‌نباشد‌‌نگار‌حد‌متوسط‌را چنین‌‌هم.

‌مثال‌می ‌سایه‌توان ‌که ‌داد ‌ارائه ‌ولی‌هایی ‌هستند ‌متوسط‌نیستند‌سایه‌نگار ‌حد ‌نگار ‌حد‌‌بنابراین‌خاصیت‌سایه. نگار

دارند‌ولی‌‌LASPها‌ارائه‌داد‌که‌‌ای‌از‌وابرسانی‌توان‌رده‌در‌واقع‌می.‌دهد‌نگاری‌را‌نتیجه‌نمی‌متوسط،‌خاصیت‌سایه

‌.نگاری‌ندارند‌خاصیت‌سایه

 شود،‌اگر‌،‌از‌چگالی‌صفر‌نامیده‌می    ۀ‌زیرمجموع: 4 تعریف

   
   

 

    
                   

        ۀ‌دنبال‌‌:5 لم
‌،پایین‌صادق‌استۀ‌عددهای‌حقیقی‌کراندار‌نامنفی‌در‌رابط‌زا‌ 

   
   

 

    
   

 

    

   

‌.‌            ‌داشته‌باشیم‌    ‌برای‌که‌چناناز‌چگالی‌صفر‌موجود‌باشد،‌‌ ۀ‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌زیرمجموع

                                                           
1. Ergodic 

2. R. Bowen 
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      فرض‌کنید‌:‌اثبات
 

    
   
 
           ‌بگیرید،‌‌   برای‌.‌      

 

 
‌گاه‌آن.‌‌ 

 

    
   

 

    

  
 

 
 

 

    
                

را‌چنان‌یافت‌که‌‌            توان‌‌می.‌دارای‌چگالی‌صفر‌است‌   برای‌هر‌‌‌  دهد‌‌که‌نتیجه‌می

 ،‌‌    برای‌

    
                  

 

   
‌‌. 

                                 کنیم‌مجموعه‌‌ادعا‌می
 
‌.دارای‌چگالی‌صفر‌است‌   

‌:برقرار‌است،‌داریم‌         برای‌‌       چون‌‌

                                            

                              

‌و
 

    
                

 

    
                                      

 
 

    
                                   

 

 
 

 

   
 

‌بنابراین‌‌؛‌   آنگاه‌‌   اگر‌

   
   

 

    
                 

‌دارای‌چگالی‌صفر‌است‌ کند‌‌که‌بیان‌می ‌‌       آنگاه‌‌   و‌‌    اگر‌.      پس‌.
 

   
یعنی‌برای‌‌

‌.            داریم‌‌   

‌زیرمجموع ‌فرض‌کنید ‌برعکس، ‌‌ ۀ ‌برای ‌که ‌دارد ‌وجود ‌چگالی‌صفر ‌‌   از ‌است‌            ، .‌برقرار

   ‌‌ ‌برای‌هر ‌که ‌بگیرید ‌چنان ‌‌   را ‌باشیم ‌    داشته .‌ ‌‌می‌   برای ‌یافت‌که‌‌  توان ‌چنان را

     𝜀نتیجه‌دهد‌‌   و‌‌   𝜀‌.را‌چنان‌میگیریم‌که‌‌  افزون‌بر‌آن‌ 

    
                𝜀‌

‌:کافی‌بزرگ‌داریم‌ۀانداز‌به‌𝜀     برای‌.‌    برای‌

 

    
   

 

    

 
 

    
    
          

     

          

 

 
 

    
               𝜀       𝜀  

 .دهد‌کنند،‌ارائه‌می‌نگار‌حد‌متوسط‌صدق‌می‌های‌سایه‌هایی‌را‌که‌در‌شرط‌بزرگی‌از‌وابرسانیۀ‌رد‌6ۀ‌گزار

‌ گاه‌‌باشد،‌آن‌‌fبرای‌‌9ویژهۀ‌یک‌مجموع‌ اگر‌.‌ناوردای‌موضعی‌بیشین‌باشد-fۀ‌یک‌مجموع‌ فرض‌کنید‌‌:6ۀ گزار

‌.نگار‌حد‌متوسط‌است‌سایه

𝜉فرض‌کنید‌:‌اثبات ‌گاه‌‌شبه‌مدار‌حد‌متوسط‌باشد،‌آن‌          

   
   

 

    
   

 

    

   

                                                           
1. Specific set 
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‌ ‌‌                که .‌ ‌لم ‌به ‌زیرمجموع باتوجه ‌یک ،‌ ‌که‌‌   ۀ ‌دارد ‌وجود ‌صفر ‌چگالی از

‌     وقتی‌             ‌دنبال. ‌استقرا ‌با ‌ۀ ‌صعودی ‌دنباله‌      اکیدا ‌می‌Λ     ‌‌و کنیم،‌‌پیدا

‌:،‌داشته‌باشیم‌     ‌و‌هر‌ برای‌هر‌‌که‌چنان

             
 

  
 

 

  
   

                                   

      دلخواه‌‌و‌ۀ‌را‌یک‌نقط‌Λ   از‌چگالی‌صفر،‌‌    برای‌زیرمجموعه‌
یک‌‌ بگیرید‌که‌‌       

𝜀عدد‌وابسته‌به‌  
 

‌.‌   و‌‌است‌‌fدر‌خاصیت‌ویژه‌برای‌‌     

δتوانیم‌‌می ‌:را‌چنان‌گرفت‌که‌    و‌یک‌عدد‌طبیعی‌‌ ،‌‌   

یک‌مدار‌واقعی‌‌وسیلۀ‌به‌      تر‌از‌‌با‌طول‌کم‌              شبه‌مدار‌-δهر‌‌.9

                    ‌، 

‌.دار‌است‌سایه-     

                    برای‌‌‌    ‌.2

3.‌     
 

                  
 

        ‌

             یابیم‌که‌‌با‌چگالی‌صفر‌را‌چنان‌می‌  و‌‌Λ   ،‌‌     بعد‌
 

  
‌،‌

برای‌ .سازیم‌را‌می‌    و‌‌    های‌خواسته‌شده‌‌و‌دنباله‌                                 ‌

‌.‌                 کنیم‌‌،‌تعریف‌می     

                                            ‌بگیرید
       

   
    

 
 
 .‌

‌گیریم‌که‌را‌چنان‌می‌    ‌

‌؛‌                    ‌.9

‌؛‌                          ‌.2

‌؛‌‌                               ‌.3

 .‌                           
 
‌؛‌   

 .‌                               
 
‌؛‌   

‌؛‌                        ‌.6

‌می ‌که ‌باشید ‌داشته ‌‌توجه ‌به‌  توانیم ‌‌را ‌که ‌بگیریم ‌بزرگ ‌کافی ‌ )اندازه )‌ ‌ )و ‌باشد( ‌برقرار ‌هر‌. برای

         ‌ ‌        ‌‌ ‌که ‌بگیرید ‌چنان            را
                ‌‌ ‌دهید‌‌هم. ‌قرار چنین

‌های‌متفاوتی‌از‌مسیرهای‌تکه.‌       و‌‌‌‌        

                                                   

                           
                                          

‌را‌در‌نظر‌بگیرید ‌‌  وجود‌دارد‌که‌مسیر‌‌  ۀ‌با‌توجه‌به‌خاصیت‌ویژه،‌یک‌نقط.  ،‌مسیرهای‌بالا‌را

دار‌‌سایه-     

    ،‌‌         از‌سوی‌دیگر‌برای‌هر‌.‌کرده‌است
                   و‌‌             

-δ،‌ برای‌‌ 

‌.هستند‌      شبه‌مدار‌با‌طول‌حداکثر‌

    ‌وسیلۀ‌بهشبه‌مدارها‌-δاین‌
      

        
،‌                             و‌‌                

 

‌دار‌است‌ولی‌‌سایه‌-     



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌763مغلوب‌ۀنگار‌حد‌متوسط‌و‌تجزی‌سایه

             
                                

                    

‌و

                                          
                          

‌ ‌هر ‌برای ‌‌                                 یعنی ،             
 

  
‌است‌ ‌برقرار با‌.

‌.اثبات‌کامل‌است‌Λ     همگرای‌ۀ‌گرفتن‌یک‌زیردنبال

‌.دهد‌نگار‌را‌نتیجه‌نمی‌نگار‌حد‌متوسط،‌خاصیت‌سایه‌دهد‌که‌سایه‌نشان‌می‌9مثال‌

‌فرض‌کنید‌:7ای خودسانی چنبره. 1مثال

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 4 2 4

A

 
 
 
 
 
   

 

‌را‌درنظر‌بگیرید،   و‌نگاشت‌خطی‌

    
               

است‌که‌آناسوف‌‌2چنبره- شود،‌یک‌وابرسانی‌بر‌‌صورت‌پایین‌تعریف‌می‌که‌به‌        گاه‌خودسانی‌تورال‌‌آن

‌.نیست

             ,                      

‌می ‌آن ‌بر ‌‌افزون ‌دید ‌سایه‌ توان ‌خاصیت ‌است‌دارای ‌متوسط ‌حد ‌نگار ‌جمله. ‌چند ‌واقع ‌مشخص‌در ‌ای برابر‌‌ ۀ

برابر‌است‌‌ ۀ‌چنین‌مقدارهای‌ویژ‌هم.‌است‌3نافروکاستنی‌ℚاست،‌که‌بر‌‌                    

 :با

                                  

                                  

و‌در‌نتیجه‌دارای‌خاصیت‌ویژه‌است‌و‌است‌ارگودیک‌بوده‌‌ پس،‌.‌واحد‌باشد،‌نداردۀ‌صفری‌که‌ریش‌    بنابراین‌

‌  و‌بنابراین‌‌           توان‌دید‌‌از‌سوی‌دیگر‌می.‌استنگار‌حد‌متوسط‌‌دارای‌خاصیت‌سایه‌6ۀ‌بنابر‌گزار

‌گاه‌آناسوف‌است‌نگاری‌باشد‌آن‌دارای‌خاصیت‌سایه‌  دانیم‌اگر‌یک‌وابرسانی‌خطی‌بر‌‌می.‌هذلولوی‌نیست‌ برای‌

‌.نیست‌  نگاری‌روی‌‌دارای‌خاصیت‌سایه‌ دهد‌که‌‌این‌واقعیت‌نشان‌می(.‌را‌ببینید‌[ ])

 

 Aۀ اثبات قضی

‌‌ فرض‌کنید‌ ‌همانند‌قبل‌باشند‌ و ‌نشان‌می. ‌‌ابتدا نگار‌حد‌متوسط‌بر‌یک‌‌دارای‌خاصیت‌سایه‌ دهیم‌اگر

نگار‌حد‌‌بااستفاده‌از‌تراگذر‌زنجیری‌و‌خاصیت‌سایه.‌تراگذر‌زنجیری‌است‌Λگاه‌‌باشد،‌آن‌Λناوردای‌- ۀ‌بست‌‌مجموعه

‌.شودجزئیات‌بحث‌در‌ادامه‌ارائه‌می.‌تراگذر‌است‌Λتوان‌ثابت‌کرد‌که‌‌متوسط،‌می

                                                           
1. Toral Automorphisms 

2. 4-torus  
3. Irreducible 
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‌ گاه‌‌پذیر‌حد‌متوسط‌باشد،‌آن‌سایه‌ اگر‌.‌ناوردا‌باشد- ۀ‌یک‌مجموعه‌موضعی‌بیشین‌بست‌ فرض‌کنید‌: 1ۀ گزار

‌.تراگذر‌زنجیری‌است‌ برای‌

‌: اثبات ‌یک‌همسایگی‌فشرد‌Λفرض‌کنید ‌در ‌موضعی‌بیشین‌است‌ ۀ ‌‌Λ    چنین‌‌هم. ‌است‌𝜀و ‌شده .‌داده

نتیجه‌‌        و‌از‌‌        گیریم‌که‌‌را‌چنان‌می‌ .‌پیدا‌کنیم‌ به‌‌ شبه‌مدار‌از‌-𝜀خواهیم‌یک‌‌می

‌دهد :             𝜀‌ ‌حد‌متوسط‌که‌شامل‌مدارهای‌. ‌یک‌شبه‌مدار ‌‌ ابتدا ‌سازیم‌باشد‌می‌ و ‌با‌‌آن. گاه

کنیم‌و‌در‌پایان‌با‌استفاده‌از‌مدار‌‌نگار‌حد‌متوسط‌یک‌مدار‌واقعی‌نزدیک‌شبه‌مدار‌حد‌متوسط،‌پیدا‌می‌خاصیت‌سایه

است،‌مدار‌‌ و‌‌ امی‌که‌یک‌شبه‌مدار‌حد‌متوسط‌را‌که‌شامل‌مدارهای‌در‌واقع‌هنگ.‌کنیم‌وصل‌می‌ را‌به‌‌ واقعی،‌

شبه‌مدار‌-𝜀کند‌یک‌‌نزدیک‌هستند‌که‌کمک‌می-‌𝜀،‌ و‌‌ نگار‌حد‌متوسط،‌به‌نامتناهی‌از‌مسیرهای‌‌سایه‌های‌نقطه

‌:بگیرید.‌بگذارید‌جزئیات‌را‌ارائه‌دهیم.‌بسازیم‌ به‌‌ از‌

                                            

                                                            

  

                     
            

                                    

                    
            

                                

‌گاه‌آن

   
   

 

    
              

 

    

   

𝜉و‌ ‌پیدا‌کرد‌که‌‌   توان‌یک‌نقطه‌‌بنابراین‌می.‌است‌ یک‌شبه‌مدار‌حد‌متوسط‌برای‌       

   
   

 

    
            

 

    

   

    توان‌دنباله‌‌است،‌می‌‌ و‌‌ شامل‌مدارهای‌‌𝜉چون‌شبه‌مدار‌حد‌متوسط‌
‌گرفت‌که‌ و‌‌ از‌مدارهای‌‌ 

            
   . 

   های‌صحیح‌‌که‌برای‌عدد‌چنان‌‌     بگیرید‌.‌بسازیم‌ به‌‌ شبه‌مدار‌از‌-𝜀توانیم‌یک‌‌اکنون‌می
   و‌‌

داشته‌‌

 :باشیم

   
    و          

          

‌‌                                                               گاه‌آن ‌- یک ‌از ‌مدار ‌‌ شبه ‌ به

‌.است

 فرض‌کنید‌
 
 از‌‌ ،‌یک‌زیرمجموعه‌‌          

 
باشد‌‌ شود‌اگر‌یک‌عدد‌طبیعی‌‌نامیده‌می‌9،‌متصل‌شده‌

                     که‌
 

 به‌بیان‌دیگر‌.‌
 
های‌به‌دلخواه‌بزرگ‌از‌اعداد‌صحیح‌نباشد،‌‌شامل‌بازه‌  

‌.کراندار‌است‌ های‌‌یعنی‌شکاف

های‌بازگشت‌‌زمانۀ‌،‌مجموع‌ از‌‌ کمینه‌است،‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌برای‌هر‌همسایگی‌باز‌‌ برای‌‌   ۀ‌نقط‌:1 لم

‌(را‌ببینید‌[1])‌،‌متصل‌شده‌باشد‌             

                                                           
1. Syndetic 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌765مغلوب‌ۀنگار‌حد‌متوسط‌و‌تجزی‌سایه

‌: 71ۀ گزار ‌مجموع‌ فرض‌کنید ‌بر ‌بستۀ ‌‌دارای‌خاصیت‌سایه‌ ناوردای‌- ۀ ‌حدمتوسط‌و ‌کمین‌های‌نقطهنگار ‌ ۀ

‌.تراگذر‌است‌ گاه‌‌چگال‌باشد،‌آن

𝜀و‌‌  ‌,‌  باز‌ۀ‌باشند‌و‌دو‌مجموع‌ دو‌همسایگی‌باز‌در‌‌ و‌‌ فرض‌کنید‌:‌اثبات    را‌چنان‌بگیرید‌که‌‌  

 ‌،    ‌،         𝜀و‌‌         𝜀کمینه‌چگال‌‌های‌نقطهچون‌.‌      ‌,‌      که‌‌

را‌‌زیرشبه‌مدار‌متوسط‌‌ ،‌برای‌ ۀ‌مانند‌اثبات‌گزار.‌وجود‌دارد‌  و‌‌  ترتیب‌درون‌‌به‌ و‌‌ کمینه‌ۀ‌است،‌دو‌نقط

‌:گیریم‌در‌نظر‌می

                                            

                                                            

  

                     
            

                                    

                    
            

                                

‌گاه‌آن

   
   

 

    
              

 

    

   

𝜉و‌ بنابر‌.‌باشد‌𝜉نگار‌حد‌متوسط‌‌سایهۀ‌یک‌نقط‌ فرض‌کنید‌.‌است‌ یک‌شبه‌مدار‌حد‌متوسط‌برای‌‌       

‌‌1لم ،                  ‌‌ ‌است‌                 و ‌متصل‌شده ‌ثابت‌می. ‌مدار‌‌اکنون کنیم

‌‌ مثبت‌ ، ‌‌ ‌قطع‌می‌ و ‌بنابراین‌تراگذراست‌را ‌کند‌و ‌چنان‌می‌   . ‌‌را ‌که‌برای‌هر ‌هر‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌     گیریم‌ و

‌   ۀ‌های‌دو‌مجموع‌کران‌بالای‌شکاف‌ ،‌که‌‌𝜀               نتیجه‌دهد‌‌        ،‌‌      

‌ ‌مجموع‌   و ‌تعریف ‌در ‌استۀ ‌شده ‌متصل ‌گزار. ‌اثبات ‌مانند ‌می ۀ ،‌‌ ‌که‌‌    توان ‌یافت ‌چنان را

       
یک‌کران‌‌ چون‌.‌برقرار‌شود‌   و‌‌             برای‌یک‌‌،‌             و‌‌        

‌شکاف ‌‌بالای ‌‌   های ‌‌                   است، ‌که ‌‌        هست ‌می‌به. ‌مشابه توان‌‌‌‌‌‌طور

     ‌‌ ‌که ‌یافت ‌چنان        را
        ‌‌ ‌‌              و ‌یک ‌برای ،             ‌ و‌‌‌‌‌

‌برقرار‌باشد‌     ‌‌   های‌‌یک‌کران‌بالا‌برای‌شکاف‌ که‌‌از‌این. هست‌که‌‌                   است،

‌.کند‌اثبات‌را‌کامل‌می‌این.‌        

Cنگار‌متوسط‌‌سایه‌ بر‌‌ ،‌اگر‌‌ تراگذر‌ۀ‌اخیرا‌ثابت‌کرده‌است‌برای‌مجموع[‌92]‌9لی.م
‌ گاه‌‌پایدار‌باشد،‌آن-1

Cنگار‌‌تراگذر‌سایهۀ‌یک‌مجموع‌ ثابت‌کرده‌است‌اگر‌[‌99]‌2یانگ.چنین‌د‌هم.‌پذیرد‌مغلوب‌میۀ‌تجزی
پایدار‌ضعیف‌-1

‌.پذیرد‌مغلوب‌میۀ‌،‌یا‌تجزی است‌یا‌چشمه‌3یا‌گودال‌ گاه،‌‌باشد‌آن

‌‌تاکنون‌ثابت‌کرده‌:Aۀ پایان اثبات قضی ‌اگر ‌یک‌مجموع‌ ایم‌که ‌بر ‌حد‌‌خاصیت‌سایه‌ ناوردای‌- ۀ‌بستۀ نگار

‌ ‌آن‌ ۀ‌کمین‌های‌نقطهمتوسط‌داشته‌باشد‌و ‌‌چگال‌باشد، ‌است‌ گاه ‌تراگذر .‌ ‌فرض‌به‌[11]در ‌اساسی‌با ‌و‌‌طور ها

چشمه‌را‌‌گودال‌و‌تقریباً‌بگذارید‌تعریف‌تقریباً.‌پذیرد‌مغلوب‌میۀ‌یک‌تجزی‌ ثابت‌شده‌است‌که‌‌Aۀ‌های‌گزار‌نتیجه

                                                           
1. M. Lee 

2. D. Yang 

3. Sink 
4. Source 
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‌بیاوریم ‌نقط. ‌یک ‌برای ‌ۀ ‌‌ متناوب ‌ برای ‌گوییم ‌‌تقریباً‌ ، ‌اگر ‌است ‌ویژ‌      گودال ‌مقدارهای ۀ‌دارای

‌.      و‌‌                باشد‌که‌‌‌            

‌ (:7لم فِرنکس) .77 لم ‌کنید ‌‌    فرض Cیک
1-‌‌ ‌باشد‌ همسایگی ‌‌آن. 𝜀گاه ‌یک‌   Cو

همسایگی‌‌‌‌-1

          ‌‌ ‌‌ از ‌هر ‌برای ‌که، ‌دارد ‌مجموع‌       وجود ‌یک ،‌ ‌ۀ ‌یک‌‌            متناهی ،

‌ ‌‌ همسایگی ‌            از ‌‌ ‌خطی ‌نگاشت ‌یک ‌‌               و ‌هر ‌برای در‌‌     که

       
   𝜀می‌‌ ‌‌       ‌کنند،‌صدق ‌که ‌دارد ‌‌          وجود                اگر

‌.‌     برای‌‌        و‌‌     

کم‌یک‌‌نگار‌حد‌متوسط‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌برای‌دست‌دارای‌خاصیت‌سایه‌ توان‌دید‌‌به‌سادگی‌می‌:72 یادآوری

‌.(را‌ببینید‌[6]،‌[ )]‌نگار‌حد‌متوسط‌باشد‌دارای‌خاصیت‌سایه‌  ،‌‌‌ عدد‌صحیح‌

‌.کنیم‌نگار‌حد‌متوسط‌اثبات‌می‌نگار‌ضعیف‌اثبات‌شده‌را‌برای‌سایه‌برای‌سایه‌[92]‌که‌در‌Aگزاره‌

Cپذیر‌حد‌متوسط‌‌سایه‌  فرض‌کنید: Aۀ گزار
از‌‌ و‌یک‌همسایگی‌‌ از‌‌    پایدار‌باشد،‌آنگاه‌یک‌همسایگی‌-1

‌.نیست‌‌چشمه‌ای‌گودال‌یا‌تقریباً‌،‌شامل‌هیچ‌تقریباً‌‌      برای‌هر‌‌  وجود‌دارد‌که‌‌ 

‌‌:اثبات ‌فِرنکس‌باشد‌همسایگی‌به‌          فرض‌کنید ‌لم ‌در ‌دست‌آمده .‌ ‌فرض‌کنید ‌       ابتدا

        گودال‌دارای‌‌وجود‌دارد‌که‌تقریباً
در‌این‌حالت‌(.حالت‌دیگر‌مشابه‌است)رسیم‌‌است‌و‌به‌تناقض‌می‌‌ 

   
تر‌از‌‌دیگرکمو‌مقدارهای‌ویژه‌(‌است‌ ۀ‌دوره‌تناوب‌کمین‌    )با‌قدر‌مطلق‌یک‌است‌ ۀ‌دارای‌مقدار‌ویژ‌    

      گاه‌‌آن.‌یک‌است
    

  ،‌که‌ 
  و‌‌ 

   ،‌زیرفضاهای‌ 
   ۀ‌ناوردای‌متناظرِ‌مقدارهای‌ویژ-    

    ‌

‌.تر‌از‌یک‌و‌برابر‌یک‌هستند‌با‌قدرمطلق‌کم

‌را‌چنان‌بیابیم‌که‌   و‌‌   ،‌‌        توانیم‌وابرسانی‌‌با‌توجه‌به‌لم‌فرنکس،‌می

                                   

          که‌
چون‌.‌           گیریم‌که‌‌را‌چنان‌می‌ توانیم‌‌توجه‌داشته‌باشید‌که‌می.‌        

.‌وسط‌استنگار‌حد‌مت‌دارای‌خاصیت‌سایه‌       ،‌3. نگار‌حد‌متوسط‌است،‌بنابر‌یادآوری‌‌دارای‌خاصیت‌سایه‌  

یک‌شبه‌مدار‌‌، ۀ‌مانند‌اثبات‌گزار.‌را‌درنظر‌بگیرید‌         ‌نقطه.‌‌          برای‌سادگی‌فرض‌کنید‌

 :سازیم‌صورت‌می‌دینحد‌متوسط‌ب

                                            

                      
                               

           

  

                      
            

                       
                

                     
            

                      
              

  

‌گاه‌آن

   
   

 

    
               

 

    

    

                                                           
1. Franks’ lemma 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌761مغلوب‌ۀنگار‌حد‌متوسط‌و‌تجزی‌سایه

𝜉و‌          
‌را‌چنان‌یافت‌که‌‌   ۀ‌توان‌نقط‌بنابراین‌می.‌است‌  یک‌شبه‌مدار‌حد‌متوسط‌برای‌

   
   

 

    
     

        

 

    

   

    ۀ‌توانیم‌یک‌دنبال‌است،‌می‌ و‌‌ شامل‌مدارهای‌‌𝜉چون‌شبه‌مدار‌حد‌متوسط‌
را‌چنان‌‌ و‌‌ از‌مدارهای‌‌ 

‌گرفت‌که

    
         

            

‌نقط ‌اگر ‌‌ نگار‌حد‌متوسط‌‌سایهۀ‌از‌سوی‌دیگر، ‌نیست‌       در ‌نابرابری‌بالا‌برقرار ‌آشکارا ‌باشد، ‌  بنابراین‌.

 .نگار‌حد‌متوسط‌نیست‌که‌یک‌تناقض‌است‌دارای‌خاصیت‌سایه

 نگار‌حد‌متوسط‌سایه‌  گاه‌‌‌نگار‌داشته‌باشد‌آن‌باشد‌که‌خاصیت‌سایه‌  یک‌خودسانی‌روی‌‌ که‌اگر‌گفتنی‌است‌

C
 .پذیرد‌مغلوب‌میۀ‌تجزی پایداراست‌و‌-1
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