
 1011‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌151بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌های‌ریاضی‌‌‌‌‌پژوهش

 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

‌‌‌‌‌‌‌vahidi.ar@pnu.ac.irنویسنده مسئول*

 
 یافته تعمیم موضعی کوهمولوژی های مدول توسیع های گون تابع

 
‌زاده‌،‌فیصل‌حسنی،‌الهام‌حسین*رضا‌وحیدی‌علی

‌تهران‌گروه‌ریاضی،‌دانشگاه‌پیام‌نور،‌
‌10/15/78پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌25/17/77دریافت‌‌‌

 چکیده
–یک‌‌ ،‌ آلی‌از‌حلقه‌‌ایده‌ ،‌صفرنا‌واحدجایی‌با‌‌هجاب‌یک‌حلقه‌نوتری‌ ‌فرض‌کنیم ‌ ‌و‌مولد‌ل‌متناهیمدو 

–یک‌ ‌خواه‌باشد‌ل‌دلمدو  ‌برای‌اعداد‌صحیح‌و‌نامنفی‌. ‌ در‌این‌مقاله، ، ‌‌ –و ‌متعلق‌بودن‌ مولد‌‌ل‌متناهیمدو  ،

    
      

–های‌سر‌از‌رسته‌‌را‌در‌زیررسته‌        های‌بالایی‌برای‌بعد‌انژکتیو‌‌و‌کران‌کنیم‌بررسی‌میها‌‌لمدو 

  و‌اعداد‌باس‌
  متناهی‌بودن‌و‌مینیماکس‌بودن‌‌چنین‌برخی‌نتایج‌در‌مورد‌هم‌هم.‌کنیم‌ارایه‌می‌      

و‌‌      

       متناهی‌بودن‌
 .آوریم‌دست‌می‌به‌       

 

‌ایده‌:کلیدیهای  واژه ‌باس، ‌وابس‌آل‌اعداد ‌اول ‌تتهای ‌انژکتیو، ‌بعدهای ‌‌گون‌ابعه، ‌مدولهای ‌تعمیم‌توسیع، ‌موضعی ‌کوهمولوژی یافته،‌‌های

‌.متناهی‌های‌هم‌های‌مینیماکس،‌مدول‌مدول

 مقدمه

‌بحث‌حاضردر‌سراسر‌ ‌‌هجاب‌یک‌حلقه‌نوتری‌ ، ‌صفرنا‌واحدجایی‌با ‌ آلی‌از‌حلقه‌‌ایده‌ ، –یک‌‌ ، ل‌مدو 

–یک‌‌ ‌و‌مولد‌متناهی استفاده‌شده‌‌در‌این‌مقالهی‌که‌اصطلاحات‌،‌مفاهیم‌واولیهبرای‌نتایج‌.‌استخواه‌‌ل‌دلمدو 

 .دکنیمراجعه‌‌[21]‌،[6]،‌[5]‌به‌است،

‌‌‌‌‌‌ ‌کنیم ‌‌ فرض –یک ‌متناهیمدو  ‌باشد‌مولد‌ل .‌ ‌در ‌به]11[گروتندیک، ‌که ‌زد ‌حدس ،‌ ‌هر ‌مدول‌ ازای ،

            
،‌هارتشورن‌یک‌مثال‌نقض‌برای‌حدس‌فوق‌ارایه‌کرد‌و‌این‌]12[در‌.‌مولد‌است‌‌متناهی‌     

‌مطرح‌ ‌‌ ازای‌هر‌‌د‌که‌چه‌موقع‌بهکرپرسش‌را ‌مدول‌ و ،    
         

‌مولد‌است‌‌متناهی‌      . – امین‌ 

‌، نسبت‌به‌‌ و‌‌ یافته‌‌مدول‌کوهمولوژی‌موضعی‌تعمیم

  
          

   
   

    
            

  روشن‌است‌که‌‌.[10]‌دشهرزوگ‌معرفی‌‌وسیلۀ‌به
  مدول‌کوهمولوژی‌موضعی‌معمولی‌‌      

.‌است‌    

،‌25[)یافته‌داریم‌‌های‌کوهمولوژی‌موضعی‌تعمیم‌را‌در‌مورد‌مدول‌1عنوان‌تعمیمی‌از‌پرسش‌هارتشورن،‌پرسش‌‌به

‌(.دشوملاحظه‌] 7.2پرسش‌

    ،‌مدول‌ و‌‌ ازای‌هر‌‌چه‌موقع‌به .پرسش
         

‌مولد‌است؟‌متناهی‌       

    به‌مطالعه‌و‌بررسی‌خواص‌مدول‌،‌مذکورو‌در‌راستای‌پاسخ‌به‌پرسش‌‌ر‌این‌مقالهد
       

       ‌

–یک‌‌ ‌پردازیم‌که‌در‌آن‌می –یک‌‌ ‌و‌مولد‌ل‌متناهیمدو  ‌.استخواه‌‌ل‌دلمدو 

‌دهند،‌در‌برخی‌کنیم‌که‌نشان‌می‌ارایه‌می(‌‌10ۀو‌قضی‌‌7ۀ،‌قضی‌2ۀ،‌قضی1لم‌)تکنیکی‌‌ۀ،‌چند‌نتیج2در‌بخش‌

‌ریختی‌،‌یک         با‌شرط‌‌  ،‌  ،‌ ،‌ حالات‌معین‌و‌برای‌اعداد‌صحیح‌نامنفی‌
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‌هم ‌است‌و ‌مدول‌برقرار     های‌‌چنین‌تحت‌شرایطی،
       

       ‌‌   و
      

متعلق‌به‌‌         

‌سر ‌‌1یک‌زیررسته ‌رسته –از ‌‌لمدو  ‌)‌ندستهها ‌از ‌یک‌رده ‌سر، –زیررسته ‌زیرمدول،‌‌لمدو  ‌نسبت‌به هاست‌که

‌(.قسمت‌و‌توسیع،‌بسته‌است‌خارج

مانند‌)های‌سر‌‌را‌برای‌برخی‌زیررسته‌2در‌این‌بخش،‌نتایج‌بخش‌.‌کاربردها‌اختصاص‌یافته‌است‌ۀبه‌ارای‌3بخش‌

‌ –رده ‌‌لمدو  ‌رده ‌و –های‌صفر ‌مولد‌های‌متناهی‌لمدو  ‌مدول‌به( ‌خواصی‌از ‌و ‌برده های‌کوهمولوژی‌موضعی‌‌کار

های‌کوهمولوژی‌‌های‌بالایی‌برای‌بعد‌انژکتیو‌و‌اعداد‌باس‌مدول‌کران‌،‌17‌،17در‌نتایج‌.گیریم‌را‌نتیجه‌می‌یافته‌تعمیم

‌های‌کوهمولوژی‌متناهی‌بودن‌و‌مینیماکس‌بودن‌مدول‌هم‌‌20الی‌‌21در‌نتایج.‌آوریم‌دست‌می‌یافته‌به‌موضعی‌تعمیم

‌بررسی‌یافته‌تعمیم‌موضعی ‌‌.کنیم‌می‌را –‌یک‌که‌شود‌مییادآوری ‌مانندمدو  –‌را‌ ‌ل ترتیب،‌‌به)‌متناهی‌هم 

‌مینیماکس )‌ ‌هرگاه ‌به‌               گوییم ‌‌و ‌هر ‌ ازای ‌مدول ،    
‌باشد‌‌متناهی‌         مولد

‌متناهیترتیب‌به) ‌زیرمدولی ‌مانند‌، ‌‌   مولد ‌به‌ از ‌باشد ‌‌طوری‌موجود ‌شود‌    که ‌آرتینی ‌آن( ‌در ‌که

مدول‌‌،   ‌از‌تر‌کوچک‌ ‌هر‌ازای‌به‌اگر‌دهیم‌می‌نشان‌.                      ‌

    
   ،‌مدول‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌بهمولد‌و‌‌متناهی‌        

‌ هر‌ازای‌‌به گاه‌مینیماکس‌باشد،‌آن‌      

   ،‌ تر‌از‌‌کوچک
–مدولی‌‌                   متناهی‌و‌‌هم 

ثابت‌.‌مولد‌است‌مدولی‌متناهی‌       

‌به‌می ‌اگر ‌‌کنیم ‌هر ‌‌کوچک‌ ازای ‌از ‌        تر ‌آن ‌در ‌که ‌ایده‌ۀرتب‌      ، ‌‌حسابی است،‌‌ آل

    
‌به‌مدولی‌متناهی‌         ‌و ‌‌مولد ‌ مخالف‌‌ ازای‌هر ،   

      ‌‌ –مدولی ‌آن‌هم  ‌باشد، گاه‌‌متناهی

   
      ‌‌ ‌مدولی –نیز ‌است‌هم  ‌متناهی ‌می. ‌‌نشان ‌اگر ‌‌ دهیم ‌به‌          موضعی، ‌‌و ‌هر ‌ ازای

‌‌کوچک ‌از ‌   تر ،    
‌آن‌مدولی‌متناهی‌         ‌به‌مولد‌باشد، ‌از‌‌کوچک‌ ازای‌هر‌‌گاه ‌ تر ،   

      ‌

–مدولی‌             ،‌   تر‌از‌‌کوچک‌ ازای‌هر‌‌تنها‌اگر‌به متناهی‌است‌اگر‌و‌هم 
مدولی‌‌       

‌باشد‌متناهی ‌مولد ‌‌چنین‌ثابت‌می‌هم. ‌اگر ‌‌ کنیم ‌به‌          موضعی، ‌‌و ‌ ازای‌هر ،    
        ‌

‌متناهی ‌‌مدولی ‌و    مولد
       ‌(‌    یا

         ‌ )‌ –مدولی ‌آن‌هم  ‌باشد، ‌به‌متناهی ‌‌گاه ‌هر ،‌ ازای

   
      ‌‌ –مدولی ‌است‌هم  ‌متناهی .‌ ‌مجموعه‌ضعیف‌،‌25ۀنتیجدر ‌بودن ‌متناهی ‌برای ‌ممکن ‌شرایط ‌ترین

کار‌بردن‌‌کنیم‌که‌با‌به‌توجه‌می.‌کنیم‌یافته‌را‌بیان‌می‌های‌کوهمولوژی‌موضعی‌تعمیم‌های‌اول‌وابسته‌به‌مدول‌آل‌ایده

‌نتایج‌بخش‌‌زیررسته ‌در ‌دیگر ‌می2های‌سر ‌مدول‌توان‌خواص‌بیش‌، ‌را‌‌های‌کوهمولوژی‌موضعی‌تعمیم‌تری‌از یافته

‌.دست‌آورد‌به

 یج اصلیتان

 .در‌اثبات‌قضایای‌اصلی‌این‌مقاله‌مورد‌نیاز‌است‌1لم‌

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌ .1 لم –دو‌‌ ،‌ ‌خواه‌و‌دل‌مدول  های‌طیفی‌‌در‌این‌صورت‌دنباله.‌مولد‌باشند‌ل‌متناهیمدو 

‌ناحیه‌سوم

  (‌الف
        

      
         

 
‌و‌     

  (‌ب
          

       
       

 
     ‌

‌.را‌داریم

‌فرض‌کنیم‌.برهان

                
                                                           
1. Serre 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌151یافته‌تعمیم‌موضعی‌کوهمولوژی‌های‌مدول‌توسیع‌های‌گون‌تابع

‌بافت‌،‌هم   بافت‌‌بر‌هم‌             گون‌‌ثیر‌تابعأبا‌ت.‌باشد‌ یک‌تحلیل‌انژکتیو‌محذوف‌برای‌

           
                  

                 
      

‌فرض‌کنیم،‌]‌05.11ۀقضی،‌21[با‌توجه‌به‌.‌را‌داریم

             
                   

‌کارتن ‌انژکتیو ‌تحلیل ‌‌1ایلنبرگ-یک            برای
‌باشد‌     ‌دوهم. ‌ناحی‌حال سوم‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ۀبافت

𝒯 ‌.دهیم‌نشان‌می‌ 𝒯    بافت‌کلی‌آن‌را‌با‌‌را‌در‌نظر‌گرفته‌و‌هم‌               

‌الف )‌   فرض‌کنیم
               𝒯 ‌‌ ‌از ‌باشد‌𝒯همولوژی‌تکراری‌اول ‌صافی‌اول ‌نسبت‌به ‌این‌. در

‌،]‌63.11ۀنتیج،‌21[و‌‌]‌0.1.2ۀگزار،‌5[صورت‌طبق‌

                            𝒯  

    
               

        

         
           

        

‌،]1.2لم‌،‌11[‌در‌نتیجه‌بنا‌به‌بند‌اول

          𝒯        
     

            
           

         

  
 
     

             

‌سوم‌ۀطیفی‌ناحی‌ۀکه‌دنبال

  
        

      
         

 
          𝒯   

‌.دهد‌را‌نتیجه‌می

‌ب )‌ ‌کنیم   فرض
                𝒯 ‌‌ ‌از ‌دوم ‌تکراری ‌باشد‌𝒯همولوژی ‌دوم ‌صافی ‌به ‌نسبت توجه‌.

‌مدول‌می ‌از ‌کوتاه ‌دقیق ‌دنباله ‌هر ‌چون ‌که ‌شکافته‌کنیم ‌انژکتیو، ‌ت‌های ‌با ‌پس ‌است ‌تابعأشده گون‌‌ثیر

‌شکافته‌          ‌باقی‌می‌بر‌آن، ‌ماند‌شده .‌ ‌این‌که ‌توجه‌به‌این‌نکته‌و یک‌تحلیل‌انژکتیو‌‌    با

           ایلنبرگ‌برای‌-کارتن
‌:خواهیم‌داشت‌است‌    

                           𝒯  

                    

                 

‌،]1.2لم‌،‌11[‌در‌نتیجه‌بنا‌به‌بند‌اول

          𝒯        
      

                    

    
       

           

‌طیفی‌ناحیه‌سوم‌ۀکه‌دنبال

  
          

       
       

 
          𝒯   

                                                           
1. Cartan-Eilenberg 
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‌ .‌دهد‌را‌نتیجه‌می

–یک‌‌ اعداد‌صحیح‌نامنفی‌و‌‌  ،‌  ،‌ ،‌ ‌فرض‌کنیم‌‌‌‌‌ ریختی‌‌یک‌یک‌‌2ۀدر‌قضی.‌مولد‌باشد‌ل‌متناهیمدو 

–بین‌     های‌‌لمدو 
       

  و‌‌       
  

      
‌.آوریم‌دست‌می‌به‌         

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌ .1ۀ قضی –دو‌‌ ،‌ ‌خواه،‌دل‌مدول  اعداد‌صحیح‌نامنفی‌‌  ،‌  ،‌ ،‌ ‌مولد‌و‌ل‌متناهیمدو 

‌فرض‌کنیم.‌             که‌‌طوری‌باشند‌به

    ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌الف
           

         ،‌

    ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ ازای‌هر‌‌به(‌ب
           

         ،‌

    ،‌ مخالف‌‌ ازای‌هر‌‌به(‌ج
         

         ،‌

  ،‌  تر‌از‌‌کوچک‌ ازای‌هر‌‌به(‌د
          

           ،‌

  ،‌  تر‌از‌‌بزرگ‌ ازای‌هر‌‌به(‌ه
          

‌و‌           

  ،‌  مخالف‌‌ ازای‌هر‌‌به(‌و
        

           .‌

    در‌این‌صورت‌
       

          
  

      
         . 

 سوم‌ۀطیفی‌ناحی‌ۀ،‌دنبال‌1لم(‌ب)با‌توجه‌به‌بند‌. برهان

  
          

       
       

 
      

‌داریم ‌را ‌‌به. ‌هر ‌‌بزرگ‌ ازای ‌از ‌ تر ‌کنیم ‌فرض ،  
            

        
            ‌‌   و

      

     
              

  ،‌(ب)و‌(‌الف)های‌‌چون‌بنا‌به‌فرض.‌      
                

           ‌

‌   پس
                

           ‌ .‌   بنابراین
        

     ‌‌   و
       ‌ ‌نتیجه‌. در

    
        

 رو،‌ایناز‌و‌‌     

  
            

          
          

        
          

       
         
‌صورت‌یک‌صافی‌متناهی‌به

                             
  ،‌   تر‌از‌‌کوچک‌ ازای‌هر‌که‌بهطوریموجود‌است‌به

کنیم‌‌توجه‌می.‌                       

  ،‌ مخالف‌‌ ازای‌هر‌و‌به(‌ج)که‌بنا‌به‌فرض‌
‌رو‌از‌این.‌         

                              
‌و

                            
  بنابراین‌

    و‌در‌نتیجه‌‌                    
       

          . 

‌ ‌بند ‌طبق ‌دیگر، ‌طرف ‌الف)از ‌فرض‌‌1لم( ‌(د)‌های‌و ‌ه)، )‌ ‌(و)و ‌اثبات ‌مشابه ‌که‌‌می‌مذکور، ‌داد ‌نشان توان

     
  

      
    در‌نتیجه‌.‌         

       
          

  
      

         ‌.‌

‌.دهد‌تعمیم‌می‌را‌]‌21.2ۀقضی،‌22[است‌و‌‌‌2ۀکاربردی‌از‌قضی‌3ۀ‌نتیج

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌ .1ۀ نتیج –دو‌‌ ،‌ ‌خواه،‌دل‌مدول  .‌اعداد‌صحیح‌نامنفی‌باشند‌ ،‌ ‌مولد‌و‌ل‌متناهیمدو 

‌فرض‌کنیم

    ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ ازای‌هر‌‌به(‌الف
             

         ،‌

    ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ ازای‌هر‌‌به(‌ب
             

         ،‌
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    ،‌ مخالف‌‌ ازای‌هر‌‌به(‌ج
           

         ،‌

  ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ ازای‌هر‌‌به(‌د
            

‌و‌           

  ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ ازای‌هر‌‌به(‌ه
          

           .‌

    در‌این‌صورت‌
       

          
           . 

‌.‌    و‌‌      قرار‌دهیم‌‌‌2ۀکافی‌است‌در‌قضی. برهان

     ریختی‌بین‌‌یک‌یک‌‌0ۀنتیج‌‌‌‌‌
       

    و‌       
  

      
‌.کند‌فراهم‌می‌         

‌‌.1ۀ نتیج ‌کنیم –‌یک‌ فرض ‌و‌دل‌مدول  ‌ ‌خواه ، ‌‌ –دو ‌متناهیمدو  ‌به‌ل ‌باشند که‌‌طوری‌مولد

اعداد‌صحیح‌نامنفی‌باشند‌‌  ،‌  ،‌ ،‌ ‌فرض‌کنیم.‌                                 

‌چنین‌فرض‌کنیم‌هم.‌             که‌‌طوری‌به

    ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ ازای‌هر‌‌به(‌الف
           

         ،‌

    ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ ازای‌هر‌‌به(‌ب
           

         ،‌

    ،‌ مخالف‌‌ ازای‌هر‌‌به(‌ج
         

         ،‌

    ،‌  تر‌از‌‌کوچک‌ ازای‌هر‌‌به(‌د
          

           ،‌

    ،‌  تر‌از‌‌بزرگ‌ ازای‌هر‌‌به(‌ه
          

‌و‌           

    ،‌  مخالف‌‌ ازای‌هر‌‌به(‌و
        

           .‌

    در‌این‌صورت‌
       

            
  

      
         . 

‌.‌برقرار‌است‌‌2ۀو‌قضی‌]5.2لم‌،‌22[با‌توجه‌به‌بند‌سوم‌. برهان

‌.دهد‌را‌تعمیم‌می‌]‌5.3ۀقضی،‌2[‌‌5ۀنتیج

‌ .5ۀ نتیج ‌کنیم –‌یک‌ فرض ‌و‌دل‌مدول  ‌ ‌خواه ، ‌‌ –دو ‌متناهیمدو  ‌به‌ل ‌باشند که‌‌طوری‌مولد

‌که‌طوری‌به‌باشند‌نامنفی‌صحیح‌اعداد‌ ‌، ‌فرض‌کنیم‌.                                 

    ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ ازای‌هر‌‌به(‌الف
             

         ،‌

    ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ ازای‌هر‌‌به(‌ب
             

         ،‌

    ،‌ مخالف‌‌ ازای‌هر‌‌به(‌ج
           

         ،‌

    ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ ازای‌هر‌‌به(‌د
            

‌و‌           

    ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ ازای‌هر‌‌به(‌ه
          

           .‌

    در‌این‌صورت‌
       

            
           . 

‌.‌    و‌‌      قرار‌دهیم‌‌‌0ۀکافی‌است‌در‌نتیج. برهان

‌2[) .6ۀ نتیج ‌‌]‌6.3ۀنتیج، ‌ملاحظه ‌ (دکنیرا ‌کنیم –‌یک‌ فرض ‌و‌دل‌مدول  ‌ ‌خواه ، ‌‌ –دو ل‌مدو 

یک‌عدد‌‌ ‌فرض‌کنیم.‌                                 که‌‌طوری‌مولد‌باشند‌به‌متناهی

‌که‌طوری‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌به

    ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ ازای‌هر‌‌به(‌الف
           

         ،‌

    ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ ازای‌هر‌‌به(‌ب
         

         ،‌

    ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ ازای‌هر‌‌به(‌ج
          

‌و‌           

    ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ ازای‌هر‌‌به(‌د
        

           .‌
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          در‌این‌صورت‌
            

         . 

‌.‌کار‌بریم‌به‌   را‌با‌‌‌5ۀکافی‌است‌نتیج. برهان

–کنیم‌که‌یک‌زیررسته‌سر‌از‌رسته‌‌یادآوری‌می ‌مانند‌‌لمدو  –،‌یک‌رده‌از‌ ها ازای‌هر‌‌هاست‌که‌به‌مدول 

–دنباله‌دقیق‌کوتاه‌از‌ ‌ها‌مانند‌لمدو 

،                                                           (1)  

‌اگر‌مدول‌ متعلق‌به‌‌ مدول‌ ‌تنها ‌‌  های‌‌است‌اگر‌و ‌باشند‌ متعلق‌به‌‌   و یک‌‌𝜆   𝒯فرض‌کنیم‌.

‌باشد‌     𝒯 واره‌آبلی‌مرتب‌جزیی‌‌به‌تک‌ نگاشت‌از‌زیررسته‌سر‌ ‌یک‌نگاشت‌زیرجمعی‌‌𝜆در‌این‌صورت‌. را

هستند‌داشته‌‌ متعلق‌به‌‌   و‌‌ ،‌  که‌در‌آن‌(‌1)ازای‌هر‌دنباله‌دقیق‌کوتاه‌مانند‌‌و‌به‌     𝜆گوییم‌هرگاه‌

‌(.دکنیمراجعه‌‌]3.2تعریف‌،‌22[به‌)‌     𝜆    𝜆     𝜆و‌‌   𝜆     𝜆   ‌،𝜆      𝜆باشیم‌

–یک‌زیررسته‌سر‌از‌رسته‌‌ در‌این‌مقاله،‌ ‌𝜆   𝒯واره‌آبلی‌مرتب‌جزیی‌و‌‌یک‌تک‌     𝒯 ها،‌‌لمدو 

‌.استیک‌نگاشت‌زیرجمعی‌

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌ (دشوملاحظه‌‌]‌0.3ۀگزار،‌13[و‌بند‌اول‌‌]‌5.2ۀنتیج،‌18[) .7 لم یک‌‌ ‌مولد،‌متناهی‌مدول 

– ازای‌هر‌‌ترتیب،‌به‌به)‌   تر‌از‌‌کوچک‌ ازای‌هر‌‌که‌به‌طوری‌یک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌به‌ خواه‌و‌‌ل‌دلمدو 

 )‌،    
–هر‌ازای‌‌بهدر‌این‌صورت‌.‌         ‌                 با‌شرط‌‌ مولد‌‌متناهی‌مدول 

    ،‌( هر‌ازای‌‌به،‌ترتیب‌به)‌   تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌بهو‌
        .‌

‌روی‌. برهان ‌عمل‌نماییم‌ کافی‌است‌به‌استقرا و‌‌]‌1.0ۀقضی،‌20[‌1گروسون‌ۀکنیم‌که‌با‌توجه‌به‌قضی‌توجه‌می.

–برای‌یک‌ ‌صورت‌،‌یک‌صافی‌متناهی‌به مولد‌مانند‌‌متناهی‌مدول 

                    
 ،‌دنباله‌دقیق‌کوتاه     که‌‌ هر‌ازای‌‌که‌به‌طوری‌بهوجود‌دارد‌‌ های‌‌از‌زیرمدول

                    
‌.‌یک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌است‌  موجود‌است‌که‌در‌آن‌

‌نشان‌داده‌شده‌است‌که‌اگر‌]‌11.2ۀقضی،‌22[در‌بند‌دوم‌‌‌‌‌‌ ‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به، ،  
گاه‌‌،‌آن      

            
            

کنیم‌‌توجه‌می.‌بخشیم‌در‌نتیجه‌زیر‌این‌مطلب‌را‌بهبود‌می.‌         

‌به‌ ‌‌]‌3.2ۀگزار،‌13[که‌بنا ‌اگر‌]‌7.2ۀنتیج،‌22[یا ‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به، ،  
‌ هر‌ازای‌‌بهگاه‌‌،‌آن      

  ،‌ تر‌از‌‌کوچک
        . 

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌ .8ۀ نتیج ‌‌دل‌مدول  –یک‌‌ خواه، یک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌‌ ‌مولد‌و‌متناهیل‌مدو 

  ،‌ از‌‌تر‌کوچک‌ ‌هر‌ازای‌به‌که‌طوری‌به
–هر‌ازای‌‌بهاین‌صورت‌‌در.‌         –مولد‌‌ل‌متناهیمدو  ،‌ تابی‌ 

          
            

            ‌ویژه،‌به‌.         
            

و‌در‌‌         

        نتیجه‌
                 

          . 

    ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌بهو‌‌]‌17.2ۀنتیج،‌22[طبق‌. برهان
و‌‌‌7بنابراین‌با‌توجه‌به‌لم.‌           

    ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ هر‌ازای‌‌به
          

                
        

بنا‌به‌‌رو،‌از‌این.‌         

‌‌6ۀنتیج ،          
            

         ‌ ‌می. ‌توجه ‌آخر، ‌قسمت ‌‌برای ‌طبق ‌که ،‌6[کنیم

‌،]27.2.1تمرین‌

                 
                            

                
        

                                                           
1. Gruson 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌157یافته‌تعمیم‌موضعی‌کوهمولوژی‌های‌مدول‌توسیع‌های‌گون‌تابع

‌.‌و‌در‌نتیجه‌حکم‌برقرار‌است‌

    است،‌شرایط‌کافی‌برای‌متعلق‌بودن‌‌]‌13.2ۀقضی،‌22[که‌تعمیمی‌از‌‌‌7ۀدر‌قضی
       

در‌‌       

–یک‌زیررسته‌سر‌از‌رسته‌ ‌.کنیم‌ها‌را‌ارایه‌می‌لمدو 

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌ .9ۀ قضی –دو‌‌ ،‌ ‌خواه،‌دل‌مدول  .‌اعداد‌صحیح‌نامنفی‌باشند‌ ،‌ ‌مولد‌و‌ل‌متناهیمدو 

‌فرض‌کنیم

  ،‌ هر‌ازای‌‌به(‌الف
          

           ،‌

    ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌ب
             

‌و‌         

    ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ هر‌ازای‌‌به(‌ج
             

         .‌

    در‌این‌صورت‌
       

‌و‌         

𝜆      
       

              
   𝜆    

          
            

      
   𝜆      

             
                 

     𝜆      
             

           

 سوم‌ۀ،‌دنباله‌طیفی‌ناحی‌1لم(‌الف)با‌توجه‌به‌بند‌. برهان

  
        

      
         

 
      

  ،‌     تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به.‌را‌داریم
               

    تر‌از‌‌بزرگ‌ هر‌ازای‌‌بهزیرا‌‌        

 ‌،  
                   

      بنابراین‌چون‌.‌              
  قسمتی‌از‌‌زیرخارج‌        

        ‌

  ،‌(الف)است‌و‌با‌توجه‌به‌فرض‌
  است‌پس‌‌ متعلق‌به‌‌        

‌است‌و‌ عضوی‌از‌‌        

𝜆   
          𝜆   

         . 

‌صورت‌یک‌صافی‌متناهی‌به

                                           
  ،‌     تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌که‌به‌طوری‌بهموجود‌است‌

                                ‌.

‌های‌دقیق‌کوتاه‌،‌دنباله     تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌بهحال‌

                            
           

‌و‌      دهند‌‌را‌داریم‌که‌نشان‌می

𝜆           
   𝜆   

              
   𝜆   

         . 
 سوم‌ۀطیفی‌ناحی‌ۀ،‌دنبال1لم‌(‌ب)از‌طرف‌دیگر‌و‌با‌توجه‌به‌بند‌

  
          

       
       

 
      

‌صورت‌در‌نتیجه‌یک‌صافی‌متناهی‌به.‌را‌داریم

                                           
  ،‌     تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌که‌به‌طوری‌بهموجود‌است‌

                                 ‌.

  در‌نتیجه‌.‌است‌ نیز‌متعلق‌به‌‌      است‌پس‌‌ متعلق‌به‌‌    چون‌
                     ‌

   𝜆است‌و‌‌ عضوی‌از‌
       𝜆         𝜆      ‌.بنابراین‌      

‌و‌       

𝜆       
       𝜆       

  ،‌     تر‌از‌‌بزرگ‌ هر‌ازای‌‌بهزیرا‌چون‌
                

‌پس‌           

  
            

     . 
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  ،‌با‌فرض‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ هر‌ازای‌‌به
            

        
 و‌‌            

  
           

              
       

‌های‌دقیق‌کوتاه‌دنباله

    
        

        
        

        
‌و

    
        

          
        

‌داریم ‌را ‌فرض. ‌به ‌بنا ‌‌چون ‌ب)های )‌ ‌(ج)و ،  
           ‌‌   و

           ‌‌ ‌به ‌پس‌هست‌ متعلق ند

  
  و‌‌           

  در‌نتیجه‌.‌ندسته‌ نیز‌متعلق‌به‌‌           
        

  و‌‌     
.‌ندسته‌ متعلق‌به‌‌     

  ‌رو،‌از‌این
    است‌هرگاه‌‌ متعلق‌به‌‌     

‌باشد‌و‌داریم‌ متعلق‌به‌‌     

𝜆     
       𝜆   

        
       𝜆   

         𝜆   
       

𝜆     
       𝜆   

              𝜆   
                

𝜆     
       𝜆   

              𝜆   
                 

  در‌نتیجه‌
 است‌و‌ متعلق‌به‌‌     

𝜆   
       𝜆   

            𝜆   
             𝜆   

       

𝜆   
       𝜆   

            𝜆   
            𝜆   

           𝜆   
              

     

𝜆       
            

   𝜆   
                     

     𝜆   
                  

‌.‌بنابراین‌حکم‌برقرار‌است

‌.دهیم‌تعمیم‌می‌‌11ۀرا‌در‌نتیج‌]‌3.2ۀقضی،‌2[،‌‌7ۀعنوان‌کاربردی‌از‌قضی‌به

‌ .11ۀ نتیج ‌کنیم –‌یک‌ فرض ‌و‌دل‌مدول  ‌ ‌خواه ، ‌‌ –دو ‌متناهیمدو  ‌‌ل ‌باشند که‌‌طوری‌بهمولد

‌که‌طوری‌به‌باشند‌نامنفی‌صحیح‌اعداد‌ ‌، ‌فرض‌کنیم‌.                                 

    ،‌ هر‌ازای‌‌به(‌الف
          

           ،‌

    ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌ب
             

‌و‌         

    ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ هر‌ازای‌‌به(‌ج
             

         .‌

    در‌این‌صورت‌
       

‌و‌         

𝜆      
       

              
   𝜆      

          
            

      
   𝜆      

             
                 

     𝜆      
             

           

‌.‌برقرار‌است‌‌7ۀو‌قضی‌]5.2لم‌،‌22[با‌توجه‌به‌بند‌سوم‌. برهان

–کنیم‌که‌یک‌زیررسته‌سر‌از‌رسته‌‌یادآوری‌می گوییم‌هرگاه‌‌ آل‌‌نسبت‌به‌ایده‌1را‌ملکرسون‌ ها‌مانند‌‌لمدو 

–هر‌ازای‌‌به –ل‌مدو  را‌‌]1.3تعریف‌،‌2[و‌‌]1.2تعریف‌،‌1[)‌   نتیجه‌دهد‌‌        ،‌ تابی‌مانند‌ 

‌(.دکنیملاحظه‌

                                                           
1. Melkersson 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌159یافته‌تعمیم‌موضعی‌کوهمولوژی‌های‌مدول‌توسیع‌های‌گون‌تابع

‌‌]‌0.2ۀنتیج،‌2[) .11ۀ نتیج –‌یک‌ فرض‌کنیم‌(‌دشوملاحظه‌‌]‌3.2ۀقضی،‌23[و ‌ ‌خواه‌و‌دل‌مدول  دو‌‌ ،

– ‌فرض‌کنیم.‌                                 که‌‌طوری‌بهمولد‌باشند‌‌ل‌متناهیمدو 

‌که‌طوری‌یک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌به‌ 

    ،‌   تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌الف
        

‌و‌           

    ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌ب
           

         .‌

‌این‌صورت‌           در
         ‌ ‌‌به. ‌اگر ‌‌     ویژه باشد،‌‌ آل‌‌ملکرسون‌نسبت‌به‌ایده‌ و

   گاه‌‌آن
        .‌

 .‌   قرار‌دهیم‌‌‌11ۀکافی‌است‌در‌نتیج. برهان

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌ .11 تذکر ‌‌دل‌مدول  –یک‌‌ خواه، یک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌‌ ‌مولد‌و‌ل‌متناهیمدو 

    که‌‌طوری‌به
  ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌بهو‌‌           

یک‌عدد‌صحیح‌‌ فرض‌کنیم‌.‌      

‌تر‌از‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌بهچون‌.‌     که‌‌طوری‌بهنامنفی‌باشد‌

     ‌،    
     

     
            

         

‌ ‌طبق ‌2[پس     ،]‌1.2ۀقضی،
        

             ‌ .‌ ‌‌بهبنابراین ‌ازای ‌‌کوچک‌ هر ‌از ،‌   تر

    
        

             ‌ .‌ ‌به ‌توجه ‌با ‌طرف‌دیگر ‌22[از ‌‌]‌7.2ۀنتیج، ‌ازای‌‌بهو ‌‌کوچک‌ هر ‌از ،‌ تر

  
        ‌ .‌ ‌نتیجه ‌ازای‌‌بهدر ‌‌کوچک‌ هر ‌از ‌ تر ،    

            
         ‌ ‌‌ازاین. ‌به‌رو، بنا

            ،‌‌11ۀنتیج
         ‌ ‌بند‌اول‌22[بنابراین‌. ‌ۀنتیج‌وسیلۀ‌به‌]‌12.2ۀو‌نتیج‌‌11.2ۀقضی،

‌.اند‌بهبود‌یافته‌11

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌(‌یدکنرا‌ملاحظه‌‌]‌7.2ۀقضی،‌23[و‌‌]‌0.0ۀقضی،‌2[) .11ۀ نتیج دو‌‌ ،‌ ‌خواه‌و‌دل‌مدول 

– ‌فرض‌کنیم.‌                                 که‌‌طوری‌به‌مولد‌باشند‌متناهیل‌مدو 

‌که‌طوری‌یک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌به‌ 

    ،‌   تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌الف
          

‌و‌           

    ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌ب
           

         .‌

    در‌این‌صورت‌
       

         .‌

‌.‌کار‌بریم‌به‌   را‌با‌‌‌11ۀکافی‌است‌نتیج. برهان

‌ .11ۀ قضی –‌یک‌ فرض‌کنیم ‌ ‌خواه،‌دل‌مدول  ، ‌‌ –دو ‌ ‌مولد‌و‌ل‌متناهیمدو  اعداد‌صحیح‌نامنفی‌‌ ،

‌فرض‌کنیم.‌باشند

    ،‌ هر‌ازای‌‌به(‌الف
           

         ،‌

  ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌ب
            

‌و‌           

  ،‌ تر‌از‌‌بزرگ‌ هر‌ازای‌‌به(‌ج
            

           .‌

  در‌این‌صورت‌
      

‌و‌           

𝜆   
      

                
   𝜆      

           
          

      
   𝜆    

            
                   

     𝜆    
            

             

‌.‌شود‌و‌به‌خواننده‌واگذار‌می‌است‌‌‌7ۀمشابه‌برهان‌قضی. برهان
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‌23[) .15ۀ نتیج ‌‌]‌13.2ۀقضی، ‌ملاحظه ‌یدکنرا )‌ –‌یک‌ فرض‌کنیم ‌ ‌خواه،‌دل‌مدول  ، ‌‌ –دو ل‌مدو 

‌فرض‌کنیم.‌یک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌ ‌مولد‌و‌متناهی

    ،‌   تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌الف
         

‌و‌         

  ،‌     که‌‌ هر‌ازای‌‌به(‌ب
          

           .‌

  در‌این‌صورت‌
           ‌ ‌                                 ویژه‌اگر‌‌به.

    گاه‌،‌آن(     ،‌ترتیب‌به)
    ،‌ترتیب‌به)‌            

           .)‌

‌.‌شود‌نتیجه‌می‌]5.2لم‌،‌22[قسمت‌آخر‌از‌بند‌سوم‌.‌   قرار‌دهیم‌‌‌10ۀکافی‌است‌در‌قضی. برهان

–کنیم‌که‌یک‌‌یادآوری‌می ‌‌ ل‌مانند‌مدو  –را و‌‌               متناهی‌گوییم‌هرگاه‌‌هم     

    ،‌مدول‌ هر‌ازای‌‌به
‌ کنیم‌که‌اگر‌‌توجه‌می(.‌دشوملاحظه‌‌]1.0تعریف‌،‌2[)باشد‌‌ متعلق‌به‌‌        

–رده‌ –یک‌‌ گاه‌‌مولد‌باشد،‌آن‌های‌متناهی‌لمدو  –ل‌مدو  –متناهی‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌یک‌‌هم      ل‌مدو 

– ‌.متناهی‌باشد‌هم 

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌(‌دشوملاحظه‌‌]‌10.2ۀنتیج،‌23[و‌‌]‌2.0ۀقضی،‌2[،‌]‌11.3ۀنتیج،‌18[) .16ۀ نتیج ‌مدول 

–یک‌‌ ‌مولد،‌متناهی ‌   تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌که‌به‌طوری‌بهیک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌‌ ‌خواه‌و‌ل‌دلمدو 

‌ترتیب‌به) ‌‌به، ‌ازای ‌( هر ،   
      ‌‌ –مدولی ‌است‌هم      ‌متناهی .‌ ‌صورت ‌این ‌‌بهدر ‌ازای ‌از‌‌کوچک‌ هر تر

    ،‌( هر‌ازای‌‌به،‌ترتیب‌به)‌   
‌.است‌ متعلق‌به‌‌         

‌ را‌در‌نظر‌گرفته‌و‌به‌استقرا‌روی‌‌‌15ۀو‌نتیج‌]5.2لم‌،‌22[،‌بند‌سوم‌7برای‌اثبات‌حکم،‌کافی‌است‌لم‌. برهان

‌.‌یمکنعمل‌

 کاربردها
–‌یک‌ فرض‌کنیم‌ ‌خواه‌باشد‌دل‌مدول  ‌‌ دست‌‌بعد‌انژکتیو‌و‌بعد‌یک. ‌‌ترتیب‌بهرا ‌      و‌‌      با

   ،‌بعد‌انژکتیو‌مدول‌کوهمولوژی‌موضعی‌ و‌برای‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌‌]21[نویسنده‌اول،‌در‌.‌دهیم‌نشان‌می
    ‌

   های‌کوهمولوژی‌موضعی‌‌و‌بعدهای‌انژکتیو‌مدول‌ را‌با‌بعد‌انژکتیو‌
.‌،‌مورد‌مقایسه‌قرار‌داد   که‌در‌آن‌‌    

‌نامساوی،‌ثابت‌کرد‌که‌]‌8.2ۀ،‌قضی21[او،‌در‌

       
                    

         
                         

                 

 .دهیم‌را‌تعمیم‌می‌مذکورزیر،‌نامساوی‌‌ۀدر‌نتیج.‌برقرار‌است

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌ .17ۀ نتیج –یک‌‌ ‌مولد،‌متناهی‌مدول  .‌یک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌ ‌خواه‌و‌ل‌دلمدو 

‌در‌این‌صورت‌نامساوی

       
                             

         
                           

                   

‌.برقرار‌است

‌. برهان ‌متناهی‌مانند ‌باشد‌ فرض‌کنیم‌طرف‌راست‌نامساوی‌یک‌عدد ‌‌   چنین‌فرض‌کنیم‌‌هم. یک‌‌ و

– ‌باشد‌متناهی‌مدول  ‌مولد ‌قضی. ‌در ‌این‌صورت‌اگر ‌در ‌7ۀ ، ‌‌ ‌رده –را ‌آن‌لمدو  ‌بگیریم، ‌نظر ‌در گاه‌‌های‌صفر

    
       

‌.‌در‌نتیجه‌حکم‌برقرار‌است.‌         



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌161یافته‌تعمیم‌موضعی‌کوهمولوژی‌های‌مدول‌توسیع‌های‌گون‌تابع

                     ،‌عدد‌ مانند‌‌ آل‌اول‌از‌حلقه‌‌هر‌ایدهازای‌‌به‌‌‌‌‌

–را‌‌            امین‌عدد‌ 

‌           گوییم‌که‌در‌آن‌‌ نسبت‌به‌‌ ‌1باس .‌ ‌ایده‌ هرگاه ‌آن‌𝔪آل‌ماکسیمال‌‌موضعی‌با گاه‌‌باشد،

   𝔪   و‌‌     را‌با‌‌  𝔪نشان‌]‌6.2ۀ،‌قضی8[،‌در‌ و‌‌ برای‌اعداد‌صحیح‌نامنفی‌.‌دهیم‌نشان‌می‌ را‌با‌‌‌،

‌داده‌شده‌است‌که‌نامساوی

      
                            

     
   

   
              

     
     

     
 

 .دهیم‌را‌تعمیم‌می‌مذکور،‌نامساوی‌‌18ۀدر‌نتیج.‌برقرار‌است

–یک‌‌ یک‌حلقه‌موضعی،‌‌ فرض‌کنیم‌ .18ۀ نتیج –یک‌‌ مولد،‌‌مدول‌متناهی  اعداد‌‌ ‌، خواه‌و‌‌مدول‌دل 

‌در‌این‌صورت‌نامساوی.‌صحیح‌نامنفی‌باشند

      
                   

          
          

   

   
 

              
       

   

   
              

       
     

     
 

‌.برقرار‌است

‌.‌کار‌بریم‌به‌   را‌با‌‌‌11ۀکافی‌است‌نتیج. برهان

‌.را‌داریم‌‌17ۀ،‌نتیج‌18ۀعنوان‌کاربردی‌از‌نتیج‌به

–یک‌‌ ‌و‌𝔪آل‌ماکسیمال‌‌با‌ایده‌موضعی‌مکالی-کوهن‌یک‌حلقه‌ فرض‌کنیم‌ .19ۀ نتیج با‌‌مولد‌مدول‌متناهی 

‌در‌این‌صورت‌نامساوی.‌بعد‌تصویری‌متناهی‌باشد

    
𝔪 

                                   
           

‌.داریم‌ هر‌ازای‌‌بهرا‌

 ،‌      مخالف‌‌ هر‌ازای‌‌بهو‌‌]‌2.3ۀ،‌نتیج7[و‌‌]‌7.2ۀ،‌نتیج22[طبق‌. برهان
𝔪 
بنابراین‌حکم‌.‌        

‌.‌شود‌حاصل‌می‌18ۀ‌از‌نتیج

ازای‌‌به،‌‌16ۀکنیم‌که‌بنا‌به‌نتیج‌توجه‌می.‌دهیم‌را‌تعمیم‌می‌]‌11.0ۀو‌نتیج‌‌11.0ۀ،‌گزار2[بعدی،‌‌ۀدر‌دو‌نتیج‌‌‌‌‌

    ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌
   ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌بهمولد‌است‌هرگاه‌‌مدولی‌متناهی‌        

مدولی‌‌    

– ‌.متناهی‌باشد‌هم 

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌ .11ۀ نتیج –یک‌‌ ‌مولد،‌متناهی‌مدول  اعداد‌صحیح‌نامنفی‌باشند‌‌ ‌، خواه‌و‌‌ل‌دلمدو 

‌که‌طوری‌به

    ،‌     تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌الف
‌مولد‌است،‌مدولی‌متناهی‌        

   ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌ب
–مدولی‌‌       ‌متناهی‌است‌و‌هم 

   ،‌       که‌‌ هر‌ازای‌‌به(‌ج
‌.است‌مینیماکسمدولی‌‌      

   ،‌     تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌بهدر‌این‌صورت‌
–مدولی‌‌       ‌.متناهی‌است‌هم 

‌.‌برقرار‌است‌‌]‌3.0ۀ،‌گزار18[و‌‌‌11ۀ،‌نتیج7به‌لم‌‌با‌توجه. برهان

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌ . 11ۀ نتیج –یک‌‌ ‌مولد،‌متناهی‌مدول  یک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌‌ خواه‌و‌‌ل‌دلمدو 

‌که‌طوری‌به

                                                           
1. Bass 



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌161
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

    ،‌   تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌الف
‌مولد‌است‌و‌مدولی‌متناهی‌        

   ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌ب
‌.است‌مینیماکسمدولی‌‌      

‌ ‌صورت ‌این ‌‌بهدر ‌ازای ‌‌کوچک‌ هر ‌از ‌ تر ،   
      ‌‌ –مدولی ‌‌هم  ‌و             متناهی

       ‌

    چنین‌اگر‌مدول‌‌هم.‌مولد‌است‌مدولی‌متناهی
‌گاه‌مدول‌مولد‌باشد،‌آن‌نیز‌متناهی‌          

    
         

        
‌.مولد‌است‌متناهی

‌لم‌                              چون‌. برهان ‌به ‌بنا ‌مدولی‌متناهی7، مولد‌است‌پس‌‌،

–،‌مدولی‌]‌3.0ۀ،‌گزار18[،‌طبق‌        ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ و‌به‌هر‌‌21ۀبنابراین‌با‌توجه‌به‌نتیج.‌متناهی‌است‌هم 

   
–مدولی‌‌       ‌‌11ۀو‌نتیج‌7در‌نتیجه‌طبق‌لم‌‌.متناهی‌است‌هم  ،            

مدولی‌‌       

‌.‌شود‌حاصل‌می‌‌13ۀو‌نتیج‌7قسمت‌آخر‌حکم‌از‌لم‌.‌مولد‌است‌متناهی

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌     ،‌ هر‌ازای‌‌که‌به‌طوری‌بهخواه‌باشد‌‌دل‌مدول 
یک‌عدد‌صحیح‌‌ ‌و‌          

   ،‌ مخاف‌‌ هر‌ازای‌‌بهکه‌اگر‌‌شده‌است‌داده‌نشان‌]‌2.0ۀقضی‌،2[‌در‌.باشد‌نامنفی
–مدولی‌‌     متناهی‌‌هم     

   گاه‌‌باشد،‌آن
–مدولی‌‌     (.‌یدکنرا‌نیز‌ملاحظه‌‌]‌11.3ۀ،‌گزار18[و‌‌]‌5.2ۀ،‌گزار17[)متناهی‌است‌‌هم     

کنیم‌‌توجه‌می.‌بخشد‌را‌نیز‌تعمیم‌داده‌و‌بهبود‌می‌]‌1.2.3ۀ،‌نتیج17[دهیم‌که‌‌تعمیم‌می‌‌22ۀاین‌مطلب‌را‌در‌نتیج

‌ ‌به ‌بنا ‌قضی3[که ‌]‌3.3ۀ، ‌‌به، ‌ازای ‌ هر ،    
‌متناهی‌         ‌و‌مدولی ‌اگر ‌است ‌ مولد ‌اگر ‌‌بهتنها ‌ازای ‌ هر

    ،‌        تر‌از‌‌کوچک
‌.مولد‌باشد‌مدولی‌متناهی‌        

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌ .11ۀ نتیج ‌بعد‌تصویری‌متناهی‌نیست‌که‌لزوماً)مولد‌‌متناهی‌مدول  –یک‌‌ ‌،(با ل‌مدو 

    ،‌ هر‌ازای‌‌که‌به‌طوری‌بهخواه‌‌دل
‌ هر‌ازای‌‌که‌به‌طوری‌بهیک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌‌ ‌و‌          

‌ مخالف‌ ،   
–مدولی‌‌       ‌متناهی‌است‌هم      ‌این‌صورت‌.    در

–مدولی‌‌       متناهی‌‌هم     

    ،‌        تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌بهویژه،‌اگر‌‌به.‌است
‌ هر‌ازای‌‌بهمولد‌باشد‌و‌‌مدولی‌متناهی‌        

   ،‌ مخالف‌
–مدولی‌‌          گاه‌‌متناهی‌باشد،‌آن‌هم 

–مدولی‌‌       ‌.متناهی‌است‌هم 

    ،‌     تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌بهچون‌.‌یک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌ فرض‌کنیم‌. برهان
         

‌به‌لم‌‌      ،‌     تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌بهو‌‌7پس‌بنا
          

             ‌ با‌‌رو،‌از‌این.

    ‌داریم،‌‌11ۀدر‌نتیج‌     فرض‌
         

         ‌.‌

‌.بخشیم‌را‌تعمیم‌داده‌و‌بهبود‌می‌]8.3و‌‌7.3،‌قضایای‌0[،‌20و‌‌‌23ۀنتیجدر‌دو‌

‌ .11ۀ نتیج ‌موضعی،‌ فرض‌کنیم ‌ایده‌ ‌یک‌حلقه ‌‌یک ‌حلقه ‌از ‌‌ آل ‌شرط ‌یک‌ ‌،          با

– –یک‌‌ ‌مولد،‌متناهی‌مدول  تر‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌که‌به‌طوری‌بهیک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌‌ ‌خواه‌و‌ل‌دلمدو 

    ،‌   از‌
‌:اند‌معادلزیر‌های‌‌در‌این‌صورت‌گزاره.‌مولد‌است‌مدولی‌متناهی‌        

   ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌الف
–مدولی‌‌       ‌متناهی‌است؛‌هم 

            ،‌   تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌ب
‌.مولد‌است‌مدولی‌متناهی‌       

‌.برقرار‌است‌‌11ۀو‌نتیج‌7بنا‌به‌لم‌(.‌ب) (الف)‌.برهان

‌.‌یمکنعمل‌‌ را‌در‌نظر‌گرفته‌و‌به‌استقرا‌روی‌‌]‌5.3ۀ،‌قضی0[و‌‌‌7ۀ،‌قضی7کافی‌است‌لم‌(.‌الف) (ب)

‌ .11ۀ نتیج ‌موضعی،‌ فرض‌کنیم ‌ایده‌ ‌یک‌حلقه ‌‌یک ‌حلقه ‌از ‌‌ آل ‌شرط ‌یک‌ ‌،          با

– –یک‌‌ ‌مولد‌و‌متناهی‌مدول      ،‌ هر‌ازای‌‌که‌به‌طوری‌بهخواه‌باشد‌‌ل‌دلمدو 
‌‌-متناهی‌مدولی‌        



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌161یافته‌تعمیم‌موضعی‌کوهمولوژی‌های‌مدول‌توسیع‌های‌گون‌تابع

‌:های‌زیر‌برقرارند‌در‌این‌صورت‌گزاره.‌مولد‌است‌

‌الف )‌ ‌‌بهاگر ‌ازای ‌ هر ،   
       ‌‌ –مدولی ‌آن‌هم  ‌باشد، ‌‌متناهی ‌‌بهگاه ‌ازای ‌ هر ،   

مدولی‌‌      

– ‌متناهی‌است؛‌هم 

‌ب )‌ ‌‌بهاگر ‌ازای ‌ هر ،   
         ‌‌ –مدولی ‌آن‌هم  ‌باشد، ‌‌متناهی ‌‌بهگاه ‌ازای ‌ هر ،   

مدولی‌‌      

– ‌.متناهی‌است‌هم 

 .‌یمکنعمل‌‌ را‌در‌نظر‌گرفته‌و‌به‌استقرا‌روی‌‌]‌5.3ۀ،‌قضی0[و‌‌‌7ۀ،‌قضی7کافی‌است‌لم‌‌.برهان

‌ضعیف ‌زیر، ‌نتیجه ‌ایده‌در ‌مجموعه ‌بودن ‌متناهی ‌برای ‌ممکن ‌شرایط ‌مدول‌آل‌ترین ‌به ‌وابسته ‌اول های‌‌های

،‌16[،‌]‌1.3ۀ،‌قضی15[را‌تعمیم‌داده‌و‌‌]‌5.2ۀ،‌نتیج2[این‌نتیجه،‌.‌کنیم‌یافته‌را‌بیان‌می‌کوهمولوژی‌موضعی‌تعمیم

–کنیم‌که‌یک‌‌یادآوری‌می(.‌دشوملاحظه‌‌12.2تذکر‌)بخشد‌‌را‌بهبود‌می‌]‌11.3ۀ،‌نتیج22[و‌‌]‌3.3ۀقضی ل‌مدو 

متناهی‌باشد‌‌ قسمتی‌از‌‌های‌اول‌وابسته‌به‌هر‌مدول‌خارج‌آل‌گوییم‌هرگاه‌مجموعه‌ایده‌1را‌لسکرین‌ضعیف‌ مانند‌

–رده‌(.‌دشوملاحظه‌‌]1.2،‌تعریف‌7[) –ه‌های‌لسکرین‌ضعیف‌یک‌زیررسته‌سر‌از‌رست‌مدول  به‌بند‌)هاست‌‌مدول 

‌(.دشومراجعه‌‌]3.2،‌لم‌7[اول‌

–‌یک‌ فرض‌کنیم‌ .15ۀ نتیج –یک‌‌ ‌خواه،‌دل‌مدول  یک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌باشد‌‌ ‌مولد‌و‌ل‌متناهیمدو 

‌به‌طوری‌که

    ،‌   تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌الف
        

‌مدولی‌لسکرین‌ضعیف‌است‌و‌           

    ،‌ تر‌از‌‌کوچک‌ هر‌ازای‌‌به(‌ب
             

‌.مدولی‌لسکرین‌ضعیف‌است‌       

‌این‌صورت‌             در
       ‌‌ ‌مجموعه ‌نتیجه ‌در         مدولی‌لسکرین‌ضعیف‌و

       ‌

‌.متناهی‌است

‌،]27.2.1تمرین‌،‌6[چون‌طبق‌. برهان

                 
                            

                
        

‌.‌برقرار‌است‌‌11ۀپس‌حکم‌با‌توجه‌به‌نتیج‌

 تشکر و قدردانی
از‌چنین‌‌هم‌.کنیم‌وسیله‌قدردانی‌و‌تشکر‌می‌که‌بدین‌ه‌استشداین‌پژوهش‌با‌حمایت‌مالی‌دانشگاه‌پیام‌نور‌انجام‌‌

‌.را‌داریمد‌نهایت‌تشکر‌و‌قدردانی‌شداوران‌محترم‌که‌نظرات‌ارزشمندشان‌موجب‌بهبود‌مقاله‌

 

 منابع
1. Aghapournahr M., Melkersson L., "Local cohomology and Serre subcategories", J. Algebra, 

320 (2008) 1275-1287. 

2. Aghapournahr M., Taherizadeh A.J., Vahidi A., "Extension functors of local cohomology 

modules", Bull. Iranian Math. Soc., 37 (2011) 117-134. 

3. Bahmanpour K., Aghapournahr M., "A note on cofinite modules", Comm. Algebra, 44 

(2016) 3683-3691. 

4. Bahmanpour K., Naghipour R., Sedghi M., "Cofiniteness with respect to ideals of small 

dimensions", Algebr. Represent. Theory, 18 (2015) 369-379. 

                                                           
1. Weakly Laskerian 



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌161
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

5. Brodmann M.P., Sharp R.Y., "Local Cohomology: An Algebraic Introduction with 

Geometric Applications", Cambridge University Press, Cambridge (1998). 

6. Bruns W., Herzog J., "Cohen-Macaulay Rings", Cambridge University Press, Cambridge 

(1998). 

7. Cuong N.T., Hoang N.V., "On the vanishing and the finiteness of supports of generalized 

local cohomology modules", Manuscripta Math., 126 (2008) 59-72. 

8. Dibaei M.T., Yassemi S., "Bass numbers of local cohomology modules with respect to an 

ideal", Algebr. Represent. Theory, 11 (2008) 299-306. 

9. Divaani-Aazar K., Mafi A., "Associated primes of local cohomology modules", Proc. Amer. 

Math. Soc., 133 (2005) 655-660. 

10. Divaani-Aazar K., Sazeedeh R., Tousi M., "On vanishing of generalized local cohomology 

modules", Algebra Colloq., 12 (2005) 213-218. 

11. Grothendieck A., "Cohomologie Locale des Faisceaux Coherents et Theoremes de Lefschetz 

Locaux et Globaux (SGA 2)",  North-Holland Pub. Co., Amsterdam (1969). 

12. Hartshorne R., "Affine duality and cofiniteness", Invent. Math., 9 (1970) 145-164. 

13. Hasanzadeh S. H., Vahidi A., "On vanishing and cofinitness of generalized local 

cohomology modules", Comm. Algebra, 37 (2009) 2290-2299. 

14. Herzog J., "Komplexe ,  Auflosungen und Dualitat in der Lokalen Algebra", 

Habilitationsschrift, Universitat Regensburg, Regensburg (1970). 

15. Khashyarmanesh K., "On the finiteness properties of associated primes of generalized local 

cohomology modules", Forum Math., 20 (2008) 265-273. 

16. Mafi A., "A generalization of the finiteness problem in local cohomology modules", Proc. 

Indian Acad. Sci. Math. Sci., 119 (2009) 159-164. 

17. Marley T., Vassilev J.C., "Cofiniteness and associated primes of local cohomology 

modules", J. Algebra, 256 (2002) 180-193. 

18. Melkersson L., "Modules cofinite with respect to an ideal", J. Algebra, 285 (2005) 649-668. 

19. Rahimpour Nasbi Y., Vahidi A., Ahmadi Amoli K., "Torsion functors of generalized local 

cohomology modules", Comm. Algebra, 45 (2017) 5420-5430. 

20. Rotman J.J., "An Introduction to Homological Algebra", Springer Science and Business 

Media, New York (2008). 

21. Vahidi A., "Injective dimensions of local cohomology modules", Bull. Korean Math. Soc., 

54 (2017) 1331-1336. 

22. Vahidi A., Aghapournahr M., "Some results on generalized local cohomology modules", 

Comm. Algebra, 43 (2015) 2214-2230. 

23. Vahidi A., Hassani F., Hoseinzade E., "Finiteness of extension functors of generalized local 

cohomology modules", Comm. Algebra, 47 (2019) 1376-1384. 

24. Vasconcelos W., "Divisor Theory in Module Categories", North-Holland Pub. Co., 

Amsterdam (1974). 

25. Yassemi S., "Cofinite modules", Comm. Algebra, 29 (2001) 2333-2340. 

26. Zoschinger H., "Minimax moduln", J. Algebra, 102 (1986) 1-32. 


