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 مقدمه

‌منابع‌غذایی‌است‌تأمین های‌عمده‌در‌حمایت‌از‌جمعیت‌انسانی‌درحال‌رشد‌چالش‌یکی‌از جاکه‌گیاهان‌‌از‌آن.

های‌مناسب‌برای‌توصیف‌‌مدل‌ارائهی‌گیاهان‌و‌ها‌بیماری‌بررسی‌رو،‌از‌اینغذای‌انسان‌دارند‌‌تأمیننقش‌اساسی‌در‌

‌رابطه‌بین‌آلودگی‌در‌گیاه‌و‌رشد‌و‌تکثیر‌آن‌اهمیت‌بسیار‌دارد ی‌بسیار‌کارآمد‌که‌قادر‌به‌توضیح‌ها‌یکی‌از‌مدل.

ی‌در‌گیاه‌چنین‌انتشار‌آلودگ‌ی‌ریاضی‌دینامیک‌رشد‌گیاه‌و‌همها‌مدل.‌مدل‌ریاضی‌است‌،تعاملات‌میان‌گیاهان‌است

توان‌به‌کاهش‌خسارت‌و‌افزایش‌‌ی‌مناسب‌بیولوژیکی‌و‌شیمیایی‌میها‌کنند‌که‌در‌نتیجه‌آن‌با‌تکنیک‌را‌توصیف‌می

‌محصول‌پرداخت ‌[9]‌بازده ‌تلاش‌[.2]، ‌ریاضی، ‌دیدگاه ‌کیفی‌دینامیک‌‌به‌گیری‌چشمهای‌از ‌بررسی‌کمی‌و منظور

‌‌بیماری ‌جمله ‌از ‌ات‌محیطی‌روی‌گیاتأثیرهای‌گیاهی ‌شدههان ‌[3]‌است‌انجام ‌مدل. ‌از ریاضی‌روی‌‌های‌ بسیاری

عوامل‌‌وسیلۀ‌به‌اند‌چون‌انتشار‌آلودگی‌بین‌گیاهان‌معمولاً‌یک‌واسطه‌متمرکز‌شده‌ۀوسیل‌گسترش‌آلودگی‌در‌گیاه‌به

‌[1]شود‌‌می‌انجام‌حشرات‌‌مانندمتعدد‌ ‌این‌مدل. ‌میزبان‌و‌هم‌میزان‌ها‌در ‌هم‌میزان‌انتقال‌آلودگی‌در‌گیاه ‌تأثیر،

گزینی‌‌ی‌کنترلی‌مختلف‌مانند‌حذف‌گیاه‌آلوده‌و‌جایها‌استراتژی‌تأثیری‌دیگر‌ها‌مدل.‌شود‌واسطه‌در‌نظر‌گرفته‌می

‌ها‌ بسیاری‌از‌مدل‌واسطه‌نقش‌قابل‌توجه‌میزان‌انتقال‌آلودگی‌در‌گیاه،به] [.9]،‌[6]،‌[5]کنند‌‌میگیاه‌سالم‌را‌بررسی‌

‌‌[.1]،‌[8]‌اند‌روی‌تجزیه‌و‌تحلیل‌رفتارهای‌مختلف‌گیاهان‌متمرکز‌شده

‌های‌مدل.‌داد،‌دینامیک‌سیستم‌ایمنی‌گیاه‌است‌ارائهتوان‌مدل‌‌مهم‌دیگری‌که‌براساس‌آن‌می‌ۀعلاوه‌بر‌این،‌جنب

توان‌روشی‌‌با‌یک‌مدل‌مناسب‌می.‌ندگیاه‌هست‌های‌ریاضی‌قادر‌به‌توضیح‌تعاملات‌بین‌سیستم‌ایمنی‌گیاه‌و‌سلول

‌.کرد‌ارائهکارآمد‌برای‌کنترل‌آلودگی‌در‌گیاه‌
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وقتی‌.‌[93]‌بر‌خلاف‌پستانداران،‌گیاهان‌تنها‌باید‌بر‌سیستم‌ایمنی‌ذاتی‌خود‌برای‌مقابله‌با‌آلودگی‌تکیه‌کنند

های‌گیاه‌رشد‌‌همراه‌سلول‌شوند‌و‌به‌گیاهی‌وارد‌می‌های‌ها‌به‌سلول‌شود‌در‌ابتدا‌ویروس‌آلودگی‌ویروسی‌وارد‌گیاه‌می

ی‌جدید‌مقاوم‌در‌ها‌گیاهی‌پرداخته‌و‌به‌رشد‌سلول‌9ایمنی‌ذاتی‌گیاه‌به‌بهبود‌فنوتیپ.‌پردازند‌کنند‌و‌به‌تکثیر‌می‌می

‌می ‌به‌اطراف‌بافت‌آلوده ‌تا ‌ویروس‌پردازد ‌برابر ‌ویروستدریج‌در ‌عاری‌از ‌گیاه ‌زمانی‌که ‌تا ‌شود ‌مقاوم ‌به‌‌‌ها ‌و شده

‌[.96]‌مصونیت‌کامل‌برسد

زمانی‌‌تأخیردر‌این‌مقاله،‌مدلی‌برای‌انتشار‌آلودگی‌در‌یک‌گیاه‌میزبان‌بر‌اساس‌دستگاه‌معادلات‌دیفرانسیل‌با‌دو‌

ی‌سالم‌ها‌،‌جمعیت‌سلول    شوند؛‌‌در‌این‌مدل‌جمعیت‌سلولی‌گیاه‌به‌چهار‌دسته‌عمده‌تقسیم‌می.‌شود‌می‌ارائه

‌شدن‌‌است‌که‌مستعد ‌‌بهآلوده ‌ویروس‌هستندوسیلۀ .‌ ‌غیاب‌ویروس، ‌این‌است‌که‌در ‌این‌مقاله‌فرض‌بر ‌    در

‌است ‌کراندار ‌این‌سلول‌هم. ‌تکثیر ‌میزان ‌تابع ‌می‌به‌ها‌چنین ‌گرفته ‌نظر ‌شود‌صورت‌لجستیک‌در ‌دسته‌. ‌دوم، گروه

‌ها‌فرض‌شده‌است‌که‌این‌سلول.‌اند‌نرسیده،‌که‌هنوز‌به‌بلوغ‌    گیاهی‌جدید‌حاصل‌از‌تکثیر‌هستند،‌‌های‌سلول

است‌که‌در‌مدل‌در‌نظر‌[‌98]زمانی‌‌تأخیر،‌یک‌  بلوغ‌،‌‌ۀبنابراین‌طول‌دور.‌شوند‌تا‌قبل‌از‌بلوغ‌آلوده‌به‌ویروس‌نمی

از‌دهند‌‌ویروس‌هستند‌که‌قابلیت‌تکثیر‌را‌از‌دست‌می‌وسیلۀ‌بهی‌آلوده‌شده‌ها‌گروه‌سوم،‌دسته‌سلول.‌شود‌گرفته‌می

ی‌گیاه‌است‌که‌باعث‌ها‌آنتی‌ویروس‌بر‌سلول‌تأثیر،‌مدت‌زمان‌  زمانی‌دوم،‌‌تأخیر.‌در‌رشد‌گیاه‌نقشی‌ندارندرو،‌‌این

حذف‌شده‌در‌اثر‌آلودگی‌‌های‌چنین‌سلول‌بهبود‌یافته‌و‌هم‌های‌و‌سلول‌ها‌این‌سلول.‌شود‌می‌ها‌سازی‌این‌سلول‌مقاوم

‌.گیرند‌قرار‌می‌    به‌ویروس‌در‌گروه‌

و‌یا‌[.‌5]زمانی‌هستند‌‌تأخیرصورت‌دستگاه‌معادلات‌دیفرانسیل‌با‌یک‌‌اند‌اغلب‌به‌شده‌ارائهکه‌تا‌کنون‌‌ییها‌مدل

‌سلول ‌تکثیر ‌است‌‌به‌ها‌میزان ‌شده ‌گرفته ‌نظر ‌خطی‌در ‌8]صورت‌نمایی‌یا ‌‌2نیوفیتو[. ‌همکاران ‌یک‌مدل‌[91]و ،

‌ ‌دو ‌ویروس‌با ‌انتقال ‌برای ‌‌تأخیردینامیکی ‌و‌‌ارائهزمانی ‌پارامترها ‌تغییر ‌با ‌را ‌تعادل ‌شرایط‌پایداری‌نقطه ‌و دادند

‌.صورت‌نمایی‌در‌نظر‌گرفته‌شده‌است در‌مدل‌میزان‌تکثیر‌سلولی‌به.‌های‌زمانی‌بررسی‌کردندتأخیر

لجستیک‌در‌نظر‌‌ۀبراساس‌معادل‌ها‌شده‌در‌این‌مقاله‌از‌این‌جهت‌اهمیت‌دارد‌که‌میزان‌تکثیر‌سلول‌ارائهمدل‌

چنین‌رفتار‌‌هم.‌اند‌ثر‌هستند‌در‌مدل‌لحاظ‌شدهؤزمانی‌که‌که‌در‌روند‌انتقال‌آلودگی‌م‌تأخیراست‌و‌هر‌دو‌گرفته‌شده‌

‌است‌شدهی‌متفاوت‌بررسی‌و‌تجزیه‌و‌تحلیل‌ها‌در‌تمام‌حالت‌ها‌جواب در‌بخش‌آخر‌مقاله،‌یک‌گیاه‌خاص‌به‌دو‌.

دست‌آمده،‌رفتار‌دینامیکی‌گیاه‌‌با‌توجه‌به‌نمودارهای‌به.‌صورت‌اورگانیک‌و‌غیر‌اورگانیک‌در‌نظر‌گرفته‌شده‌است

‌است ‌شده ‌بررسی .‌ ‌به‌ارائهمدل ‌نمودارهای ‌و ‌می‌شده ‌آمده ‌‌دست ‌در ‌کنترل‌‌ارائهتوانند ‌برای ‌مناسب راهکارهای

‌.‌ویروسی‌در‌گیاهان‌مفید‌باشند‌یها‌بیماری

‌معرفی‌پارامترهای‌مختلف‌ ‌مدل‌ریاضی‌با ‌بخش‌دوم، ‌در ‌ادامه ‌است‌ارائهدر ‌شده ‌نقاط‌تعادل‌. ‌بخش‌سوم، در

در‌بخش‌چهارم،‌.‌شود‌بررسی‌می[‌99]ویروس،‌شرایط‌پایداری‌نقاط‌تعادل‌‌نبودآید‌و‌در‌شرایط‌‌دست‌می‌سیستم‌به

تأثیر‌‌ۀدر‌دو‌حالت،‌زمانی‌که‌بلوغ‌آنی‌درگیاه‌رخ‌دهد‌و‌حالتی‌که‌طول‌دور[‌91]ی‌شرایط‌پایداری‌‌نقطه‌تعادل‌بوم

‌می ‌بررسی ‌باشد ‌ویروس‌صفر ‌شود‌آنتی ‌و‌. ‌گرفته ‌نظر ‌مشخص‌در ‌پارامترهای ‌خاص‌با ‌یک‌گیاه ‌بخش‌آخر، در

‌.شوند‌های‌زمانی‌متفاوت‌برای‌دو‌استراتژی‌مختلف‌رسم‌میتأخیرهای‌جواب‌با‌‌منحنی

‌

                                                           
1. Phenotype 
2. Neofytou 
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‌مدل ریاضی

های‌یک‌گیاه‌و‌ویروسی‌که‌به‌گیاه‌یابی‌به‌یک‌مدل‌ریاضی‌برای‌تعاملات‌بین‌سلول‌در‌نخستین‌گام‌برای‌دست

های‌گیاه‌را‌به‌چهار‌دسته‌عمده‌بر‌این‌اساس،‌سلول.‌‌کنیم‌استفاده‌می‌9حمله‌کرده‌است‌از‌مدل‌جمعیتی‌لجستیک

‌RNAهای‌بالغی‌است‌که‌در‌تولید‌است‌که‌شامل‌سلول‌tهای‌مستعد‌در‌زمان‌،‌جمعیت‌سلولS(t).‌کنیم‌تقسیم‌می

های‌بهبود‌یافته‌که‌رده‌سلول‌،R(t).‌های‌آلوده‌به‌ویروس‌هستندسلول‌،I(t)مشارکت‌دارند‌و‌در‌حال‌تکثیر‌هستند،‌

ند‌ولی‌ا‌ی‌گیاهی‌جدید‌است‌که‌بر‌اثر‌تکثیر‌حاصل‌شدهها‌،‌رده‌سلولP(t)در‌نهایت‌.‌اند‌قابلیت‌تکثیر‌را‌از‌دست‌داده

‌نرسیده ‌بلوغ ‌به ‌اند‌هنوز ‌سلول. ‌از ‌رده ‌هستند‌این ‌مصون ‌آلودگی ‌از ‌ها ‌سلول. ‌سلولاین ‌تکثیر ‌از ‌و‌ها ‌مستعد های

‌.‌اند‌حاصل‌شده‌،اند‌آنتی‌ویروس‌مقاوم‌شده‌تأثیرهایی‌که‌با‌‌همچنین‌سلول

،‌زمان‌لازم‌تا‌   زمانی‌‌خیرتأدو‌.‌کنیم‌برای‌توصیف‌رشد‌گیاه‌استفاده‌می‌[99]‌در‌این‌مدل‌از‌معادله‌لجستیک

ی‌مستعد‌ها‌در‌رده‌سلول‌tسلولی‌که‌در‌زمان‌.‌گیریم‌آنتی‌ویروس‌را‌در‌نظر‌می‌تأثیر‌ۀ،‌طول‌دور‌  رسیدن‌به‌بلوغ‌و‌

اند،‌در‌صورتی‌‌آلوده‌شده‌     یی‌که‌در‌زمان‌ها‌چنین‌سلول‌هم.‌آمده‌است وجود‌به‌    در‌واقع‌در‌زمان‌.‌است

‌تحت‌ ‌باز‌آنتی‌تأثیرکه ‌سپری‌شدن ‌از ‌بعد ‌بگیرند، ‌‌ۀویروس‌قرار ‌رده‌‌  زمانی ‌در ‌و ‌شده ‌آلودگی‌مقاوم ‌برابر در

‌قرار‌بهبود‌های‌سلول ‌‌درصدی‌‌λو‌گیاه‌های‌سلول‌تکثیر‌میزان‌  ‌کنیم‌فرض‌.گیرند‌می‌یافته ‌میزان‌به‌که‌است‌  از

λ          
       

 
گیرند‌‌های‌مستعد‌قرار‌میبعد‌از‌سپری‌شدن‌دوره‌بلوغ‌در‌رده‌سلول‌Pهای‌رده‌ازسلول‌  

‌است‌ λ    ‌رو،‌از‌این ‌میزان‌مقاوم‌سازی‌سلول𝛽 ‌.استجمعیت‌سلولی‌گیاه‌موردنظر‌‌بیشینۀ‌Kچنین‌‌هم. های‌،

‌تحت‌ ‌‌تأثیرگیاه ‌ویروس‌و ‌است‌ 𝛽آنتی ‌مستعد ‌به ‌آلوده ‌سلول ‌ویروس‌از ‌انتقال ‌میزان .δ،یافتن‌‌‌ سرعت‌بهبود

‌های‌آلوده‌استمیزان‌بهبود‌سلول‌‌ηهای‌مقاوم‌شده‌و‌سلول های‌گیاه‌به‌هر‌دلیل‌غیر‌از‌میزان‌مرگ‌و‌میر‌سلول.

‌‌وسیلۀ‌بهآلودگی‌ ‌با ‌دهیم‌نشان‌می‌mویروس‌را ‌مدل‌به. ‌مثبت‌هستند‌و ‌این‌مدل‌همه‌پارامترها صورت‌دستگاه‌‌در

‌:‌زمانی‌‌زیر‌است‌تأخیرمعادلات‌دیفرانسیل‌با‌
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‌.شوند‌شرایط‌اولیه‌نامنفی‌در‌نظر‌گرفته‌می‌رو،‌از‌اینکنیم‌‌جاکه‌با‌یک‌‌سیستم‌بیولوژی‌کار‌می‌از‌آن

                                             

                                                               

توان‌در‌تجزیه‌و‌تحلیل‌دینامیک‌مدل‌از‌ندارد‌بنابراین‌می‌تأثیرهای‌گیاه‌در‌تکثیر‌و‌رشد‌سلول‌R(t)که‌‌جا‌از‌آن

‌.شود‌میدر‌ادامه‌رفتار‌دینامیکی‌مدل‌بررسی‌قرار‌.‌دیفرانسیل‌مربوط‌به‌آن‌صرف‌نظر‌کرد‌ۀها‌و‌معادلاین‌رده‌از‌سلول

‌

 ویروس وجود نداشتنتحلیل پایداری در شرایط 

‌.صورت‌است‌دینیافته‌بمدل‌کاهش‌

                                                           
1. Logestic 
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‌ ‌‌ارائهسیستم ‌تعادل ‌نقطه ‌سه ‌99]شده ‌دارد[ ‌است‌          . ‌بدیهی ‌تعادل ‌دیگر‌.نقطه ‌نقطه

‌دهد‌که‌درآن‌ویروس‌رخ‌مینداشتن‌است‌که‌در‌شرایط‌وجود‌‌             ‌

   
      

 
                                                     

            

  
. 

تر‌‌های‌گیاه‌بیشباید‌از‌میزان‌مرگ‌و‌میر‌سلول‌ عبارتی‌میزان‌رشد‌گیاه‌به.‌است‌  شرط‌وجود‌نقطه‌تعادل‌‌   

‌شود‌‌است‌که‌نقطه‌تعادل‌بومی‌نامیده‌می‌             تعادل‌سوم،‌‌ۀنقط‌.باشد

   
                    

            
, 

   
        

 
, 

   
            

  
 

        

 
. 

‌.،‌این‌نقطه‌تعادل‌وجود‌دارد‌     و       𝛽اگر‌

،‌[2]‌کنیم‌سازی‌می‌،‌سیستم‌را‌حول‌این‌نقطه‌خطی‌  برای‌تجزیه‌و‌تحلیل‌‌دینامیک‌مدل‌حول‌نقطه‌تعادل‌

‌:آید‌مشخصه‌به‌دست‌می‌ۀمعادلاین‌که‌‌،[5]
                            

μاین‌معادله‌دو‌ریشه‌منفی‌  های‌دیگر‌از‌حل‌معادله‌‌ریشه‌.دارد‌          

μ              

‌.دکرهای‌معادله‌را‌بررسی‌‌توان‌وضعیت‌ریشه‌می‌9ۀ‌با‌توجه‌به‌قضی.‌آیند‌دست‌می‌هب‌

‌گاه‌‌باشد،‌آن‌τزمانی‌‌تأخیربا‌‌ۀمعادل‌‌A+       ‌λ+‌فرض‌کنیم[‌93] .0ۀ قضی

τازای‌هر‌‌،‌سیستم‌به‌   اگر‌(‌الف  طور‌مجانبی‌پایدار‌به‌   
9‌‌ و‌ناپایدار‌است‌اگر‌‌     است‌هرگاه

     ‌‌.‌

τ،‌سیستم‌برای‌هر‌‌   اگر‌‌(ب ‌      و‌ناپایدار‌است‌اگر‌   طور‌مجانبی‌پایداراست‌هرگاه‌‌به‌  

τازای‌‌پایدار‌و‌به‌         ‌گاه‌سیستم‌برای‌،‌آن     اگر‌‌(ج ‌ناپایدار‌است‌که‌‌   

   
      

  

 
 

      
. 

τدر‌ بنابراین ‌.دهد‌رخ‌می[‌95]‌2فها‌‌انشعاب‌   

‌:آید‌دست‌می‌به‌2ۀ‌نتیج‌9ۀ‌با‌توجه‌به‌قضی

‌‌.0ۀ نتیج ‌‌   اگر ‌سیستم‌به‌آن، τازای‌هر‌‌گاه ‌تعادل‌‌   ‌این‌‌به‌  حول‌نقطه ‌غیر ‌در ‌و ‌مجانبی‌پایدار طور

تر‌از‌رشد‌آن‌‌ویروس‌اگر‌میزان‌مرگ‌و‌میر‌سلولی‌بیش‌نداشتن‌بنابراین‌حتی‌در‌شرایط‌وجود.‌صورت‌ناپایدار‌است

‌.رود‌باشد‌گیاه‌از‌بین‌می

‌:آید‌دست‌می‌مشخصه‌به‌ۀمعادلاین‌کنیم‌‌سازی‌می‌خطی‌  حال‌سیستم‌را‌حول‌نقطه‌تعادل‌

                                                           
1. Assymptotically stable 
2. Hopf Bifurcation 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌740انتقال‌ویروس‌در‌گیاهان‌با‌دو‌تأخیر‌زمانیمدل‌دینامیکی‌

               
   

 
       𝛽             

‌:شرایط‌برقرارنداین‌،‌‌      𝛽اگر‌.‌3ۀ قضی

τازای‌هر‌‌گاه‌به‌،‌آن    اگر‌(‌الف ‌.طور‌مجانبی‌پایدار‌است‌به‌  ،‌نقطه‌تعادل‌‌  

m‌λاگر‌‌(ب      گاه‌‌آن‌،‌  
‌.دهد‌ف‌رخ‌میها‌وجود‌دارد‌که‌در‌آن‌انشعاب‌‌ 

‌معادل‌:اثبات ‌به ‌توجه ‌‌ۀبا ‌ریشه ‌دو ‌قضیه، ‌فرض ‌و μمشخصه  𝛽        و‌‌     و‌ ‌هستند منفی

‌.آیند‌دست‌می‌به‌زیر‌ۀمعادلهای‌دیگر‌از‌حل‌‌ریشه

μ                  

‌توجه‌به‌این‌‌9ۀطبق‌قضی‌ ‌با λکه‌‌و‌شرط‌قسمت‌الف‌و ‌  تعادل‌‌ۀنقط‌    ازای‌هر‌‌است‌به‌    

     ازای‌‌به‌‌3ۀطبق‌قضی.‌اگر‌شرط‌قسمت‌ب‌برقرار‌باشد.‌پایدار‌است
ازای‌‌طور‌مجانبی‌پایدار‌و‌به‌به‌  نقطه‌‌ 

     
‌ناپایدار‌است‌که‌در‌آن‌ 

  
  

      
  

      
 

           
  

     بنابراین‌در‌‌
‌.‌دهد‌ف‌رخ‌میها‌انشعاب‌ 

روی‌رشد‌و‌‌   نقشی‌در‌معادلات‌ندارد‌و‌تنها‌افزایش‌یا‌کاهش‌‌   ویروس،‌‌نبودشود‌در‌شرایط‌‌که‌مشاهده‌می‌چنان

‌.ثر‌استؤتکثیر‌گیاه‌م

 
 بررسی پایداری نقطه تعادل بومی

‌:صورت‌است‌دینسازی‌حول‌نقطه‌تعادل‌بومی‌ب‌مشخصه‌حاصل‌از‌خطی‌ۀمعادل

       
        

              
           

     𝛽    𝛽    𝛽   
        

‌که‌در‌آن

       
   

 
                     𝛽                        

‌:یابد‌صورت‌کاهش‌می‌دیندهد‌و‌معادله‌مشخصه‌ب‌،‌بلوغ‌آنی‌در‌گیاه‌رخ‌می‌    اگر‌

       
                       

     𝛽    𝛽  𝛽           

‌‌:شود‌تر‌شدن‌محاسبات‌بازنویسی‌می‌منظور‌ساده‌صورت‌به‌دینمعادله‌ب

               
         

                        

‌که‌در‌آن

                                          , 

             𝛽𝛽                        𝛽        
   اگر‌‌.7 ۀقضی‌

 

   
‌.گاه‌معادله‌مشخصه‌ریشه‌حقیقی‌نامنفی‌ندارد‌آن،‌‌        و 

‌که‌کرد‌مشاهده‌توان‌می‌سادگی‌به‌             و                   ‌:اثبات

   دهیم‌‌‌قرار‌می.‌مثبت‌است‌fتابع‌کمینۀ‌کافی‌است‌ثابت‌شود‌که‌.‌‌            
 

  
 

   

  
.‌
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‌چنین‌هم.‌        وجود‌دارد‌که‌‌  تر‌از‌‌تر‌از‌صفر‌و‌کوچک‌بزرگ‌  در‌نتیجه‌طبق‌قضیه‌مقدار‌میانی،‌

           
                         

       

‌.وجود‌ندارد‌و‌اثبات‌کامل‌است‌بیشینهبنابراین‌‌       است‌و‌چون‌‌کمینه‌ۀنقط‌  ‌رو،‌از‌این

و‌جداسازی‌قسمت‌‌    ‌ۀگذاری‌در‌معادل‌ی‌معادله‌مشخصه‌باشند‌با‌جایها‌ریشه‌           حال‌اگر‌

‌:آید‌دست‌می‌بهروابط‌این‌حقیقی‌و‌موهومی‌معادله،‌

                          

                         

‌:آوریم‌دست‌می‌معادله‌را‌بهاین‌.‌‌    کنیم‌و‌قرار‌می‌دهیم‌‌معادلات‌را‌به‌توان‌دو‌رسانده‌با‌هم‌جمع‌می

           
    

      
    

     

βاگر‌‌شود‌مشاهده‌می  𝛽  ‌‌ ‌آنگاه ‌و‌معادله‌یک‌ریشه‌مثبت‌دارد‌     ، بنابراین‌معادله‌مشخصه‌دارای‌یک‌.

‌.را‌تعیین‌کنیم‌       برای‌بررسی‌پایداری‌کافی‌است‌علامت‌.‌ریشه‌موهومی‌محض‌است

 
  

   
 
  

 
               

         
 

  

 
  

‌:استفاده‌از‌معادله‌مشخصه‌داریمبا‌

       
      

         
  

 بنابراین

     
      

   
 
    

         
  

   
    

    

        
        

        

     ‌مذکوربا‌شرایط‌توصیف‌شده‌
      

   
 
    

از‌سمت‌چپ‌محور‌موهومی‌‌  با‌افزایش‌‌    ‌μرو،‌از‌این.‌‌ 0<

‌از‌دست‌می‌سمت‌راست‌می‌به ‌پایداری‌را ‌دهد‌رود‌و ‌این‌حالت‌. ‌ها‌  در ‌با دست‌‌صورت‌به‌دینب‌    ی‌متناظر

‌آیند‌می

     
 

 
 

   

 
                         

‌که‌درآن‌

θ        
    

           
 

  
     

 . 

τازای‌‌هترتیب،‌ببه‌این‌ ‌.شوند‌می‌5ۀ‌این‌نتایج‌منجر‌به‌قضی.‌سیستم‌پایدار‌و‌بعد‌از‌آن‌ناپایدار‌است‌     

‌. 0-7 .5ۀ قضی βاگر  𝛽 آن‌ ،‌‌ τازای‌‌وجود‌دارد‌که‌سیستم‌به‌    گاه ‌و‌‌      حول‌نقطه‌تعادل‌بومی‌پایدار

‌.‌ناپایدار‌است‌τمقادیر‌‌ۀازای‌بقی‌به

آنتی‌ویروس‌روی‌گیاه‌برای‌‌تأثیردهد‌که‌مدت‌زمان‌‌این‌اتفاق‌زمانی‌رخ‌می.‌‌    در‌حالت‌دوم‌فرض‌کنیم‌

‌‌:شود‌صورت‌نوشته‌می‌دینمعادله‌مشخصه‌ب.‌‌سازی‌به‌صفر‌برسدمقاوم

           
            

                                            (9)  

‌که‌درآن‌‌

        

          



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌743انتقال‌ویروس‌در‌گیاهان‌با‌دو‌تأخیر‌زمانیمدل‌دینامیکی‌

        𝛽𝛽       

   𝛽             

   کنیم‌‌می فرض

  
    

 

 
‌.در‌این‌راستا‌قضایای‌زیر‌برقرارند.‌     ،      ،       و    بنابراین‌.‌

‌.طور‌مجانبی‌پایدار‌است‌گاه‌نقطه‌تعادل‌بومی‌به‌آن‌،    فرض‌کنید‌‌.3-7 .6 لم

‌:یابد‌کاهش‌می‌صورت‌دینبمعادله‌مشخصه‌‌،     اگر‌‌.اثبات

                     𝛽𝛽      𝛽               

‌به‌مقادیر‌ضرایب‌چندجمله ‌توجه ‌قضی‌با ‌از ‌استفاده ‌با ‌-روت‌ۀای‌و ‌تمام‌ضرایب‌چند‌جمله]91[هارویتز ای‌مثبت‌‌،

‌.طور‌مجانبی‌پایدار‌است‌نقطه‌تعادل‌بومی‌به‌رو،‌از‌این.‌هستند

‌.ریشه‌حقیقی‌نامنفی‌ندارد‌‌)9(گاه‌معادله‌مشخصه‌‌،‌آن‌         اگر‌‌.1-7 .4ۀ قضی

‌فرض‌کنیم‌‌.اثبات

            
            

           

‌و‌از‌طرفی‌‌            ‌رو،‌از‌این‌

             
           

             
     

‌و

                  

‌.دو‌حالت‌را‌درنظر‌می‌گیریم‌     اکنون‌برای‌

‌حالت‌رخ‌می       ‌:حالت اول  ‌این‌فرض‌دو ‌با ‌دهد‌، .‌ ‌دراین‌صورت‌‌               اگر باشد

         ،اگر‌.‌و‌معادله‌مشخصه‌ریشه‌حقیقی‌نامنفی‌ندارد‌استصعودی‌‌fتابع‌‌رو،‌،‌از‌ایناست‌       

      ‌‌

           
                         

        

‌.بنابراین‌معادله‌ریشه‌حقیقی‌نامنفی‌ندارد‌        و‌‌       نتیجه‌‌در‌

کافی‌.‌دارد‌کمینه‌ۀحداقل‌یک‌نقط‌‌fبنابراین‌تابع‌            که‌‌جایی‌از‌آن.‌       اگر‌‌:حالت دوم

‌       ‌ۀگاه‌از‌رابط‌باشد‌آنکمینه‌نقطه‌‌   فرض‌کنیممثبت‌است‌ۀ‌کمینه‌است‌ثابت‌کنیم‌مقدار‌تابع‌در‌نقط

‌.آید‌دست‌می‌تساوی‌بهاین‌

      
     

             
   

‌و

        
                       

      

‌.به‌این‌ترتیب‌اثبات‌کامل‌است‌.‌       کنید‌‌توجه‌به‌فرض‌قضیه،‌ملاحظه‌می‌با

μصورت‌‌ریشه‌موهومی‌محض‌به‌فرض‌کنید‌معادله گزین‌کرده‌‌جای(‌9)‌ۀمعادل‌مقدار‌را‌در.‌داشته‌باشد‌    

‌:شوند معادلات‌حاصل‌میاین‌و‌پس‌از‌جداسازی‌قسمت‌حقیقی‌و‌موهومی،‌

                            

                          

‌:آید‌می‌دستبه‌(2)‌ۀتوان‌دو‌رسانده‌با‌هم‌جمع‌کنید‌در‌این‌صورت‌معادلدو‌طرف‌معادلات‌بالا‌را‌به‌
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

      
    

       
    

    
                                 (2)  

:کنند های‌صدق‌می‌حالت‌اینهای‌معادله‌در‌یکی‌از‌جواب‌  

‌.‌آید‌دست‌می‌به‌   ‌آنگاه‌یک‌مقدار‌برای‌     ،اگر‌ (الف

‌ (ب   و‌     اگر
    

      
      

    
‌آن ‌     ‌می‌، ‌رخ ‌دوحالت ‌اول‌گاه ‌حالت ‌در ‌دهند

  
    

‌برای‌‌        ‌آید‌دست‌می‌به‌  که‌دراین‌صورت‌دو‌مقدار .‌   در‌حالت‌دوم‌اگر
    

  

‌.گاه‌معادله‌ریشه‌ندارد‌آن‌     

‌.کنیم‌میتعادل‌بومی‌بررسی‌‌ۀرفتار‌دینامیکی‌سیستم‌را‌حول‌نقط‌مذکورهای‌در‌ادامه‌برای‌هر‌کدام‌از‌حالت

سیستم‌حول‌نقطه‌تعادل‌‌     و     ازای‌‌که‌به‌طوری‌وجود‌دارد‌به‌   ،‌آنگاه‌مقدار‌‌     اگر‌‌.5-7 .8ۀ قضی

‌.‌دهد‌رخ‌می‌]95[انشعاب‌‌      بنابراین‌در‌.‌نقاط‌ناپایدار‌است‌ۀطور‌مجانبی‌پایدار‌و‌در‌بقی‌بومی‌به

‌‌به‌:اثبات ‌تابع ‌علامت ‌پایداری ‌بررسی ‌می‌       منظور ‌مشخص ‌کنیم‌را ‌معادل. ‌از ‌9)‌ۀابتدا ‌ضمنی‌( مشتق

‌.گیریم‌می

                       
     

  

   
           

    . 

 در‌نتیجه

 
  

   
    

        
       

         
 

  
 
  

‌:آید‌دست‌می‌به‌این‌مقدار(‌9)‌ۀرابطاز‌

      
      

      
 

     
      

   
 
    

           
  

   
    

    

         
        

            
 
    

        
  

         
 
    

 

         
        

       

‌:صورت‌است‌دینآید‌ب‌دست‌می‌به(‌2)‌ۀکه‌از‌معادل‌  ،‌تنها‌مقدار‌باتوجه‌به‌شرط‌قضیه‌

   
      

    
      

    
      

      
    

  

 
 

      شود‌یعنی‌‌علامت‌مثبت‌می‌مذکورگذاری‌در‌عبارت‌‌با‌جای

   
که‌از‌‌ها‌و‌به‌این‌ترتیب‌تمام‌ریشه‌          

.‌کنند‌سمت‌راست‌محور‌حرکت‌می‌از‌سمت‌چپ‌محور‌موهومی‌به‌  کنند‌با‌افزایش‌‌عبور‌می‌  محور‌موهومی‌در‌

‌از‌دست‌می‌  بنابراین‌با‌افزایش‌ ‌‌  دسته‌مقادیر‌.‌دهد‌سیستم‌پایداری‌در‌این‌نقطه‌را صورت‌‌دینب‌  متناظر‌با

‌.هستند

     
  

 
 

   

 
                   

‌که‌‌

       
     

           

  
      

   

‌چنین‌‌هم
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‌           ازای‌‌سیستم‌حول‌نقطه‌تعادل‌به‌و‌توضیحات‌بالا،‌‌‌6بنابراین‌طبق‌لم‌        اکنون‌قرار‌دهید‌‌

‌.ناپایدار‌است‌       طوری‌مجانبی‌پایدار‌است‌و‌برای‌‌به

‌باشند‌آنگاه‌تعداد‌متناهی‌کلید‌پایداری‌به(‌ب) فرض‌کنیم‌شرایط‌حالت‌‌:6-7 .4ۀ قضی ‌         صورت‌‌برقرار

‌.دهد‌ف‌رخ‌میها‌انشعاب‌         و       τکه‌در‌‌طوری‌وجود‌دارد‌به‌         برای‌

‌:‌قبل‌داریمۀ‌با‌توجه‌به‌اثبات‌قضی‌:اثبات

     
     

   
 
    

        
        

                                  (3)  

‌:آید‌دست‌می‌دومقدار‌به‌  با‌توجه‌به‌شرایط‌قضیه‌برای‌

  
  

    
        

       
        

        
    

  

 
  

  
  

    
        

       
        

        
    

  

 
  

  ازای‌‌به(‌3)و‌رابطه‌
  ازای‌‌مثبت‌و‌به‌  

‌منفی‌است  ،‌ ‌که‌از‌محور‌موهومی‌در‌‌راین‌تمام‌ریشهبناب. ‌عبور‌   ها

‌افزایش‌‌می ‌با ‌موهومی‌به‌  کنند ‌سمت‌چپ‌محور ‌حرکت‌می‌از ‌کنند‌سمت‌راست‌محور ‌افزایش‌. ‌با ‌نتیجه ‌  در

‌  کنند‌با‌افزایش‌‌عبور‌می‌   هایی‌که‌از‌محور‌موهومی‌در‌دهد‌و‌ریشه‌سیستم‌پایداری‌در‌این‌نقطه‌را‌از‌دست‌می

نقطه‌تعادل‌بومی‌‌پایداری‌سیستم‌در‌  چنین‌افزایش‌‌هم.‌کنند‌سمت‌چپ‌حرکت‌می‌از‌سمت‌راست‌محور‌موهومی‌به

دست‌‌صورت‌به‌‌دینترتیب‌ب‌به‌n=0,1, …,kبرای‌‌   ،   متناظر‌با‌  دو‌دسته‌از‌مقادیر‌‌رو،‌از‌این.‌کند‌را‌ایجاب‌می

‌.‌آیند‌می

     
  

  
 

   

  
                        

‌که‌

       
      

        
    

  
   

    
   

‌‌‌‌و

     
  

  
 

   

  
                                 

‌که‌

       
      

        
    

  
   

    
   

‌دانیم‌کهاز‌طرفی‌می

            
  

  
 

  

  
              

‌ ‌ ‌‌         و ‌این. ‌‌از ‌بر‌عکس‌وجود‌دارد‌که‌ب‌kرو، ‌پایداری‌به‌ناپایداری‌و ‌از مرتب‌‌صورت‌دینکلید‌برای‌گذر

‌:شوند‌می

                                               و  
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‌لم ‌و ‌بالا ‌مطالب ‌به ‌توجه ‌با ‌به‌6بنابراین ،‌‌ τازای ‌باز‌           ‌بر ‌و ‌پایدار ‌بومی ‌تعادل ‌نقطه ‌حول ‌ۀسیستم

‌بازه‌            ‌روی ‌ناپایداری ‌و ‌پایداری ‌ترتیب ‌همین ‌به ‌است ‌جاب‌ناپایدار ‌بعدی ‌می‌ههای ‌در‌‌.شود‌جا ‌واقع در

τ ‌.‌دهد‌ف‌رخ‌میها‌‌انشعاب‌      ،          برای‌‌     

 

 زمانی تأخیربررسی پایداری نقطه تعادل بومی با در نظر گرفتن دو 

.‌‌صورت‌تحلیلی‌حل‌کرد‌توان‌به جاکه‌معادله‌مشخصه‌را‌نمی‌از‌آن‌     و     کنیم‌‌در‌این‌بخش‌فرض‌می

‌DDE23و‌با‌استفاده‌از‌بسته‌‌[23]‌گیریم‌را‌در‌نظر‌می‌9یک‌گیاه‌با‌پارامترهای‌مشخص‌شده‌در‌جدول‌رو،‌‌از‌این

های‌زمانی‌متفاوت‌پرداخته‌و‌رفتار‌دینامیکی‌سیستم‌را‌بررسی‌تأخیرهای‌جواب‌برای‌‌و‌با‌رسم‌منحنی‌9نرم‌افزار‌متلب

‌کنیم‌می .‌ ‌محاسبات، ‌نظر‌می‌جمعیت‌سلول‌بیشینۀبرای‌سهولت‌در ‌یک‌در ‌را ‌این‌ترتیب‌تعداد‌‌های‌گیاه گیریم‌به

در‌‌                    صورت‌‌شرایط‌اولیه‌گیاه‌را‌به.‌هستندهای‌گیاه‌در‌هر‌رده‌درصدی‌از‌کل‌سلول

شود‌و‌درحالت‌دوم‌فرض‌‌ابتدا‌گیاه،‌اورگانیک‌فرض‌می.‌شود‌نظر‌گرفته‌می‌برای‌گیاه‌دو‌استراتژی‌در.‌‌گیریم‌نظر‌می

‌رو،‌از‌اینیابد‌‌آنتی‌ویروس‌افزایش‌تأثیرهای‌آلوده‌و‌میزان‌های‌مختلف،‌میزان‌بهبود‌سلول‌شود‌با‌استفاده‌از‌روش‌می

 ‌:صورت‌هستند‌دینپارامترهای‌ظاهر‌شده‌در‌معادلات‌در‌حالت‌اول‌ب.‌گیاه‌غیراورگانیک‌است

 جدل پارامترها .0جدول 

‌مقدار‌تعریف‌پارامتر

‌‌1/3(از‌جمعیت‌در‌روز درصد)‌میزان‌رشد‌و‌تکثیر‌جمعیت‌سلولی   

  
های‌مستعد‌قرار‌می‌‌دوره‌بلوغ‌در‌رده‌سلولهای‌حاصل‌از‌تکثیر‌بعد‌از‌سپری‌شدن‌‌میزان‌سلول

‌(درصد‌از‌جمعیت‌در‌روز.‌)گیرند
38/3‌

‌‌9جمعیت‌ماکزیمم  

𝛽  ‌8/3(درصد‌از‌جمعیت‌در‌روز)های‌آلوده‌و‌مستعد‌میزان‌انتقال‌موثر‌بین‌سلول‌

‌‌9/3(درصد‌از‌جمعیت‌در‌روز)های‌آلوده‌نرخ‌بهبود‌سلول  

𝛽 ‌8/3(درصد‌از‌جمعیت‌در‌روز)میزان‌مقاوم‌سازی‌سلول‌‌

‌‌39/3(درصد‌از‌جمعیت‌در‌روز)ها‌‌میزان‌مرگ‌و‌میر‌طبیعی‌سلول  

‌‌2/3(درصد‌از‌جمعیت‌در‌روز)آنتی‌ویروس‌‌تأثیرمیزان‌  

 .‌هستند‌‌9شکلصورت‌‌های‌جواب‌به‌گاه‌منحنی‌آن‌         اگر‌

 
       و      و      و    منحنی جواب در حالتی که   .0شکل 

                                                           
1. Matlab Software 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌744انتقال‌ویروس‌در‌گیاهان‌با‌دو‌تأخیر‌زمانیمدل‌دینامیکی‌

ماند‌اما‌جمعیت‌‌های‌حاصل‌از‌تکثیر‌تقریبا‌ثابت‌باقی‌میشود‌با‌گذشت‌زمان‌جمعیت‌سلول‌که‌مشاهده‌می‌چنان

های‌بالغ‌دامنه‌نوسانات‌در‌ابتدا‌زیاد‌است‌و‌هنگامی‌که‌جمعیت‌سلول.‌ندهستهای‌بالغ‌و‌آلوده‌در‌حال‌نوسان‌سلول

ها‌ثابت‌‌های‌تمام‌ردهبا‌گذشت‌زمان‌جمعیت‌سلول.‌یابد‌های‌آلوده‌نیز‌افزایش‌می‌سلولشود،‌بلافاصله‌جمعیت‌‌زیاد‌می

های‌گیاه‌به‌علت‌این‌امر‌این‌است‌که‌سلول.‌دهد‌ماند‌و‌گیاه‌در‌وضعیت‌نسبتا‌سالمی‌به‌رشد‌خود‌ادامه‌می‌باقی‌می

‌.کنند‌رسند‌و‌در‌رشد‌و‌تکثیر‌گیاه‌شرکت‌می‌سرعت‌به‌بلوغ‌می

آنتی‌ویروس‌‌تأثیردر‌این‌حالت‌طول‌دوره‌بلوغ‌مانند‌حالت‌قبل‌است‌اما‌مدت‌زمان‌‌      و     اگر

‌است ‌افزایش‌یافته ‌‌چنان. ‌می‌‌2شکلکه‌در ‌جواب‌مشاهده ‌گذشت‌زمان‌شدت‌نوسانات‌شود ‌با ‌نوسانی‌هستند‌و ها

بنابراین‌بیماری‌در‌گیاه‌بومی‌.‌شوند‌تری‌از‌گیاه‌درگیر‌ویروس‌می‌های‌بیشیعنی‌در‌گذر‌زمان‌سلول.‌یابد‌افزایش‌می

‌.‌شود‌ویروس‌عاری‌نمی‌گاه‌گیاه‌از‌شود‌و‌هیچ‌می

‌

 

منحنی جواب در حالتی که .0شکل                 و      و       و      

‌ δدر‌حالت‌دوم، ‌شوند‌فرض‌می‌      و      مشاهده‌‌‌3شکلکه‌در‌‌چنانگاه‌‌آن‌     و     اگر‌.

بنابراین‌گیاه‌در‌.‌دهند‌های‌گیاه‌را‌تشکیل‌می‌های‌آلوده‌درصد‌بسیار‌کوچکی‌از‌سلول‌شود،‌همواره‌جمعیت‌سلول‌می

‌ماند‌وضعیت‌سلامت‌باقی‌می ‌این‌حالت‌اگر‌فرض‌شود‌. ‌آن‌     و      در های‌جواب‌متناوب‌‌گاه‌منحنی‌،

در‌نتیجه‌اگر‌چه‌درصدی‌از‌آلودگی‌درگیاه‌وجود‌دارد،‌.‌شود‌نمی‌9/3تر‌از‌‌گاه‌بیش‌های‌آلوده‌هیچ‌بوده‌اما‌درصد‌سلول

‌از‌رشد‌و‌نمو‌طبیعی‌گیاه‌جلوگیری‌نمی‌ولی‌باعث‌بروز‌همه قابل‌مشاهده‌‌‌1شکلکندکه‌در‌‌گیری‌درگیاه‌نشده‌و

‌.است

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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       و      و      و    منحنی جواب در حالتی که  .3شکل 

 
  منحنی جواب در حالتی که .7شکل          و      و       و    

 

 گیری بحث و نتیجه

‌ارائهمدل‌.‌شده‌است‌ارائهدر‌این‌مقاله‌با‌توجه‌به‌دینامیک‌سیستم‌ایمنی‌گیاه،‌مدل‌ریاضی‌برای‌انتقال‌ویروس‌

،‌   ترتیب‌طول‌دوره‌بلوغ‌سلول،‌های‌زمانی‌بهتأخیر.‌زمانی‌است‌تأخیرشده‌براساس‌دستگاه‌معادلات‌دیفرانسیل‌با‌دو‌

‌.،‌است  آنتی‌ویروس،‌‌‌تأثیر‌ۀو‌طول‌دور

‌این‌ها‌مدل ‌یک‌ شده‌ارائهیی‌که‌پیش‌از ‌معادلات‌دیفرانسیل‌با ‌زمانی‌هستند‌تأخیراند‌دستگاه ‌میزان‌تکثیر‌. یا

زمانی‌فرض‌‌تأخیراهمیت‌این‌مدل‌در‌این‌است‌که‌مدل‌با‌دو‌.‌سلولی‌به‌شکل‌نمایی‌یا‌خطی‌در‌نظر‌گرفته‌شده‌است

‌است ‌شده ‌سلول‌هم. ‌میزان‌تکثیر ‌است‌بیان‌می‌شود‌ها‌چنین، ‌بینانه ‌واقع ‌لجستیک‌که چنین،‌‌هم‌.براساس‌معادله

اند‌در‌این‌است‌که‌علاوه‌بر‌فرضیات‌واقع‌بینانه‌و‌بررسی‌ شده‌ارائهی‌که‌پیش‌از‌این‌یها‌مزیت‌این‌مدل‌نسبت‌به‌مدل



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌744انتقال‌ویروس‌در‌گیاهان‌با‌دو‌تأخیر‌زمانیمدل‌دینامیکی‌

توان‌میزان‌ ی‌جواب‌برای‌دو‌گیاه‌اورگانیک‌و‌غیراورگانیک‌میها‌رفتار‌دینامیکی‌مدل‌در‌نقاط‌تعادل،‌با‌رسم‌منحنی

‌.بینی‌کرد رشد‌و‌تکثیر‌گیاه‌را‌در‌آینده‌پیش

شرایط‌پایداری‌این‌.‌شوند‌ویروس‌حاصل‌می‌نبوددو‌نقطه‌اول‌در‌شرایط‌.‌آیند‌دست‌می‌سه‌نقطه‌تعادل‌در‌مدل‌به

.‌سوم،‌نقطه‌تعادل‌بومی‌است‌که‌در‌زمانی‌که‌گیاه‌درگیر‌آلودگی‌است‌رخ‌دهد‌ۀنقط.‌اند‌شدهدو‌نقطه‌تعادل‌بررسی‌

‌شود‌برای‌گیاه‌با‌این‌شرایط‌در‌نظر‌گرفته‌می‌دو‌حالت ‌دهد‌گیاه‌رخ‌می‌در‌حالت‌اول‌بلوغ‌آنی‌در. در‌حالت‌دوم،‌.

‌.در‌هر‌دو‌حالت‌شرایط‌پایداری‌نقطه‌تعادل‌بومی‌بررسی‌شده‌است.‌آنتی‌ویروس‌صفر‌باشد‌تأثیر‌ۀطول‌دور

نرم‌افزار‌متلب‌به‌حل‌عددی‌مدل‌‌DDE23با‌استفاده‌از‌بسته‌.‌زمانی‌ناصفر‌هستند‌تأخیردر‌حالتی‌که‌هر‌دو‌

‌.است‌شدهی‌زمانی‌مختلف‌رفتار‌دینامیکی‌سیستم‌بررسی‌ها‌تأخیری‌جواب‌به‌ازای‌ها‌رسم‌منحنی‌برداخته‌و‌با

‌می ‌نظر ‌در ‌گیاه ‌برای ‌را ‌متفاوت ‌استراتژی ‌گیریم‌دو ‌گیاه‌. ‌دوم ‌حالت ‌در ‌و ‌اورگانیک ‌را ‌گیاه ‌اول ‌حالت در

رسیدن‌‌ۀدور‌به‌این‌ترتیب،‌طول.‌فرض‌می‌شوند‌    و‌‌‌    در‌حالت‌اورگانیک،‌ابتدا‌.‌غیراورگانیک‌است

‌طول‌دور ‌و ‌بلوغ ‌است آنتی‌تأثیر‌ۀبه ‌ویروس‌کوتاه .‌ ‌به ‌توجه ‌می‌‌9شکلبا ‌گذشت‌زمان‌جمعیت‌ مشاهده ‌با شود

‌ثابت‌می‌یها‌سلول ‌تکثیر ‌در‌حال‌نوسان‌ها‌ماند‌ولی‌جمعیت‌سلول حاصل‌از ‌آلوده ‌استی‌بالغ‌و ‌نوسانات‌. ‌ابتدا در

‌.‌رسد یابد‌و‌گیاه‌به‌حالت‌تعادل‌می میولی‌با‌گذشت‌زمان‌شدت‌نوسانات‌کاهش‌.‌شدید‌است

‌دور ‌طول ‌اگر ‌حالت‌دوم، ‌ آنتی‌تأثیر‌ۀدر ‌از‌‌.افزایش‌یابد‌     ویروس‌به ‌زیادی ‌تعداد ‌زمان ‌گذشت با

‌.قابل‌مشاهده‌هستند‌2شکل‌ی‌جواب‌در‌ها‌منحنی.‌شود شوند‌و‌بیماری‌در‌گیاه‌بومی‌می ی‌گیاه‌آلوده‌میها‌سلول

ی‌گیاه‌را‌از‌ها‌،‌نرخ‌بهبودی‌سلولها‌کش برای‌گیاه‌تغییر‌دهیم‌و‌با‌استفاده‌از‌سموم‌و‌آفتحال‌اگر‌استراتژی‌را‌

‌3شکل‌که‌در‌‌چنان.‌افزایش‌دهیم‌     به‌‌     ویروس‌را‌از‌ آنتی‌تأثیرو‌میزان‌‌     به‌‌      

‌‌رو،‌از‌این.‌رسد‌نزدیک‌صفر‌میی‌آلوده‌با‌گذشت‌زمان‌به‌ها‌جمعیت‌سلول.‌‌    و‌‌    شود‌اگر‌ مشاهده‌می

ی‌ها‌نوساناتی‌در‌جمعیت‌سلول.‌در‌نظر‌گرفته‌شود‌     ویروس،‌ آنتی‌تأثیر‌ۀاما‌اگر‌طول‌دور.‌گیاه‌سالم‌است

‌.دهد‌شود‌و‌گیاه‌به‌رشد‌و‌نمو‌طبیعی‌خود‌ادامه‌می گیری‌در‌گیاه‌نمی ولی‌باعث‌بروز‌همه.‌دهد آلوده‌رخ‌می

‌
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