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‌23/02/99پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌25/02/98دریافت‌

 چکیده
‌ماتریس ‌مقاله ‌این ‌یافته‌‌در ‌بهبود ‌لژاندر ‌توابع ‌برای ‌کسری ‌و ‌صحیح ‌مشتق ‌عملیاتی ‌شبه های

‌معرفی‌ ‌شوند‌می‌کسری‌برای‌اولین‌بار ‌روش‌هم‌این‌ماتریس. ‌همراه ‌-محلی‌گاوس‌‌های‌عملیاتی‌به

برده‌‌زمانی‌به‌کار‌تأخیرکسری‌با‌‌جزئی‌ای‌از‌معادلات‌دیفرانسیل‌با‌مشتقات‌‌لژاندر‌برای‌حل‌دسته

‌شوند‌می ‌کمک‌ماتریس. ‌بررسی‌به ‌معادلات‌‌معادلات‌مورد ‌دستگاه ‌عملیاتی‌به ‌شبه های‌عملیاتی‌و

‌شوند‌جبری‌با‌ضرایب‌مجهول‌بسط‌لژاندر‌بهبود‌یافته‌کسری‌تبدیل‌می در‌پایان‌کارایی‌روش‌با‌در‌.

 .نظر‌گرفتن‌چند‌مثال‌عددی‌نشان‌داده‌می‌شود

 

‌ .،‌روش‌هم‌محلییتأخیر‌یکسر‌یفرانسیلمعادلات‌د‌بهبود‌یافته‌کسری،‌ماتریس‌شبه‌عملیاتی‌مشتق،توابع‌لژاندر‌: های کلیدی واژه

‌

 مقدمه
،‌الکترومغناطیس‌[3]،‌پردازش‌سیگنال‌[2]،‌داروسازی‌[0]در‌اقتصاد‌‌فراوانی‌کاربردهای‌کسری‌لدیفرانسی‌معادلات

‌الکترو‌شیمی‌[0] ‌دینامیک‌[5]، ‌کوانتوم‌و‌مکانیک‌آماری‌[۶]، ‌مکانیک‌جامد‌[7]، ‌و‌مدل‌ترافیک‌سیال‌[8]، ،[9‌‌]

‌دارد های‌عددی‌‌روش‌ۀدر‌حالت‌کلی،‌جواب‌دقیق‌اغلب‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌در‌دست‌نیست،‌بنابراین‌توسع.

شده‌‌ارائههای‌عددی‌فراوانی‌برای‌حل‌این‌معادلات‌‌های‌اخیر‌روش‌،‌در‌سالدای‌دار‌برای‌حل‌این‌معادلات‌اهمیت‌ویژه

،‌روش‌تجزیه‌[03]،‌[02]‌وردشی،‌روش‌تکرار‌[00]،‌روش‌اختلال‌هموتوپی‌[01]ز‌قبیل؛‌بسط‌بردارهای‌ویژه‌است،‌ا

،‌روش‌انتقال‌[07]،‌روش‌هم‌محلی‌لژاندر‌[0۶]،‌روش‌هم‌محلی‌مرکب‌[05]،‌روش‌تفاضلات‌متناهی‌[00]آدومیان‌

‌ ‌چ[08]چبیشف‌طیفی‌تاو ‌مو[09]های‌برنشتاین‌‌ای‌ندجمله، ،‌ ‌[21]جک‌لژاندر ‌20] روش‌موجک‌چلیشکوف‌، و‌[

‌.های‌دیگر‌بسیاری‌از‌روش

های‌دینامیکی،‌در‌نظر‌‌ی‌بزرگی‌از‌سیستم‌های‌فیزیکی،‌یک‌فرض‌کلی‌سازگار‌برای‌رده‌یندادر‌تشریح‌ریاضی‌فر

،‌این‌آنهاهایی‌هم‌وجود‌دارند‌که‌در‌بررسی‌رفتار‌‌گرفتن‌وابستگی‌رفتار‌سیستم‌تنها‌به‌شرایط‌کنونی‌است،‌اما‌سیستم

‌ ‌در ‌این‌شرط، ‌دشو‌میرفتار‌سیستم‌موجب‌عملکرد‌ضعیف‌آن‌‌تجزیۀشرط‌کافی‌نیست‌و‌پیش‌رفتن‌با در‌تحلیل‌.

‌این‌گونه‌از‌سیستم‌آنهاها‌لازم‌است‌اطلاعاتی‌از‌وضعیت‌قبلی‌‌رفتار‌این‌سیستم ‌سیستم‌داشته‌باشیم، ‌را ‌های‌ت‌ها



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0011تابستان‌،‌2،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌362
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌نامند‌می‌یتأخیر ‌‌سیستم. ‌مسا‌یتأخیرهای ‌طراحی ‌مئدر ‌زیستل ‌مانند ‌علوم ‌و ‌مهندسی ‌اقتصاد،‌‌ختلف شناسی،

های‌‌رفته‌در‌سیستم‌کار‌تر‌معادلات‌به‌که‌بیش‌از‌آن‌جا.‌کاربرد‌دارند[‌20]-[22]داروسازی،‌کنترل‌و‌الکترودینامیک‌

‌کسری‌مذکور ‌نوع ‌هستاز ‌اینند، ‌‌از ‌دستهرو، ‌معادلات‌دیفرانسیل‌تحت‌عنوان‌معادلات‌دیفرانسیل‌‌با ی‌تأخیرای‌از

‌.شویم‌سری‌مواجه‌میک

‌سال ‌روش‌در ‌مرتب‌های‌اخیر، ‌معادلات‌از ‌مانند‌ارائهصحیح‌‌ۀهای‌عددی‌زیادی‌برای‌حل‌این‌نوع ‌است، :‌شده

آدومین‌‌ۀ،‌روش‌تجزی[28]،‌روش[27]‌وردشی،‌روش‌تکرار‌[2۶]های‌برنولی‌‌ای‌،‌چندجمله[25]های‌طیفی‌‌روش

‌سری[29] ‌[31]‌ترکیبیهای‌تیلور‌و‌توابع‌‌، ‌موجک‌لژاندر ‌های‌دیگر‌و‌بسیاری‌از‌روش[‌30]، ‌روش. های‌عددی‌‌اما

،‌روش‌[32]روش‌موجک‌هرمیتی‌‌توانیم‌به‌کسری‌وجود‌دارد‌که‌از‌آن‌میان‌می‌ۀکمی‌برای‌حل‌این‌معادلات‌از‌مرتب

‌روش‌هم[33]شبه‌طیفی‌چپیشف‌ ‌[30]محلی‌طیفی‌‌، ‌[35]توپی‌وروش‌اختلال‌هم، ‌روش‌درونیابی‌لژاندر ،[3۶]‌،

‌روش‌موجک‌برنولی‌[37]مولتن‌و‌روش‌درونیابی‌خطی‌-بشفورت-روش‌آدامز ‌روش‌موجک‌چ[38]، ،‌[39]یشف‌ب،

‌.اشاره‌کنیم[‌00] و‌روش‌موجک‌چلیشکوف‌[‌01]روش‌تفاضلات‌متناهی‌

‌ ‌حل ‌در ‌سودمند ‌ابزاری‌بسیار ‌متعامد ‌دینامیکی‌هستندها‌سیستم‌مسائلتوابع ‌ی ‌توانایی‌‌مهم. ترین‌مزیت‌آنها،

در‌این‌بین‌.‌استهای‌دینامیکی‌به‌سیستم‌معادلات‌جبری‌‌دست‌آمده‌از‌آنها‌در‌تبدیل‌سیستم‌های‌عملیاتی‌به‌ماتریس

‌‌ای‌چندجمله ‌بازه ‌به ‌انتقال‌یافته ‌‌[0,1]های‌لژاندر ‌محاسباتی‌مؤثرتر‌هستند ‌نظر ‌[03]از ،[02‌ های‌‌ای‌چندجمله[.

های‌عملیاتی‌انتگرال‌و‌‌ماتریس[‌00]در‌.‌های‌متعامد‌هستند‌ای‌لژاندر‌بهبود‌یافته‌یک‌خانواده‌تعمیم‌یافته‌از‌چندجمله

ای‌از‌معادلات‌انتگرال‌به‌‌دست‌آمده‌است‌و‌برای‌حل‌دسته‌ههای‌لژاندر‌بهبود‌یافته‌ب‌ای‌حاصل‌ضرب‌برای‌چندجمله

دست‌آمده‌و‌در‌حل‌معادلات‌‌هماتریس‌عملیاتی‌انتگرال‌کسری‌و‌حاصل‌ضرب‌این‌توابع‌ب[‌05]‌در.‌کار‌برده‌شده‌است

های‌لژاندر‌بهبود‌یافته‌‌ای‌چندجمله[‌0۶]رحیم‌خانی‌و‌اردوخانی‌در‌.‌کار‌برده‌شده‌است‌دیفرانسیل‌کسری‌غیرخطی‌به

دست‌آورده‌و‌برای‌حل‌معادلات‌انتگرال‌‌ها‌بکسری‌را‌برای‌اولین‌بار‌تعریف‌کرده،‌ماتریس‌عملیاتی‌انتگرال‌کسری‌آن‌ر

‌اند‌کاربرده‌دیفرانسیل‌کسری‌غیرخطی‌به ‌ماتریس. ‌این‌مقاله‌برای‌اولین‌بار ‌در ‌مرتبه‌‌ما های‌شبه‌عملیاتی‌مشتق‌از

‌برای‌چندجمله ‌را ‌کسری ‌و ‌به‌ای‌صحیح ‌کسری ‌یافته ‌بهبود ‌لژاندر ‌معادلات‌‌های ‌عددی ‌حل ‌سپس‌به دست‌آورده

‌.پردازیم‌زمانی‌می‌تأخیرکسری‌با‌‌‌جزئیدیفرانسیل‌
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 های لژاندر ای چندجمله .3
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‌متغیر‌ ‌تغییر ‌با ‌که ‌کنید ‌utتوجه ‌یافته‌ای‌چندجملهروی‌‌   و ‌انتقال ‌های‌لژاندر های‌لژاندر‌‌ای‌چندجمله،
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D،1دست‌آمده‌‌هعملیاتی‌مشتق‌صحیح‌بماتریس‌شبه‌عملیاتی‌مشتق‌کسری‌همان‌ماتریس‌شبه‌

‌.شود‌می‌3در‌بخش‌

 :عنوان‌نتیجه‌داریم‌به

( , ) ( , )

2 1( ) ( ) ( ).n

xD P x x D P x x D P x             

 

‌عددی یجنتاهای لژاندار بهبود یافته کسری و  ای سازی روش چندجمله پیاده

 سازی روش پیاده. 1

 :کنیم‌،‌فرض‌می(2)و‌(‌0)برای‌حل‌معادلات‌

( , ) ( ) ( ),Tu x t P x UP t                                  (27)  

 :آوریم‌دست‌می‌به‌xنسبت‌به‌‌(27)ۀ‌گیری‌رابطبا‌مشتق.‌ماتریس‌مجهول‌است‌Uدر‌این‌جا‌

1( , )
( ) ( ),T Tu x t

x P x D UP t
x

 



                            (28)  

‌(28)‌ۀبا‌مشتق‌گیری‌دوباره‌از‌معادل.‌است‌بهبود‌یافته‌عملیاتی‌مشتق‌صحیح‌برای‌توابع‌لژاندرماتریس‌شبه‌Dکه

‌:‌داریم‌xنسبت‌به

 
2

2 1 1

2

( , )
( ) ( ) ( ) ( ) .T T T T Tf x t

x P x D UP t x x P x D D UP t
x

     
  


                 (29)  

 .شود‌طور‌مشابه‌حساب‌مینیز‌به‌uمشتقات‌مراتب‌مختلف‌

 صورت‌در‌غیر‌این

 صورت‌در‌غیر‌این
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),(تقریب‌‌برای txuDt

استفاده‌از‌ماتریس‌شبه‌عملیاتی‌‌‌ ),(نیز‌با

2

Dو‌مشتق‌کسری‌‌نسبت‌به‌‌tۀاز‌رابط‌‌

‌:آوریم‌دست‌می‌هب‌(27)
( , )

2( , ) ( ) ( ).T

tD u x t t P x UD P t                              (31)  

‌:داریم(‌27)و‌‌(3)از‌طرفی‌با‌استفاده‌از‌

   

   





















1,,1,

),()(

,0,,0

,),(

),(

stsx

stUPsxP

stsx

stsxf

stsxu                            (30)  

( , ) ( ) ( ).T

i i i iu x t P x UP t                                  (32)  

‌:آوریم‌دست‌می‌به(‌2)و‌‌(0)در‌(‌32)‌-(27)معادلات‌اری‌گذ‌جایبا‌

 ( , ) 1

2 0 0 1 1( ( )) ( ) ( ) ( ), ( ( )) ( ),... ,T T T Tt P x U D P t H P x U P t x P x D UP t               (33)  
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


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                                            (30)  

‌ ‌33)معادلات‌سپس، ‌شرایط‌مس‌به‌(30)‌و( ‌روش‌همئهمراه ‌از ‌استفاده ‌با ‌گاوس‌له ‌یک‌دستگاه‌‌-محلی ‌به لژاندر

‌آوریم‌و‌دست‌می‌هرا‌ب‌Uدر‌آخر‌با‌استفاده‌از‌روش‌تکراری‌نیوتون‌ماتریس‌مجهول‌.شود‌معادلات‌غیرخطی‌تبدیل‌می

 .آید‌دست‌می‌له‌بهئتقریبی‌از‌جواب‌مس(‌27)گذاری‌در‌‌با‌جای

 نتایج عددی. 3

 زمانی‌تأخیرکسری‌با‌‌جزئی‌معادله‌دیفرانسیل‌‌.1 مثال

2
2 2 2 2

2

(3)
( , ) ( , ) (2 ) 2 (2 )( ) , [0,1], [0,1].

(3 )

v

t

u
D u x t u x t s x x t t x x t s x t

x





 
          
  

 با‌شرایط‌اولیه‌و‌مرزی‌‌
2 2( , ) (2 ), [0,1], [0,1],u x t t x x x t     
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2(0, ) 0, (1, ) , 0 1.u t u t t t     

‌در‌نظر‌بگیرید ),()2(له‌عبارت‌است‌ازئجواب‌دقیق‌این‌مس .[51] را 22 xxttxu   ‌ ‌0نتایج‌عددی‌در‌شکل‌،

‌برای‌مقادیر‌مختلف‌0جدول‌.‌خلاصه‌شده‌است ‌2با‌خطاهای‌مطلق‌بین‌جواب‌دقیق‌و‌تقریبی‌را NM

,11و‌‌s5.0 ‌برای‌مطلق‌خطای.‌دهد‌در‌برخی‌نقاط‌نشان‌می‌‌1و2،‌با NM  ،‌1s  

‌.است‌شده‌ترسیم‌‌0شکل‌در

 

2 با5.0 و5.0  برای مطلق خطاهای  .1شکل  NM  ، 1s  1 برای مثال 

2 با خطای مطلق بین جواب دقیق و تقریبی برای مقادیر مختلف. 1جدول  NM،1  1وs  1در مثال 

𝜶=1 𝜶=0.9 𝜶=0.5 x=t 

12-1*2,2- 12-16*1,22  12-16*2,62  2 

12-12*1,22  12-12*2,12  12-16*2,22  2,1 

12-12*3,22  12-12*2,22  12-16*2,21  2,3  

12-12*3,22  12-12*3,22  12-16*1,2- 2,2  

12-12*3,22  12-12*1,2- 12-16*1,2- 2,2 

12-12*3,22  12-12*2,2- 12-16*2,23  2,2 

12-16*1,11  12-12*2,2- 12-16*2,22  2,6 

12-16*1,66  12-12*2,22  12-16*2,22  2,2 

2 12-16*1,1-  12-16*2,62  2,2 

12-16*1,1-  12-16*1,11  12-16*2,22  2,2 

2 12-16*3,33  12-16*3,3-  1 

2,322 2,21 2,32 CPU 

‌

‌

‌

‌



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌322های‌لژاندر‌بهبود‌یافته‌کسری‌در‌حل‌معادلات‌دیفرانسیل‌با‌مشتقات‌جزیی‌کسری‌با‌تاخیر‌زمانی‌ای‌چندجمله

3 با جواب دقیق و تقریبی برای مقادیر مختلف  بین خطای مطلق .3جدول NM،1  1وs  1برای مثال‌

𝜶=1 𝜶=0.9 𝜶=0.5 x=t 

12-16*2,2-  12-12*2,62  12-12*2,2-  2 

12-12*1,2-  12-12*1 12-12*2,2-  2,1 

12-16*1,21  12-12*1,2-  12-12*2,33  2,3  

12-16*1,22  12-16*2,1-  12-12*3,22  2,2  

12-12*1,2-  12-16*1,2-  12-12*1,22  2,2 

12-12*2,2-  12-16*2,6-  12-12*2,22  2,2 

12-12*2,2-  12-16*6,1-  12-12*2,22  2,6 

12-16*1,6-  12-12*1,22  12-12*1-   2,2 

12-16*2,2-  12-12*6,12  12-12*2,2-  2,2 

12-12*1,2-  12-12*1,22  12-12*2,3-   2,2 

2 12-16*1,11  12-16*6,6-  1 

2,22 2,322 2,22 CPU 

 

  زمانی‌تأخیر‌با‌کسری‌جزئی‌‌دیفرانسیل‌معادلات‌.3 مثال

,),(
2

,
2

,),(
2

2

txu
t

xu
t

xu
x

txuDt 





















 

[0,1], [0, ],x t t   

‌اولیه‌شرایط‌با
2( ,0) ,u x x  

‌حالت‌خاص‌.[22]بگیرید‌نظر‌در ),()exp(‌مسئله‌این‌جواب‌دقیق‌،1در 2 txtxu ،حالت‌که‌در‌.است‌‌

1،مختلف‌برای‌مقادیر مطلق‌خطاهای‌Mو‌Nبا‌‌𝜐 ‌رفتار‌این،‌بر‌علاوه.‌است‌شده‌ارائه‌‌3جدول‌در‌    

‌که‌دهدمی‌نشان‌محاسبات‌این‌.است‌مقایسه‌شده‌‌0جدول‌در‌استآورده‌شده‌[‌22]‌در‌که‌روشی‌با‌حاضر‌روش

‌تقریبی‌جواب‌که‌دهد‌می‌نشان‌‌2شکل‌.دارند‌دقیق‌جواب‌با‌خوبی‌توافق‌حاضر‌روش‌با آمده‌دست‌به‌عددی‌نتایج

 .کند‌به‌جواب‌دقیق‌میل‌می‌شود‌می‌نزدیک‌‌0به ‌که‌هنگامی

 

2برای  3 مثالو دقیق تقریبی  های جواب. 3شکل  NM  و مقادیر مختلف 
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 3مثال برای  M ،N ، 𝝊 𝜶 مختلف مقادیربرای  مطلق خطاهای. 2جدول

 

 

 3برای مثال    ، 1با  x,tبرای مقادیر مختلف  [33]شده در  ارائهمقایسۀ روش حاضر با روش . 2جدول

 روش کلر

[31] 

 روش حاضر

   3 ,  N=5M= 

T X 

12-2*2,22  12-6*1,23-  2,32  

 

 

2,32 
 

 

12-2*1,22  12-6*3,62- 2,2 

12-2*1,22  12-6*2,12- 2,22 

12-2*6,31  12-6*6,22- 1 

12-2*2,2  12-6*6,22-  2,32  

 

 

 

2,2 

12-6*3,13 12-2*1,22-  2,2 

12-2*2,22  12-2*1,62-  2,22 

12-2*2,62  12-2*3,61-  1 

12-6*2,22  12-2*1,26-  2,32  

 

 

 

2,22 

12-2*1,22  12-2*3,22-  2,2 

12-2*1,36 12-2*2,22-  2,22 

12-2*2,22  12-2*2,22-  1 

2M=N= 2M=N= 2M=N= x=t 

12-16*2,2  12-12*2,3  
12-12*2,2- 

 
2 

12-11*2,2- 12-2*1,2- 12-6*2,2- 2,1 

12-12*1,6- 12-2*6,2- 12-2*1,6- 2,3  

12-12*2,2- 12-2*1,2- 12-2*2,2- 2,2  

12-2*1,2- 12-2*2,2- 12-2*2,2- 2,2 

12-2*1,2- 12-2*2,2- 12-2*1,2- 2,2 

12-2*2,2- 12-6*1- 12-2*2,2- 2,6 

12-2*2,2- 12-6*3,22- 12-2*2,3- 2,2 

12-2*1- 12-6*2,26-  12-2*3- 2,2 

12-2*2,2- 12-6*1,21  12-2*1,2  2,2 

12-2*2,1  12-2*2,6  12-2*6,2  1 

1,222 2,621 2,222 CPU 
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 گیری نتیجه

ی‌با‌استفاده‌از‌توابع‌تأخیرکسری‌جزئی‌دراین‌مقاله،‌یک‌روش‌کارامد‌برای‌حل‌دسته‌ای‌از‌معادلات‌دیفرانسیل‌

‌بهبود‌یافته‌کسری‌به ‌ماتریس‌لژاندر ‌ارائه‌‌همراه ‌استهای‌شبه‌عملیاتی‌مشتق‌آنها های‌شبه‌عملیاتی‌‌ماتریس‌.شده

‌مسئلهشده‌است‌و‌همراه‌با‌روش‌هم‌محلی‌‌ارائهمشتق‌صحیح‌و‌کسری‌توابع‌لژاندر‌بهبود‌یافته‌کسری‌برای‌اولین‌بار‌

‌به‌حل‌یک‌سیستم‌معادلات‌جبری‌کاهش‌داده‌است ‌را های‌عددی‌برای‌نشان‌دادن‌کارایی‌روش،‌آورده‌شده‌‌مثال.

دست‌آمده‌با‌جواب‌دقیق‌سازگاری‌خوبی‌دارند‌و‌تنها‌تعداد‌کمی‌از‌توابع‌پایه‌برای‌رسیدن‌‌بههای‌تقریبی‌‌جواب.‌است

‌.اند‌شدهاستفاده‌مطلوب‌‌یبه‌دقت
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