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 های مسیرپذیر رأسی نظیر به گرافگون تجزیههای سادهمجتمع

 
گروهریاضی،پایهعلومدانشکدۀسمیهمرادی؛دانشگاهایلام،

12/22/37پذیرش11/21/37دریافت

 چکیده

ایکهدارندازجملهمسائلمهمخواصجبریوتوپولوژیکیۀپذیررأسیبهواسطگونتجزیهسادههایشناختمجتمع

گونبااینخاصیتبسیارهایسادههاییازمجتمعدراینراستامعرفیخانواده.رودشمارمیجاییترکیبیاتیبههجابدرجبر

موردتوجهاست بررسیهایمکملمسیرایگرافخوشه-tآلنرنظیربهایدهریز-گوناستنلیدراینمقالهمجتمعساده.

دهوبااستفادهازکرطوردقیقمشخصهارابههایآنرویهۀگون،مجموعهایسادهبرایاینخانوادهازمجتمع.استشده

درواقعباتوجهبه.ندهستپذیریرأسیگوندارایخاصیتتجزیههایسادهدهیمایندستهازمجتمعاینموضوعنشانمی

-خوشهایده-1کهجاازآن.مکالیاست-هادارایخاصیتکوهنریزنرآن-استنلیۀشودکهحلقهاثابتمیمحضبودنآن

ایدهآل همان گرافآلها یالی های مجتمعهستها از دسته این سادهند، خانوادهای شامل سادهمجتمعۀگون گونهای

هایگرافمکملمسیرمستقل- آلایدهکهدهیمعنواننتیجهنشانمیدرپایانبه.دستنههایگرافمکملمسیرمستقل

.دهیموجداسازبتیآنراارائهمیرأسیاستۀآلجداشوندایدهیک

 

.گونپذیریرأسی،گرافمسیر،مجتمعسادهتجزیه،ایخوشه-tآلایده:های کلیدیواژه



 مقدمه

-گونمفهومیترکیبیاتیتوپولوژیکیاستکهباخواصجبریحلقهاستنلیمجتمعسادهپذیریرأسییکتجزیه

را پذیریتجزیه– پرووانوبیلرامفهوم1312اولینباردرسال.گوندرارتباطاستریزنرنظیربهمجتمعساده

پذیریرأسیشناختهاینمفهومباعنوانتجزیه   گونمحضمعرفیکردندکهدرحالتهایسادهبرایمجتمع

بهمجتمعمفهومتجزیهچنینبیورنروواچسهم.[3]شودمی دگونغیرمحضتوسیعدادنهایسادهپذیریرأسیرا

[9] سادهمجتمع[.4]، تجزیههای خاصیتگون دارای رأسی پوستهپذیر مانند مهمی کوهنهای و مکالی-پذیری

هستندنباله دای سادههم. مجتمع هر تجزیهچنین کوهنگون محض، رأسی است-پذیر مکالی این. به توجه کهبا

هایرفتاریازمجتمععنوانکلاسخوششوند،بهپذیررأسیبهشکلبازگشتیتعریفمیگونتجزیههایسادهمجتمع

،[2]،[5]،[1]،[1]بهعنواننمونهبه)اندبررسیشدهتحقیقاتیمتعددیهایهشوندودرمقالگونشناختهمیساده

بندییکدستهۀپذیررأسیدارندارائگونتجزیههایسادهخواصجالبیکهمجتمعۀواسطبه(.مراجعهشود[12]،[3]

گونیهایسادهبندیدقیقتماممجتمعامامعرفیودسته.گونبسیارموردتوجهمحققاناستهایسادهازاینمجتمع

گونباهایسادههاییازمجتمعیخانوادهدراینراستاارائهرو،ازاین.رایاینویژگیهستند،امریآساننیستکهدا

گوندربرخیمقالاتهایسادههاازاینمجتمعبندیبرخیدستهاخیراً.اینویژگیازجملهمسایلموردتوجهاست

بااستفادهازابزارتوپولوژیترکیبیاتینشاندادند[5]نوانگستروموداچترم[11]وودروف.تحقیقاتیارائهشدهاست

تجزیههایهرگونمستقلکهمجتمعساده رأسیاستگرافوتری، پذیر مجتمعسادههم. گونچنینثابتشدکه
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هایریاضیپژوهش1931،بهاروتابستان1،شماره5جلد08
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

تاردارشدهرالاًبیرمنوونتویلساختارگرافکام[.5]پذیررأسیاستتاردارشدهتجزیههایهرگرافکاملاًمستقل

گونآمیزیدلخواهیکمجتمعسادهگوندلخواهبایکرنگگونتوسیعدادهوبههرمجتمعسادههایسادهبهمجتمع

کردندتجزیه نظیر رأسی گرافهم[.1]پذیر سادهچنین مجتمع که دوبخشی مستقلهای آنگون خاصیتهای ها

هایمجتمعۀپذیریرأسیرابرایخانواددراینمقالهخاصیتتجزیه[.12]اندبررسیشدهدارد،پذیریرأسیتجزیه

ایگرافخوشه-tآلایده.کنیمبررسیمیهایمکملمسیرایگرافخوشه-tآلریزنرنظیربهایده-گوناستنلیساده

ستونشاندادهاهالیگرافآلیاکهدرواقعتعمیمیازمفهومایده،[7]شودنشاندادهمی     کهبا ساده

است،دارای گرافمکملمسیر زمانیکه     آلریزنرنظیربهایده-گوناستنلیکهمجتمعسادههاستشد

پذیریاستخاصیتپوسته نشانمی. اینمقاله اینمجتمعدر پذیریگوندارایخاصیتتجزیههایسادهدهیمکه

.ندهسترأسینیز

رأسیۀگرافیسادهبامجموع درسراسراینمقاله.پردازیمبیانتعاریفومفاهیممرتبطباموضوعمیابتدابه

است    یالیۀومجموع     زیرگرافالقایی      ۀبرایمجموع. با ۀرویمجموع ، کهآنرا

هرمجاورند    در و استودورأس رأسیآنۀاستکهمجموع دهیم،زیرگرافیازنشانمی    

،هرنامند رایکخوشهازگراف      ۀزیرمجموع.یکگرافباشد فرضکنید.مجاورباشند درگاه

 رأسمتمایز دو برایهر      گاه باشیم به          داشته زیرگرافالقایییا     عبارتدیگر

،هرگاهبرایهردورأسنامند مستقلگرافۀرایکمجموع      ۀچنینزیرمجموعهم.گرافیکاملباشد

گرافیگسستهمتشکلاز    زیرگرافالقاییعبارتدیگر،یابه          داشتهباشیم     متمایز

                             یالیۀمجموعو         رأسیۀبامجموع گراف.باشدتنهارئوس

رأسیۀبامجموعگونمجتمعساده.شوددادهمی نشان           شودوبارأسنامیدهمی باگرافمسیر

:خواصاستایناستکهدارای هایایاززیرمجموعهخانواده           

 ،      ،     برایهر .1

 .   ،آنگاه   و   اگر .1

نامیدهۀشمولیکرویۀتحترابطشودوهروجهبیشینیکوجهنامیدهمیگونهرعضومجتمعساده

راباگاه،آن              هرگاه.شودنشاندادهمی    باهایتمامرویهۀمجموع.شودمی

            
.هایآنهماندازهباشندرامحضگویندهرگاهتمامرویهگونمجتمعساده.دهیمنشانمی

دراینصورت.یکگرافباشد فرضکنید

یمجموعه مستقل   است                  یک 

.نامیممی هایگرافمستقلگونسادهگوناستکهآنرامجتمعیکمجتمعساده

نشان       کهبااز حذفگونمجتمعساده.وجهیازآنباشد وگونمجتمعسادهیکفرضکنید

:شودتعریفمیصورتدینشودبدادهمی

                     

:صورتاستدینبدر اتصالگونمجتمعسادهچنینهم

                          
.دهیمنشانمی      و       ترتیببارابه      و       گاه،آن     هرگاه
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 08هایمسیرپذیررأسینظیربهگرافگونتجزیههایسادهمجتمع

   ویاراس     یا   پذیررأسیگویند،هرگاهراتجزیهرأسیۀبامجموعگونمجتمعساده

کهطوریموجودباشدبه

 .پذیررأسیباشندتجزیه      و        .1

 .باشدیکرویهاز       هررویهاز .1

.نامندصدقکندرایکرأسشکافندهبرای(1)و(1)هایکهدرشرطهررأساز

باشدکهدر            هایاییچندجملهایخالیازمربعازحلقهجملهآلتکیکایده فرضکنید

گونیباشود،مجتمعسادهنشاندادهمی  کهبا ریزنرنظیربه-گوناستنلیمجتمعساده.یکمیداناست اینجا

:شودتعریفمیصورتدیناستکهب            یرأسیمجموعه

                             

      کهبا  و   اتصال.هایرأسیمجزاباشندگونبامجموعهدومجتمعساده  و   فرضکنید

:شودشکلزیرتعریفمیشودبهنشاندادهمی

                            


 های مسیرگون نظیر به گرافهای سادهپذیری رأسی مجتمعتجزیه

اینبخشبرایمجتمعساده      آلریزنرنظیربهایده-گوناستنلیدر
شکلرویه   ابتدا به، را طوردقیقها

گونثابتهایسادهمجتمعپذیریرأسیرابرایایندستهازتجزیهکمکاینموضوعخاصیتده،سپسبهکرمشخص

  جادراین.کنیممی
 .است  مکملگرافمسیر 

8تعریف  . مجموع فرضکنید باشد              رأسیۀیکگرافبا کهبا ایخوشه-tآلایده.

استکه رویمیدانمفروض            هایایچندجملهۀآلیازحلقشود،ایدهنشاندادهمی     

:شودصورتتعریفمیدینب

                 یک خوشه از    است                

 برایاعدادصحیحمثبت. 2نکته   و       آلیکعضومولدکمینایده       ،
اگر   استاگروتنها

باشد  عضویازگراف مستقلۀیکمجموع            این.      داریمرو،از
      اگراگروتنها

      وجهیاز چنینهم.      
عضویازگراف مستقلۀشاملهیچمجموع استاگروتنهااگر  

.نباشد  

      گونگاهمجتمعساده،آن      ،اگر و برایاعدادصحیحمثبت.3لم
    محضازبعد  

      گاه،آن      استواگر
.است   محضازبعد  

.مراجعهشود[7]از1.3بهاثباتقضیه: اثبات

      گونهایمجتمعسادهشکلرویهدارد،2کهنقشیاساسیدربرهانقضیهلمبعد
.دکنرامشخصمی  

رویهازیک دراینصورت.      کهطوریدلخواهباشندبهاعدادصحیحمثبت و فرضکنید. 4لم 

      
   اگر تنها و م        استاگر هر بندیهمۀلفؤو تعداد     زیرگرافالقایی با یکمسیر

.هایزوجباشدرأس

        دهیمقرارمی.گرافمسیرباشد          فرضکنید:اثبات
یکرویهاز فرضکنید.  

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

5.
1.

79
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

98
.5

.1
.3

.5
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
24

 ]
 

                               3 / 6

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.5.1.79
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1398.5.1.3.5
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2601-en.html


هایریاضیپژوهش1931،بهاروتابستان1،شماره5جلد02
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

باشد . لم 9طبق ،         به. هر مؤلفهوضوح است     بندیهمی مسیر یک کنید. فرض

بهبرهانخلففرض.        داریم.باشد     گرافبندیهمۀلفؤیکم                  

:دوحالتممکناستاتفاقبیفتد.   براییکعددصحیح      فردباشدو کنید

حالت اول :    فرضکنید .  صورتگرافمسیر این به در داریم               صورت استو

                می. گرافعضوی مستقلۀشاملهیچمجموع       ۀمجموعکهکنیمادعا

نیست        کهطوریموجودباشدبه  از مستقلۀبهبرهانخلففرضکنیدمجموع.     و

تواندیدکهراحتیمیازطرفیبه.     رو،ازاین،   داریم1بنابهنکته،   چون.     
                   . 

دهیمقرارمی

                                      
 مستقلۀمجموعشاملیک رو،ازاین.    استو  مستقلگرافۀیکمجموع  و      داریم

شامل       بنابراینفرضخلفباطلاستو.درتناقضاستدر استکهاینبارویهبودن  عضوی

دربودنولیایننیزبارویه،         درنتیجهداریم.نیست  عضویگراف مستقلۀهیچمجموع

.زوجاست باطلاستو بنابرایندراینحالت،فرضفردبودن.تناقضاست

حالت دوم    فرضکنید: اینصورت.     در مشابهآن. دهیمکهنشانمیچهدرحالتاولاثباتشد،

مجموع      ۀمجموع نیست  عضویگراف مستقلۀشاملهیچ مجموع. برهانخلففرضکنید ۀبه

داریم.    رو،ازاین،   چون.        و     کهطوریموجودباشدبه  از مستقل
                         . 

ۀبرایمجموعرو،ازاین

                                                 
      داریم     و آن. پس       جاکهاز نتیجه        ، در مستقلۀیکمجموع  و

شاملهیچ      بنابراین.درتناقضاست انتخابۀعضواستکهبانحو باحداقل مشمولدر  گراف

بنابرایندر.درتناقضاسترویهبودنباکهایننیز        نیستو  عضویگراف مستقلۀمجموع

.زوجاست باطلاستواینحالتنیز،فرضخلف

مسیریباتعداد     بندیهمۀمؤلفوهر        کهطوریبه           عکسفرضکنیدرب

باشد رأس زوج . کنید   فرض مؤلفه  ،،  ، باشند     بندیهمهای و هر ،     برای

            اینصورتهرمجموع. عضواست  دارای  مستقلبیشینگرافۀدر این. ۀهرمجموعرو،از

   دارای     مستقلبیشینگراف
 
    

    

 
مستقلۀهیچمجموعشامل بنابراین.عضواست    

  گراف   عضوی ایننیست، .   رو،از به توجه اینبا         که لم به توجه با داریم9و ،

          
نبنابرای.   

                مسیریباتعدادزوجرأساست     بندیهممؤلفههر   

.5 ۀقضی    فرضکنید مجتمعساده  و مجموعهدو باشندگونبا هایرأسیمجزا اینصورت.       در

.پذیررأسیباشندتجزیه  و   پذیررأسیاستاگروتنهااگرتجزیه

.مراجعهشود[3]ازمنبع1.4بهبرهانگزاره:اثبات
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 03هایمسیرپذیررأسینظیربهگرافگونتجزیههایسادهمجتمع

.پردازیماصلیاینمقالهمیۀقضیاکنونبهبیان

      گون،مجتمعساده و برایاعدادصحیحمثبت. 6ۀقضی
.پذیررأسیاستتجزیه  

        دهیمقرارمی.گرافمسیرباشد          فرضکنید:اثبات
اگروتنها   دراینصورت.  

وضوحوبه             ،آنگاه      اگر.نباشد  عضوی مستقلۀشاملهیچمجموع اگر

 فرضکنید.است    محضوازبعد،9طبقلم.      حالفرضکنید.پذیررأسیاستتجزیه

    کهطوریباشدبهایازرویه استکههرکداممسیربندیهمهایمؤلفهمتشکلاز     ،4طبقلم.

رأسیتعداد دارندزوج این،       رو،از . مؤلفه                     فرضکنید ازبندیهمای

      شامل که است  باشد می.                 دهیمقرار میبه. راحتی هر دید ۀمؤلفتوان

نیز  ،4طبقلمبنابراین.             ونیزمسیریباتعدادزوجرأساست      گرافبندیهم

هاییرویه        هایبنابراینرویه.           رو،ازاین.است      استکهشاملایازرویه

عبارتدیگربه.نیستند  هستندکهشاملاز

                                                                 (1)  

دهیمنشانمی  هایگرافمسیربااستقراءرویتعدادرأس.استایاز،رویه        هررویهازرو،ازاین

      
رأسیاستتجزیه   .پذیر به توجه (1)تساویبا رویه        ، هایهایآنزیرمجموعهمحضاستو

متشکلازمسیرهایباتعدادزوجرأس       کهطوریهستندبه           از عضویمانند    

4بنابراینطبقلم.است

                 
   

پذیرتجزیه        طبقفرضاستقراءرو،ازاین.است           گرافمسیرروی    جاکهدراین

داریم.رأسیاست

                               
:دهیمقرارمی.      کهبیانشد،داریمچنان.    کهطوریبه      فرضکنید

                
 اینصورتهر         بندیهمGمؤلفدر تعدادزوجرأساستو          مسیریبا   بنابراین.

رویه           ایاز
است   رویه. مجتمعساده  یبالعکسبرایهر           گوناز

   طبقلم داریم4،

          هر است        بندیهمۀمؤلفو رأس زوج تعداد با مسیری مجموع. برای ۀبنابراین

درنتیجه.        مسیریباتعدادزوجرأساستو     بندیهمۀمؤلفهر              

رو،ازاین.      داریم4باتوجهبهلممجدداً

                              
               

              
               

           

          طبقفرضاستقراء
.پذیررأسیاستتجزیهنیز       ،5طبققضیهرو،ازاین.پذیررأسیاستتجزیه  

      بنابراین
.پذیررأسیاستتجزیه  

:راداریم7ۀنتیج2ۀدرقضی   باقراردادن

     گونمجتمعساده. 9 ۀنتیج
.پذیررأسیاستتجزیه  

:هاستتعریفشدصورتدینب   در هایگرافمستقل- آلایده
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           درواقع
     جاکهدراین    

     آلدوگانالکساندرایده    
.است   

.راداریم1ۀنتیج2ۀکمکقضیدرپایانبه

                            چنینهم.رأسیاستۀجداشوندآلیکایده      آلایده.0 ۀنتیج

.یکجداسازبتیبرایآناست

رأسیباجداسازیرأسیۀآلجداشوندیکایده      آل،ایده[1]از1.9ۀوبرهانقضی2ۀباتوجهبهقضی:اثبات

است                             ایندرواقعیکجداسازبتی[1]از1.1ۀقضیچنینطبقهم. ،

.است
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