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 ریمان یک-اثباتی کوتاه از حدس بیشینه در بعد کوشی
 

*مسعودسبزواری

 علومریاضیۀدانشکد،دانشگاهشهرکرد

06/04/19پذیرش92/09/16دریافت

 چکیده
به   با دربعدکوشیدراینمقاله، برایحدسبیشینهبلوشاپکا اثباتیکوتاه -کارگیرینتایجموجوددرنظریهتاناکا

ریمانیکوطول-ناتباهیدهبلوشاپکاازبعدکوشیکاملاًکنیمکههرمدلعبارتدیگر،ثابتمیبه.کنیممیریمانیکارائه

ریمانمتناظرباهریک-هایکوشییمدیدکهگروهخودریختیچنینخواه،همعنواننتیجهبه.ترازسهصلبیتداردبزرگ

.است هایخطیهایمذکورتنهاشاملنگاشتازمدل

 .ریمان،حدسبیشینه،توسیعتاناکا-ناتباهیدهکوشیکاملاًهایمدل: های کلیدیواژه

40V32(: 0212)بندی ریاضی رده

 همقدم

رایک ازفضایمماسی      بعدیزیرکلافزوج.گیریمرادرنظرمی خمینهحقیقیوهموار

         نامیمهرگاهمجهزبهیکنگاشتساختارمختلطحافظتارمانندریمانمی-کوشیتقریباًساختار

 خاصیت باشد       با این. در  حالت، خمینه کوشی-کوشیتقریباًیک بعد از ریمان-ریمان

  
 

 
هم            و می          بعد شودنامیده هندسه. در موجود نتایج اساس بر

ℂسازیشده،کلافمختلط[9]ریمان-کوشی :وندمستقیمتجزیهشودصورتجمعدینتواندبمی    

ℂ                  

کهدرآن

                           

ℂریختوپادتمام9ریختهایتمامترتیبزیرکلافبه                   و  براساستعریف،.هستند   

(نیوسباتعریففروب)3تودرتو     نامیمهرگاهزیرکلافمختلطمی   باساختار2ریمان-رایکخمینهکوشی

ℂایرایکزیرخمینهعمومیدرعلاوه،چنینخمینهبه.باشد
   

تابع نمودار(صورتموضعیبه)نامیمهرگاهمی

.مستقلتابعیدراینفضاباشد

 ریمان یک-ناتباهیده از بعد کوشی کاملاًریمان -های کوشیخمینه. 1

 بعدریمانیک،هم-تحلیلیازبعدکوشی-ریمانعمومیحقیقی-یکخمینهکوشی   ℂ  فرضکنیم 

ℂ      ریخت،زیرکلافتمام[9]دانیمکهمیچنان.باشد   وبنابراینازبعدحقیقی تواندمی   

                                                           
 sabzevari@ipm.ir     :نویسندۀ مسئول*

1. Holomorphic 

2. CR manifold 
3. Involutive 
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              دهیممیقرار.تولیدشودℒمانند   ℂفضایریختدرتمامبرداریمیدانیکوسیلۀبه

یحاصلازبراکتچنینزیرفضاها.                 کنیمتعریفمی   ترتیببرایهرهمینوبه

:مانند9منجربهالقایپالایشی     و     هایمختلطاززیرکلاف ℒوℒلیبینمولدهای

           

ℂسازیشدهرویکلافمختلط نامیمهرگاهمی(مولدیابراکت)رادراصطلاحکمینه  توزیع.خواهدشد   

ℂ      کهطوریموجودباشدبه    مانند(کمینه)عددی   برایهر رامنظماینتوزیع.   

وثابتباشد مستقلازنقاط گوییمهرگاهتابعمذکور عددثابت. از2درجهغیرهولونومی درچنینحالتی،

.شودنامیدهمی  توزیع

حقیقی-خمینهکوشی :[9] 1تعریف     ℂ  تحلیلی-ریمانعمومیو به)3ناتباهیدهکاملاًرا بیشینهیا طور

دراین.باشد تریندرجهغیرهولونومیممکنازآنمنظمباکم  نامیمهرگاهتوزیعمتناظرمی  ازطول(کمینه

:حالت،پالایشالقایی

           ℂ                                                 (9)  

 .خواهدبود ترینطولممکندارایکم

مقال2004درسال در ریاضی[3]ۀو ریمان-هایکوشیهاییازخمینهمدل دانبرجستهروسوالریبلوشاپکا،

همکاملاً و بعد از کوشیناتباهیده -بعد معرفیکرددلخواهریمان راستایاید. در واقع در هنریۀاینکار، مشهور

درسال ارائهشده موردمطالع9109پوآنکاره ℂبعدی-2هایحقیقیدرفضایمختلطزیرخمینهۀدر
 

بررسی با

دانانبسیاریتوسعهدادهریاضیوسیلۀبهایدهپوآنکاره.ها،یعنیدایرههایزنبرگ،بودخواصمدلمتناظراینخمینه

بررسیهایمناسبیبرایاشارهکردکهطیآنمدل[4]هورچرنوموزرتوانبهکارمشهامیشدکهازجملهآن

هایخودریختی،درایننوعازنگاه،هرمسئلهراجعبهگروه.هایحقیقیناتباهیدهدرفضاهایمختلطارائهشدابررویه

هاینظیرشدهتقلیلابهیتنهادرموردمدللاتمشؤاتواندبهسهامیایازخمینهبندیوغیرهپیرامونردهپایاها،رده

مدلبه.یابد مورد در استعنوانمثال، ثابتشده اینمدل.[3]هایبلوشاپکا متقارنکه کاملاًهایترینخمینهها

تعاریفمربوط)ناتباهیدهکاملاًهایبینهایتکوچکهرخمینهناتباهیدههستندبهآنمعناکهبعدجبرلیخودریختی

هرکرانبالابرایبعدجبرهایلیۀبنابراین،محاسب.تراستازبعداینجبرازمدلمتناظرکوچک(آیدمیدرادامه

ناتباهیدهکاملاًهایخمینههمۀهامنجربهیافتنکرانبالاییبرایبعداینجبرهادرموردبینهایتکوچکاینمدل

.خواهدشد

بلوشاپکاآناستکهبرخلافاکثرکارهایقبلدراینزمینه،اوتوانستهاستتحقیقنکتهحائزاهمیتدرمورد

خمینه از همکاملاًهایبرایهردسته بعدو از مدلمناسبیمعرفی-بعدکوشیناتباهیده دکنریماندلخواه برای.

.مراجعهکنید[9]،[5]،[3]،[2]دبهیتوانها،میساختوخواصآنۀها،نحوتردرمورداینمدلکسباطلاعاتبیش

 اساسنتایج [3]بر یکمدل کاملاً، مانند بلوشاپکا کوشی   ℂ  ناتباهیده بعد هم-از ریمانیکو  بعد

:تحلیلیمانند-تابعحقیقی صورتنموداربه           توانددرمختصاتموضعیمی

                                                           
1. Filtration  

2. Degree of nonholonomy 
3. Totally nondegenerate  
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                                       (2)  

-ایوزنیکچندجمله  هایمناسببهمتغیرهایفوق،هرنمایشدادهشودکهدرآن،پسازنظیرکردنوزن

کهدر)  چنین،وزندادهشدهبهآخرینمتغیرمختصاتیهم.است  حقیقیازوزنبرابرباوزنمتغیر9همگن

برای.خواهدبود9براساستعریف ناتباهیدهکاملاًبرابرطولخمینه(ترینوزننظیرشدهنیزهستواقعبیش

:ریختمانندفوق،یکمیدانبرداریتمام   ℂ   ریمان-مدلکوشی

                      

 

   

 

عبارتدیگربه.مماسباشد نامیمهرگاهبخشحقیقیآنبرمی2ریمان-رایکخودریختیبینهایتکوچککوشی

نمایش        دهدکهباهایبرداریتشکیلیکجبرلیمیمجموعهچنینمیدان .          هرگاه

در اینجبردرواقعنقشجبرلیتقارنیخمینه.شودنامیدهمی هایبینهایتکوچکوجبرلیخودریختی

دارد عهده بر را لی تقارن نظریه هم. لی گروه ساده         بند با هم        متناظر ۀشامل

به)ریمان-هایکوشیخودریختی خودآناستبه ازخمینه(ریختعبارتدیگرتوابعتمامویا شودکهثابتمی.

متناهی(2)مانند ریمانازطول-ازیکخمینهمدلکوشی        جبرلی[(5.3گزاره،8)] بعدومدرج،

:استصورتدینب

                             
  

                                    
  

  (3)  

-بعدکوشیهم شویمکهیادآورمی)است   ازبعد3بندی،یکجبرلیاساسیازایندرجه  زیرجبرلی

دراین.باشند        هایلیهمبندسادهمتناظرباترتیبگروهبه        فرضکنیم(.است ریمان

-می عنوانیکخمینههمگن،استوبنابراینبه روی4داراییکعملتراگذرتبدیلاتییکگروه  صورت،

 یکیدرنظرگرفتهشود  تواندازطریقیکوابرسانیبا هم. -هایکوشیخودریختیهمۀمتشکلاز  چنین،

  ایندرحالیاستکه.استأدرنقطهمبد                5روندیدرزیرگروههم ریمانخطی

.[3]روندیمذکوراستهایغیرخطیدرزیرگروههمشاملخودریختی

 شناختهشدهودرواقعبرابرطولمدل مقداراندیس        ازجبرلی(3)بندیاگرچهدردرجه

وتنهاباانجاممحاسباتمستقیموپیچیدهمبتنیبرساختاستنامشخص سفانهمقداراندیسبیشینهأاستامامت

حدس[2]حال،بلوشاپکادراینبا.[8]هاییازمعادلاتدیفرانسیلبامشتقاتجزئیقابلتعییناستوحلدستگاه

:زدهاستکه

گاهاینمدلباشدآن3ترویابرابربزرگ ریمان-ازمدلکوشی کهطولدرصورتی.حدس بیشینه بلوشاپکا

.بدیهیاست  ،زیرجبر        از(3)بندیداردبهاینمعناکهدردرجه6صلبیت
                                                           
1. Weighted homogeneous 

2. Infinitesimal CR automorphism 
3. Fundamental 

4.Transitive 

5. Isotropy  
6. Rigidity 
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ریمانغیرخطیازاینخمینهبهخودش-،هیچخودریختیکوشی برایمدلمذکوردرصورتصحتحدس

ازجمله،گاملو.اینمقاله،حدسمذکورتنهادرمواردخاصیبهاثباترسیدهاستۀتازمانتهی.وجودنخواهدداشت

5]کوسوفسکیدر آن[ مورد در طولدقیقاًمدلهمۀرا اندثابتکرده3هایاز نسبتاًهم. مقاله در نویسنده چنین،

.ارزیکارتانثابتکردهاستریمانیکوبااستفادهازنظریههم-هایازبعدکوشیرابرایمدلحدساین[9]طولانی

ارائهاثباتمجددوبسیارکوتاه استفادهاز-تریازحدسبیشینهدربعدکوشیهدفازاینمقاله، ریمانیکبا

نتایجموجوددرنظریهتاناکااست . نویسندهحلشدهاستاماوسیلۀبهکهگفتهشد،اخیراًچناناگرچهاینمسئله،

هبلوشاپکاتریازحدسبیشیندرواقعنتایجقوی،[9]ذکرایننکتهضروریاستکهبااعمالروشپیچیدهکارتاندر

قصدداریمکهبادراینپژوهش.انددستآمدهبه(ریمانیک-هادربعدکوشیمانندضوابطمعادلاتساختاریمدل)

.ترثابتکنیممراتبکوتاهکارگیریروشیمتفاوت،تنهاحدسبیشینهدربعدیکراباارائهاثباتیبهبه

  1جبر نمادی. 0

معرفیشده بعدریمانیکوهم-ناتباهیدهازبعدکوشیکاملاًریمان-خمینهکوشی   ℂ  فرضکنیم

ازکلاف(9)باعثالقایپالایشیمانند              کهدیدیم،توزیعمنظمچنان.باشد9درتعریف

ℂمماسیمختلط تعریف   وبرایهر      دهیمقرارمی.شودمی باحداقلطولممکن   

وℒبینمولدهای هایلیازطولدقیقافضایبرداریکلیهبراکت   درواقع،هر.           کنیممی

ℒ فضایبرداری[9]،[3]دانیمکهمی.است     و     از:
               

کهاست   بعداساسیازبعدیکجبرلیمتناهیهایبرداری،مجهزشدهباعملگرطبیعیبراکتلیبینمیدان

از    نشاندادهاستکهجبرلینمادی[3]بلوشاپکادر .نامیممی رادراصطلاحجبرلینمادیخمینهآن

.یکریختباشد(3)بندیبادرجه        از  تواندبازیرجبرلیمی خمینهمدل

 توسیع تاناکا .1

 مانند مدرج لی جبر         یک میتراگذری         با هرنامیده برای هرگاه شود

دانشهیرژاپنی،نشاندادهاستنوبوروتاناکا،ریاضی.باشد   گاهآن        ،اگر   با    

متناهی اساسی لیمدرج جبر هر با متناظر که مانند مانند             بعد یکتایی لیمدرج جبر ،

:کهطوریبه[1]وجوددارد                 

.         برایهر         (الف

.تراگذریاست     (ب

.جبرهایلیموجودبادوشرطفوقبیشینهاستهمۀاینجبرلیدرمیان(ج

برایچنینروشکاراییتاناکاهم.شودشناختهمی  تاناکاازجبرلی(کامل)باعنوانتوسیع     امروزه،

متشکلاز      خصوص،اونشاندادکهبه.ازاینجبرلیمدرجارائهکرد      محاسبهوساختاجزای

.است        باشرط       مشتقاتهمۀ

                                                           
1. Symbol algebra 
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: 0تعریف  لیمدرج              جبر کوشی)9مختلطشبه ریمان-یا می( نگاشتنامیده هرگاه شود

:کهطوریموجودباشدبه       باخاصیت         ساختارمختلطیمانند

                  

.       برایهر

اگرجبرلیمدرج(.[6])هستندمختلطناتباهیدههمگیشبه(کاملاً)هایخمینههمۀجبرهاینمادیمتناظربا

                    2تاناکای-توسیعلویمختلطباشد،امکانتعریفشبه             

به     عنوانیکزیرجبرتراگذرازتوسیعتاناکایبه ازآن، برایهر.صورتزیروجوددارد، قرار   ابتدا

می          دهیم هم. به      چنین را  3مشتقاتهمۀصورتمجموعه تعریف      عضو

:کنندصدقمی     کنیمکهدرتساویزیربرایهرمی

                 

:دهیمگاهقرارمیاندآنساختهشده     برای      هایبخشهمۀحالاگرفرضکنیمکه

                           
                   

                                

         درواقعتوسیعکاملتاناکاازجبرلیمدرج     تاناکای-لازمبهذکراستکهتوسیعلوی

      بانماداستکهبعضاً
.[1]،[6]شودنیزنمایشدادهمی      

 

 ریمان یک-اثبات حدس بیشینه در بعد کوشی

ریمانیک-ایمتااثباتیکوتاهبرایحدسبیشینهدربعدکوشیارائهمقدماتلازمدربخشقبل،اکنونآمادهپساز

.داشتهباشیم

.ریمانیکدرستاست-حدسبیشینهبلوشاپکادربعدکوشی. 1 ۀقضی

هلیتبدیلاتیچونعملگرو.باشد   ریمانیکوطول-یکمدلبلوشاپکاازبعدکوشی فرضکنیم.اثبات

ببینید(3)تساوی)                 رویاینخمینهتراگذریاستبنابراین         (را

-توسیعلوی،[6]ازمقاله5.6ازسویدیگر،براساسنتایجزیربخشآخر.استعنوانیکجبرلیمدرج،تراگذربه

واستبدیهی(یکریختاست    کهباجبرنمادی)            اززیرجبرلی     تاناکای

:استصورتدینب

                

:دانیمکهمی[1]از90.6ۀازسویدیگر،طبققضی.است           کهدرآن

                                                            (4)  

چهدرپایینصفحهبراساسآن)غیربدیهیاستپسبعدآنبرابریکیادواست           وبنابراینچون

483 3]از ]   آمده، برداری میدان یک دارای  حداقل خاصیت           با هر       برای

                                                           
1. Almost complex 

2. Levi-Tanaka prolongation 
3. Derivation 
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هایریاضیپژوهش9318پاییزوزمستان،2،شماره5جلد151
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

هست         هم. طبقلم 5.3چنین، دارایچنینع       ،[6]از همواره نصریهستنیز اگر(. حال

آن        باشد طبق 4)گاه بخش( هر استکه   لازم    با بنابراین و صفر بعد کهچناندارای

می باشد           خواهیم بدیهی . اگر آن       اما ، چون لی     گاه زیرجبر یک

توانددارایبخشیبانمی     پسهرنوعتوسیعتراگذرازآنهممشابهاست               

فاقدبخش      عنوانیکتوسیعتراگذرازنیزبه                 پس.درجهمثبتباشد

 .شودترتیبنتیجهموردنظرحاصلمیایننابدیهیبودهوبه  مثبت
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