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 چکیده

غیرخطیاستدرنظردومیکمدلبیماریعفونیراکهبهشکلدستگاهمعادلاتانتگرالولتراینوعدراینمقاله

رابرایحلاینسیستمطوریطراحیریچاردسونسویحدیابیبهروشبرون.استSIRاینمدلازنوعمدل.میگیرمی

یکفرایندتکرارکنیممی درج،کهبا هاییسیستمچنینالگوریتمحل.قابلحلباشدخوبدقتۀسیستمغیرخطیبا

کاملتشریحمیبه داراینوعی.شودطور الگوریتم باعثمیاین استکه تو در تو درساختار اطلاعاتپیشین از شود

باهرزبانسطحاینالگوریتم.نویسیاینالگوریتمراجالبکردهاستیبعدیبتواناستفادهکردوهمینامربرنامههازمان

اینفربالاقابلبرنامه کهما زبانبرنامهآنویسیاست، با هماز.ایمانجامدادهMathematicaنویسییندرا تحلیلخطا

،برایاینمنظورطیفیازهاستطورشفافنشاندادهشدوهمبااستفادهازچندمثالنمونهبهآنالیزعددیدیدگاهتئوری

.یمکهجوابتحلیلیداشتهباشنددهازتبدیلاتلاپلاسطراحیکردرابااستفانمونهمسائلی



.،دستگاهانتگرالیولترایغیرخطیصونکلاسمزا،کلاسعفونتکلاسمستعد،،بیماریهایعفونی،یابیروشبرون :یکلیدی هاهواژ

 

 مقدمه

بیماری یکجمعیتهایعفونیبسیاریاز یعنیبرایدر حفظبومیهستند، را چندینسالموجودیتخود

بررسیجمعیت.طورهمگنتوزیعشدهاستنواختوبهجمعیتثابتاستوجمعیتیکۀفرضکنیدانداز.کنندمی

املش    کلاس:ازهاعبارتنداینکلاسکندوشود،کهبازمانتغییرمیبندیمیکلاستقسیمبهچندینشده

آنآن آلودگیدر میهاییکه کلاسها     تواندشروعشود، شدهآن آلوده کلاساندهاییهستندکه     و

انتگرالیدستگاهمعادلاتوسیلۀبهشودونامیدهمی    لمد،مدلینا.انداییهستندکهمصونیتدائمییافتههآن

[.1]ولتراینوعدومغیرخطیزیرقابلنمایشاست
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,جاایندر I,RSمجهولهستندوابعت هاییکآلودهکنندهدرواحدمیانگینتماسعددثابتنرختماس.

).شوندبهلیستافرادآلودهاضافهمیSبنابراینافراددرمعرضآلودگیبانرخیبرابر.زماناست )P tاحتمالپا
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بیماری، شیوع بودن tبرجا بیماری شیوع شروع پساز زمان استواحد به. )علاوه )P tبا ناصعودی تابع یک

(0) 1P  )و ) 0P  استاست میرا نمایی تحتتسلطیکتابع که . شرایط )این )P tرا متفاوتی های

های،دوره(پیوستگیۀیکتابعناصعودیتکهتکهپیوستهوثابتدرهرباز)هایشیوعثابتدهدمثلاًدورهدستمیبه

هم نمایی، توزیعهایچنیندورهشیوع با شیوع فصلعنوانمثالتوزیعبه)هایگاما از 1]2هایگاما ملاحظه[ را

0صورتبه،مصونازآلودگیۀنسبتاولی.(کنید 0R 0واستبودهI (t) te ّلکسریازجامعههستندکهازاو

0Iمعلومباصعودیکتابعنای     .اندازشیوعبیماریزندهtۀوهنوزهمدرلحظاستعفونیبوده (0) 0و

0Iازاینرو،وتاس                ( )tکندوقتیکهسمتصفرمیلمیبهt .سازیفعّالدرایمن

بدینمدل توکسوئید واکسنیا سم)معنیاستکه (شبه استو مدلشده نوزادانایمنشدهکسروارد اند،از

سازیکلاسدرمعرضایمن.ستابرابر،بهکلاسمصونیافتهنوزادانایمنشده(فلوی)بنابراینمیزانشارش

)بانرخ،آلودگی )S tباهر،برایافراددرمعرضآلودگیسازیعمومیسازیبایکایمناینایمن.گیردانجاممی

.سنیمطابقتدارد

وسازی،مدل یکتایی، معادلاتولترایتحلیلپایداریوجود، نویسندگانبررسیوسیلۀبه(1)دستگاه برخیاز

[1]استشده ،[3] روشوسیلۀبه(1)سیستمغیرخطیجوابدکهابتداشوالگوریتمیارائهمیدراینمقاله[.4]،

اینفرایندطوری.دشوترمییابیرامبرگدقیقبرونوسیلۀبهخامبرآورد،سپساینبرآورداولیهشدهایمرکبنقهذوز

.دقراردهدراتحتتسلطخو(1)سیستمکوپلشدهطراحیشدهاستکه

تکینچنیندهاست،کهبستهبهخطیوغیرخطیبودنوهمشولتراارائههایهایزیادیبرایحلسیستمروش

غیر روش[1]-[5]گیریضربیعنوانمثالروشانتگرالبه.تکینبودنمعادلاتمتفاوتاستیا ،[12]هاموجک،

لهمتفاوتندئساختارمستوجهبهبا...و[14]،[13]،[11]محلیهایهمروش،[11] غیرخطیوارباتوجهبهساخت.

.گونهمسائلاستمناسبدراینیکروشکاملاًاینمقاله؛درخواهیمدیدروشارائهشده،(1)تغیرتکینمعادلا



 یابی برای حل دستگاه معادلات ولترای غیر خطی برون روش

:شودزیرتشریحمییابیبرایحلدستگاهغیرخطیبروندراینبخشروش
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  ]اینمنظورهربازهجزءبرای.کنیملمیح  1, ]k kرابهNمساویۀزیرباز

  باطولگام
 

 
ازایکنیمبهفرضمی.کنیمتقسیممی 0n I 0,1,2,3,... لهدرئمسt [0, ]nحلشده

 میاست و مسئلهخواهیم در tرا [n, 1]n کنیم معادل.حل منظور این برای نقاطر(1)ۀ در ا

,t , 1,...,n i n ih i N  (3:)نویسیممی
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 داریمایمرکبگیریذوزنقهااستفادهازقاعدهانتگرالبnوبهازای    .شودپیشیننامیدهمیجمله
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(7)رابطۀصورتبه(4)ۀانتگرالسمتچپمعادل.سیگمایمضاعفبرابرصفراست    ازایبهمذکورۀرابطدر

.شودتقریبمی
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                    (7)  

(7)و(2)هایگذاریتقریبباجای.سمتراستبرابرصفراستیگمایس   وبهازای      آندرکه

.آوریمدستمیرابه(8)دستگاهمعادلات،(4)ۀدرمعادل
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                 (8)  

 معادله لشام(8)تمعادلادستگاه برایحلستا              مجهول با و (1)آنازروشتکرار

کنیماستفادهمی
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            (9)  

    درآنکه
   

              
   

مفروضوبه   ازایدهیمکهبهروندراتاجاییادامهمیو       

     حدکافیکوچک
   

     
     

(m)دهیمایقرارمی ازایچنینوبه،   

, ,n i n iX X.البتهشرطتوقف

داشتهباشیم   ازایعددیطبیعیمانندهتوانیمروندراتاجاییادامهدهیمکهبتوانقرارداد،مثلاًمییهممیدیگر

در.دشوعمالیابیبرایشاِروشبروندآید،جواباولیهاستکهبایدستمیبه(1)وسیلۀجوابیکهبه.    

.ایمعمالکردهباراِ  الگوریتمزیراینروشرابهتعداد
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 الگوریتم .3

0اعدادطبیعی:1ۀمرحل 1 2,n , ,n n N،0هایدهدا 00,P(t), I ( ), [0, ]t t n  توابعبرداریو

   1 1 0r(t) ( ),..., r ( ) , (t, ,X( )) k (t, ,X( )),...,k (t, ,X( )) , [0, ]
T T

d dr t t K t n         

کندمیرادنبالهایواحداستکهالگوریتمبازهبهبازهجواببرابرتعدادبازه0nکهتوضیحاین)یمگیردرنظرمیرا

برای.کاررودتواندبهاستکهبرایتوقفاینمرحلهمی3لتعدادانجاممراحبرابر1n.جوابکلیراارائهدهدتانهایتاً

توانهایدیگریهممیشرطتوقف.ایماستفادهکردهخطایمطلقبرایشرطتوقفاز3ۀدرمرحلانعطافالگوریتم

هایموردبرابرباتعدادبرونیابی2nعدد.تواناستفادهکردازخطاینسبیبرایشرطتوقفمیمثلاً.دکراستفاده

(.آیددستمیقریببهتNواحدۀدرهرباز.برابربابعددستگاهمعادلاتاستdوعدد4ۀاستفادهدرمرحل

Pقراربده:1ۀمرحل {(0, r (0))}, j 1,...,dj j و        

3ۀمرحل رویّ: مرحله این می           ۀدر تعریف کنیمرا رویّ. این انتگرالیه معادله تقریبی جواب

                         
 

 
 گرهی نقاط                   در

   

 
او نقطه لیهبا

          یعنیخروجیتقریبیبرایبردار.گرداندمیبرایمرکببااستفادهازروشذوزنقهرا        

:شودصورتطراحیمیدینهباینرویّ.تاس   +  ,   

 .کنیمتعریفمی یکمحیطمحلیبامتغیرمحلی.1گام

 می.1گام آن            دهیمقرار در ستونییک  که .اییاستت1nبردار ر  ام عضو با   ا

  و   دهیمعلاوهقرارمیبه.دهیممینمایش
   

  . 

 دهیممیقرار.3گام

  
     

        
 

 
                        

   
   

   اگر
     

   
   

     هقراربد   
     

ابتدایبهوکنیممیاضافه  گرنهیکواحدبها    

گردیمبرمی.3گام

دهیممیقرار.4گام 0

1  ,     0i iV V m   

 :دهیممیقرار.1-4گام

           
i-1

m+1 m

i+1 j+1 i+1
j=1

h
V = r a+ih +h K a+ih,a+ jh,V + K a+ih,a,X + K a+ih,a+ih,V

2
å

     اگر
     

   
   

       دهیممیقرار   
ابتدایبهوکنیممیاضافه  اگرنهیکواحدبه     

 .گردیمبرمی1-4گام

 .رویممی4گامبهوکنیممیافهاض یکواحدبه   اگر

 .کنیممیارائه          عنوانخروجیرابه  بردار.5گام

    .4ۀمرحل

                       دهیممیتاقرار        ازایبه.1گام
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  .1گام
 

2iات   ازایوبه      n j دهیممیقرار: 

                                 

 .رویممی1گامبهوکنیممیاضافه کواحدبهی    اگر

 .یمگذارمی   دررا       امینعنصربردار     عنیی               :3گام

 به.4گام       ط نقا       ازای
 

 
              

 
 
مجموع           به ۀرا

 .کنیممیفهاضا  نقاط

 .5گام

         
1

2 22 1
0

1 1
, 1 , 0, , 1 , 0,

2

N

i i
i

i i
r t r t K t k R n K t k R n

N N N



 


     
          

    
  

.میرویم1گامبهوکنیممیهاضاف ،یکواحدبه    اگر

جواب             نقاطۀمجموع.5ۀمرحل نقاطشبکه  ، در                       ایها

.هستند       

 شرح الگوریتم .9

دراینبخشبه.استایمرکباست،کهقبلاًشرحدادهشدهگیریذوزنقهروشانتگرالاولمربوطبهۀسهمرحل

برای4ۀابتدایمرحلدر ۀشمارند.است4ۀپردازیمکهدرواقعهمانمرحلسویحدمییابیبهشرحروشبرون

]صورتبههایتعدادبازه 1, ]k kبهۀابرایافزایشدقتمحاسباتدربازالگوریتمرامبرگر4تا1هایگام.ستا

می گیرندکار است،[15]کتابآنالیزعددیفیلیپستیلر171ازصفحه7.1اینالگوریتمهمانالگوریتم. اینبا

اندهموصلشدهتهوبازهبهبازهبهیافبرداریتوسیعصورتهابهجاهمانایدهتفاوتکهدراین [15]کهدرچنان.

[12]گراییالگوریتمرابهبااینحالپایداریوهم.بردواحدبالامی1گراییراهربارانجامالگوریتممرتبههم،آمده

.دهیمارجاعمی

هر با الگوریتم این چند برنامههر زبان قابل توانائیبرنامهنویسی، و امکانات به توجه با ولی است هاینویسی

تابع،5-4ۀمرحل.هاباایننرمافزارنوشتهشدهاست،برنامههایمحلی،درمحیطویژهبه Mathematicaافزارنرم
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 مسئلهطراحی نمونه . 3
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