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 کنند های گروهی که در شرط اِنگِل تعمیم یافته صدق می حلقه

 
مجتبیرمضاننسب

علومریاضیوکامپیوترۀدانشکددانشگاهخوارزمی،

10/11/10پذیرش11/10/16دریافت

 چکیده

 و ازایهربه.یکگروهمتناهیموضعیباشد و   ازمشخصهویکدار جاییایجابهحلقه فرضکنیم

دراینمقاله.                         واستفرایی           کنیمتعریفمی  درحلقهگروهی

(1:صدقکندآناستکه                      درشرط  کهدهیمکهشرطلازموکافیبرایآننشانمی

 یا   اگر(2،گروهاست- یک  توانموضعیوگروهیپوچ گاهباشد،آن توانیازعددیاولمثل اگر

دهیم،سپسمیهایانِگِلارائهدربخشدیگریازمقالهتعمیمیازگروه.آبلیاست گاهتوانیازیکعدداولنباشد،آن

.کنیمکنندبیانمیهایجبرهایگروهیکهدراینشرطانِگِلتعمیمیافتهصدقمیحکمیدرموردگروهیکه

 

تعمیمیافتهانِگِللیهایهایگروهی،گروهانِگِل،حلقهحلقه :های کلیدی واژه

 

 مقدمه

صورتوبه                 دهیمقرارمی.اعضاییازآنباشند  و  یکحلقهو فرضکنیم

استقراییتعریفمی                               کنیم . استهرگاهتوانلیپوچ گوییمحلقه

.           داشتهباشیم در  و...،  ،  ازایهرطوریکهبهموجودباشدبه ایمثلعددطبیعی

کهطوریموجودباشدبه        عددطبیعی     ازایهرنامیمهرگاهبهانِگِللیرا چنینهم

                       

  بار

    

اِنگِللیبرقرارباشد،آن در           ۀباشدورابط و ازانتخابمستقل اگرعدد گاهاینحلقهرا

استولیعکساینمطلبلزوماً(دارکران)توانلی،یکحلقهانِگِللیواضحاستکههرحلقهپوچ.نامیممیدارکران

[.1]برقرارنیست

ازایهرگوییمهرگاهبهانِگِللیتعمیمیافتهرا حلقه:هایانِگِللیارائهدهیمخواهیمتعمیمیازحلقهحالمی

برخیاز.            کهطوریموجودباشندبه        و        ،اعدادطبیعی     

.استشدهبررسی[1]هاییدرخواصچنینحلقه
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هایریاضیپژوهش1311بهار،1،شماره6جلد75
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

[12.6ۀقضی،11]در.گروهیدلخواهباشد و   ویکدارازمشخصهجاییایجابهحلقه اکنونفرضکنیم

دارباشدآناستانِگِللیکران  کهحلقهگروهینشاندادهشدهاستکهشرطلازموکافیبرایاین(161.ص)

   کهطوریاستبه نرمال تواناستوشاملیکزیرگروهپوچ گاهتوانیازعددیاولباشد،آن اگر(الف:که

مادر.آبلیاست گاهتوانیازعددیاولنباشد،آن یا   اگر(متناهیهستند،بهاییگروه- هردو  و

گروهی کهدهیممشروطبهاینانِگِللیتعمیمیافتهباشدارائهمی  ،حکممشابهیرابرایوقتیکه2بخش

(.0.2ۀقضی)متناهیموضعیباشد

کنندرادرهایانِگِلصدقمیایازگروههاییکجبرگروهیکهدرشرطنوعتعمیمیافتهیکه،گروه3دربخش

می گیریمنظر . باشد فرضکنیم یکگروه ازایبه.  هر  و می در قرار و              دهیم

نامیدهانِگِل بهیادآوریدکهگروه.                         ،   ازایهرعددطبیعیاستقراییبه

اگر.           کهطوریموجودباشدبه        عددطبیعی در و هرازایهرگاهبهشودمی

دارتوان،انِگِلکرانبدیهیاستکههرگروهپوچ.نامیمدارمیراانِگِلکران باشد، و مستقلازانتخاب عدد

:هایانِگِلارائهدهیمحالاجازهدهیدکهتعمیمیازگروه.استتوانموضعی،انِگِلاستوهرگروهپوچ

می. 1تعریف  تعمیم گوییم انِگِل چپیکگروه به یافته استهرگاه هر  ازای  و طبیعی از عددهای ،

انِگِلتعمیمیافتهراست گروه.            کهطوریموجودباشندبه        و       را

        موجودباشندکه        و      ،عددهای از و ازایهرگوییمهرگاهبه
    .

رن،هرازطرفی،بنابهقضیهمعروفیاززُ.است(راست)بهتعریف،هرگروهمتناهی،انِگِلتعمیمیافتهچپتوجهبا

هایطورسره،زیرمجموعهخانوادههمهگروههایاِنگِل،بهبنابراینخانوادههمهگروه.تواناستگروهانِگِلمتناهی،پوچ

.است(راست)انِگِلتعمیمیافتهچپ

  جبرگروهیهایگروهیکه.باشد   یکمیدانازمشخصه یکگروهمتناهیموضعیو یمکنفرض

یکگروهاِنگِلاستاگرو    𝔘نشاندادهشدهاستکه[1.1ۀقضی،0]در.دهیمنشانمی    𝔘رابانماد

مادر(.   آبلیاست،هرگاه ،یعنی    جادراین)گروهباشد- یک  توانموضعیوپوچ تنهااگر

استاگروتنها(راست)انِگِلتعمیمیافتهچپیکگروه    𝔘،آنگاه   نشانخواهیمدادکهاگر3.3قضیه

.آبلیباشد اگر

 

 های گروهی شرط اِنگِل لی تعمیم یافته برای حلقه

 فرضکنیم جاییویکدارباشدایجابهحلقه یکگروهمتناهیموضعیو دراینبخشیکشرطلازمو.

برایاینمنظورابتدابه.دهیمدرشرطانِگِللیتعمیمیافتهصدقکندارائهمی  کهحلقهگروهیکافیبرایاین

.چندلمنیازداریم

.2 لم به فرضکنیم و باشد جفتیکحلقه هر  ازای  و عناصر  از طبیعی و        اعداد

به         باشند طوریموجود باشیم داشته          که . ایده اگر باشد،فاقد ناصفر پوچ آل

.جاییاستایجابهحلقه گاهآن
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[.3]رجوعکنیدبه.اثبات

.شوندثابتمی راحتیبااستقرارویاینروابطبه.اثباتلمبعدیبهروابطزیرنیازداریمبرای

                 
 
 
        

 

   

                                                

                                    

 

   

                                           

گاه،آن                      داشتهباشیم از و ازایهرسادهباشدوبهنیم-Jیکحلقه اگر. 3لم 

.جاییاستجابهایحلقه 

وهر]5.12ۀ،قضی5[هایابتداییاستمستقیمیازحلقهضربنیم،حاصلسادهنیم-Jکههرحلقهجاازآن. اثبات

ایاستحلقه توانیمفرضکنیمکهازابتدامیرو،اینازکند،نیزدرشرطدادهشدهصدقمی تصویرهمریخت

ابتدایی . چگالیجیکوبسن، قضیه طبق نتیجه، به در استیا تقسیم یکحلقه یا تقسیمیمثل ، ازایحلقه

نظر،زیرابادررویدهدتوانددهیمکهحالتدومنمینشانمی.است ایازیکتصویرهمریختزیرحلقه     

هایگرفتنماتریس

   
  
  

        و    
  
  

  

.برقرارنیست          ۀ،رابط و یکازاعدادطبیعیازایهیچیابیمکهبهدرمی

و        ،اعدادطبیعی از و ازایهربهرو،ازاین.یکحلقهتقسیمباشد فرضکنیمبنابراین

گاهعددطبیعیباشد،آن عدداولیمثل اگرمشخصه.            کهطوریموجودندبه        

داریم)*(ازتساویدراینصورت.    کنیمکهایاختیارمیگونهرابه        

                     
  

 
       

   

  

   

 

                   
 
   

 
    

 .حاییباشدایجابهحلقه دهدکهنتیجهمی2اکنونلم

کنیمکهاینفرض.   کافیاستنشاندهیمکه2 مطابقلم.صفراست حالفرضکنیمکهمشخصه

داریم       و             ،                بافرض.طورنباشد

                  

.       گاهآن    حالاگرقراردهیم.شودجامیجابه ،با   ،ودرنتیجه زیرا

یک   کهدرآن،               داریم  و   دهیمکهبرایهرعددطبیعیحالنشانمی

       ۀطراب،)**(تساویطبق.دهیمانجاممی  اینکاررابااستفادهازاستقراروی.عددیصحیحاست

کندکهایجابمی
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       . 

نتیجه                  یکحلقهتقسیمازمشخصهصفراست، حالچون.بنابراینادعاثابتشد

 .جاییاستجابه بنابراین.ادعاثابتشدهاست و   پس.،کهاینیکتناقضاست   دهدکهمی

درشرطاِنگِللیتعمیمیافته  اگرحلقهگروهی.یکگروهمتناهیباشد یکمیدانو فرضکنیم.4 ۀقضی 

.توانلیاستیکحلقهپوچ  گاهصدقکند،آن

.جاییاستایجابهحلقه    طبقلمقبل،.باشد  رادیکالجیکوبسنحلقه       فرضکنیم.اثبات

دراین.است آلمینیمالیچوندارایایدهرو،ازاینایآرتینیاست،حلقه  گروهیمتناهیاست،پس چون

،    عضوازایهردهیمکهبهحالنشانمی.تواناستآلپوچیکایده ،زیرا       صورتداریم

داریم.    و       برایاینمنظورفرضکنیم.است  آلیازایده     مرکزساز

                              

             کندکهاینرابطهایجابمی              مشابهداریمطوربه.      پس.

موجوداستکه        ایمثلترینعددطبیعیکوچک   ازایهرازطرفیبه.است  آلیازایده

آلپوچباشد،یکایده توجهداریمکهاگر)                         ،لذا                 

آن  ،   گاه نتیجه استوارون   در پذیر اگ. باشیمپس داشته آن                ر گاه،

                         این(. از آلمینیمالبودداریمیکایده وچون         رو،

.قراردارد  درمرکز  آلمینیمالایمکههرایدهبنابرایننشانداده.       

:گیریمسریترکیبیزیررادرنظرمی  حالبرایحلقه

                      

آلیکایده       یعنی.است  آلماکسیمالیکایده    آل،ایده       ، ازایهرکهدرآنبه

است       مینیمالحلقهآرتینی چهحالمشابهآن. مشمولدرمرکز       کهدربندقبلنشاندادیم،

توانیکحلقهپوچ  دهدکهاینرابطهنشانمی.             داریم یعنیبرایهر.است       

.لیاست

تواناستاگروپوچ    𝔘دراینصورت.گروهیتابدارباشد و   میدانیازمشخصه فرضکنیم. 7 لم

اگر اگرپوچ  تنها اگروتنها گروهمتناهی- یک  توانباشدوگروهمشتقآنگروهیپوچ توانلیباشد،

.باشد
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[.5]از0.2.0و6.2.0رجوعکنیدبهنتایج. اثبات

درشرطانِگِللی  اگر.یکگروهمتناهیموضعیباشد و   میدانیازمشخصه فرضکنیم .0 ۀقضی

.گروهاست- یک  توانموضعیوگروهیپوچ گاهنکند،آتعمیمیافتهصدق

  فرضکنیم. اثبات ،   ، ...   و از باشند عناصریدلخواه می.               دهیمقرار این. در

  ،0ۀقضیبنابهدرنتیجه،.کنددرشرطانِگِللیتعمیمیافتهصدقمی  گروهیمتناهیاستو صورت

.توانموضعیاستگروهیپوچ بنابراین.توانباشدیکگروهپوچ کندکهایجابمی5حاللم.توانلیاستپوچ

تواندراینصورتمی.    برایاینمنظورفرضکنیمکه.گروهاست- یک  دهیمکهحالنشانمی

          نوشت
           

تولید زیرگروه  اگر.    اندو هادر  هاو  ،کهدرآن  

   تماماینوسیلۀبهشده و آن  ها باشد، ها   گاه درشرطانِگِللیتعمیمیافته   گروهیمتناهیاستو

  گیریمکهنتیجهمی5بازهمازلم.کندصدقمی
    جاییکهازآن.گروهاست- یک 

یک رو،ازاین، 

.کندعنصراستوایناثباتراکاملمی- 

:داریم[0.1ۀ،قضی8]و6هایباادغامقضیه

هایزیردراینصورتگزاره.یکگروهمتناهیموضعیباشد و   میدانیازمشخصه فرضکنیم .5نتیجه 

:معادلاند

 .کنددرشرطانِگِللیتعمیمیافتهصدقمی   .1

 .گروهاست- یک   توانموضعیوگروهیپوچ  .2

 .انِگِللیاست   .3

0. 𝔘    توانموضعیاستپوچ. 

:هاصلیاینبخشرابیانکنیمایمکهقضیاکنونآماده

شرط.یکگروهمتناهیموضعیباشد و   ازمشخصهویکدار جاییایجابهحلقه فرضکنیم.5 ۀقضی

:کندآناستکهدرشرطانِگِللیتعمیمیافتهصدق  کهنلازموکافیبرایآ

 .گروهاست- یک  توانموضعیوگروهیپوچ باشد،آنگاه توانیازعددیاولمثل اگر .1

.گروهیآبلیاست گاهتوانیازیکعدداولنباشد،آن یا   اگر .2

   . اثبات کنیم فرض کند  ابتدا صدق یافته تعمیم لی انِگِل شرط در فرض    اگر. با ،

 جاکهمیدانازآن.کنددرشرطانِگِللیتعمیمیافتهصدقمی   وضوححلقه،به          
 

درحلقه

 حلقهرو،ازایننشیند،می  
 
تواننتیجهگرفتمی6ۀحالازقضی.کنددرشرطانِگِللیتعمیمیافتهصدقمی 

.گروهاست- یک  توانموضعیوگروهیپوچ که

دوعدداولمتمایزند،استدلالمشابه و ،کهدرآن       برایزمانیکه)   حالفرضکنیم

 حالاگر.کنددرشرطاِنگِللیتعمیمیافتهصدقمی(  ایازبهعنوانزیرحلقه)  دراینصورتحلقه(.است

 آن و گاههردوحلقهدوعدداولمتمایزباشند،
 

  
  و

 

  
کننددرشرطاِنگِللیتعمیمیافتهصدقمی  از.
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هایریاضیپژوهش1311بهار،1،شماره6جلد02
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

گروهی ،یعنی    درنتیجه.گروهباشد- گروهوهمیک- همیک  کندکهایجابمی6ۀقضیرو،این

.آبلیاست

تولیدشده زیرگروه ،فرضکنیم  در و ازایبه.برقرارباشد(2)یاشرط(1)گیریمشرط   

 رو،ازاینمتناهیموضعیاست چون.                   محملاینعناصرباشد،یعنیوسیلۀبه

.توانلیاستیکحلقهپوچ  دهدکهنتیجهمی(153.ص)[1.0ۀقضی،1]اکنون.توانومتناهیاستگروهیپوچ

.یکحلقهانِگِللیاست  بنابرین.           داریم ایمثلازایعددطبیعیپسبه

 

 های اِنگِل تعمیم یافته یکه  جبرهای گروهی با گروه

انِگِلراست ازگروه عنصر موجودباشد        عددطبیعی    ازایهرگوییمهرگاهبه(چپ)را

ترتیبانِگلِمجموعههمهعناصربه    و    فرضکنیم(.           )           کهطوریبه

 هایزیرگروهطوردقیقهنوزمعلومنیستکهایندومجموعهتوجهکنیدکهبه.باشند راستوانِگِلچپگروه

 .خیرهستندیا

 کنیم هایرش    فرض -رادیکال و     پلاتکین باشند ابرمرکز میأت. کید هر که اینکنیم هادوی

.هستند توانموضعیهاینرمالپوچزیرگروه

.         و         دراینصورت،.یکگروهخطیباشد فرضکنیم . 5 لم

.[2]رجوعکنیدبه.اثبات

ایمانندازایعددطبیعیاگربه.          یکحلقهتقسیمازمشخصهصفرباشدو فرضکنیم .16لم 

.   یکمیداناستو گاهباشد،آن(راست)اِنگِلتعمیمیافتهچپیکگروه      ، 

      بنابهفرض.    انِگِلتعمیمیافتهچپباشدویکگروه        فرضکنیم. اثبات

به است بهطوریموجود که هر     ازای             داریم آن در         که نتیجه. در

         آن. می          کهجااز به  توان، گرفترا نظر خطیدر عنوانیکگروه این. در

توانموضعی،هرزیرگروهنرمالوپوچ[0]ازطرفی،بنابهحکمیدر.           داریم1صورتمطابقلم

درنتیجه.است  مرکزدرمشمول  

                     

.یکمیداناست ،[15.15ۀ،قضی5]ایازکاپلانسکیدرنتیجهطبققضیه.رویمرکزشرادیکالاست رو،ازاین

.یکمیداناست یکگروهانِگِلتعمیمیافتهچپباشد،بااستدلالیمشابه  اگر

تواندیکگروهانِگِلتعمیمنمی      گروه دهیمکهبرایهرمیدانازمشخصهصفرمانندحالنشانمی

   شودکهدراینصورتنتیجهمی)باشد(راست)یافتهچپ توجهکنیدکهبامحاسباتیسادهمی(. توانابتدا

 ازایهرماتریسنتیجهگرفتکهبه
  
  

باشدداریم1کهدارایدترمینان 
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 03کنندهایگروهیکهدرشرطاِنگِلتعمیمیافتهصدقمیحلقه

  
  
  

    
  
  

    
      
      

   

داریم و ازایهرعددطبیعیبهعلاوهبه.هستند اعضاییاز   و   ،   کهدرآن

 
  
  

 
 

  
  
  

       و     
  

 
 

  
  
  

   

   حالبادرنظرگرفتن
  
  

   و 
  
  

تواندیدفوقواستقرایریاضیمیهای،باتوجهبهتساوی 

        و            داریم و ، ازایهرعددطبیعیکهبه
    . 

انِگِلیکگروه    𝔘.یکگروهمتناهیموضعیباشد یکمیدانازمشخصهصفرو فرضکنیم .11 ۀقضی

.آبلیباشد استاگروتنهااگر(راست)تعمیمیافتهچپ

تواننوشتدراینصورتمی.    باشدو(راست)انِگِلتعمیمیافتهچپیکگروه    𝔘فرضکنیم. اثبات

         
           

آن   کهدر ،   و   ها در  ها     اندو .  اگر تولیدشده زیرگروه

آرتینداریم-حالطبققضیهودربرن.گروهیمتناهیاست گاهآنهاباشد،  هاو  تماماینوسیلۀبه

𝔘         
           

یکگروه    𝔘جاکهازآن.است یکجبرتقسیمبابعدمتناهیروی  عددیطبیعیوهر  کهدرآن،هر

،پس    یکمیداناستو  ای، ازایهر،به11مطابقلمرو،ازایناست،(راست)انِگِلتعمیمیافتهچپ

𝔘    گروهیآبلیاست ،یعنی   درنتیجه.یکگروهآبلیاست.

 

 منابع

1. Cohn P. M., "A non-nilpotent Lie ring satisfying the Engel condition and a non-nilpotent 

Engel group", Proc. Cambridge Philos. Soc., 51 (1955) 401-405. 

2. Gruenberg K. W., "The Engel structure of linear groups", J. Algebra, 3 (1966) 291-303. 

3. Herstein I. N., "A commutativity theorem", J. Algebra, 38 (1976) 112-118. 

4. Huzurbazar M. S., "The multiplicative group of a division ring", Soviet Math. Dokl., 1 

(1960) 433-435. 

5. Lam T. Y., "A First Course in Noncommutative Rings", Second Edition, Springer-Verlag, 

New. York (2001). 

6. Lee G. T., "Group identities on units and symmetric units of group rings", Algebra and 

applications 12, Springer-Verlag, London (2010). 

7. Ramezan-Nassab M., "Group algebras with Engel unit groups", J. Aust. Math. Soc., 101 

(2016) 244-252. 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
1.

57
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.1
.3

.2
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
10

 ]
 

                               7 / 8

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.1.57
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.1.3.2
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2629-en.html


هایریاضیپژوهش1311بهار،1،شماره6جلد04
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

8. Ramezan-Nassab M., "Group algebras with locally nilpotent unit groups", Comm. Algebra, 

44 (2016) 604-612. 

9. Ramezan-Nassab M., Kiani D., "Rings satisfying generalized Engel conditions, J. Algebra 

Appl., 11 (2012) 1250121 (8 pages). 

10.  Sehgal S. K., "Topics in Group Rings", Dekker, New York (1978). 

 

 

 



 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
1.

57
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.1
.3

.2
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
10

 ]
 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                               8 / 8

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.1.57
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.1.3.2
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2629-en.html
http://www.tcpdf.org

