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      ۀ های ناآبلی از مرتب ه گروه خودریختیِ گرو


علومریاضیوکامپیوترۀدانشگاهخوارزمی،دانشکد؛رضاعرفی

26/06/17پذیرش07/03/16دریافت

 چکیده

کنیم  یک  فرض مرتبگروه از   ۀناآبلی برای ساختار یک مقاله این در –باشد گروه  سیلوی زیرگروه

.شودمیمعرفی  هایخودریختی

 

–هایمرکزیوخودریختی،خودریختیگروه:  های کلیدی واژه متناهی گروه 

 

مقدمه

–هایمشخصکردنمرتبهوساختارگروهخودریختی یکیازمسائلمهموکاربردیدرنظریههایمتناهیگروه 

گروهۀمرتببررسیتراینمقالاتمربوطبهرسیدهاستکهبیشچاپزیادیبههایهمقالزمینهدراین.استهاگروه

–هایخودریختی قابلذکراستکه.اشارهکرد[90]و[9]توانبهمراجعمیعنوانمثالبه.استهایمتناهیگروه 

–هایهایفراوانیبرایمشخصکردنیکساختاربرایگروهخودریختیتلاش دهاستشهایمتناهیانجامگروه 

 .مراجعهکرد[1]و[4]عنوانمثالبهمقالاتتوانبهمیکهدراینرابطه

است پرداختهاست، 9همبر هایبرحسبخانواده      کهدرآن  ۀیازمرتبیهابندیگروهجیمزبهرده

[5] بایکهایمشتقآنکهزیرگروههمبرگوینددرصورتیدوگروهرا         باتوجهبه. چنینهمدیگروها

با.باشندشکلهمهااساساًهادرآنجاگرهعلاوهروابطجابهختباشندوبیردیگریکهابایکهایخارجقسمتیآنگروه

کهدر موجوداست   ۀریختازمرتبگروهناآبلیدوبهدوغیریک90تعدادشودکهمیجیمزمعلومۀاستفادهازمقال

 .همبرقراردارندهایغیرخانواده

هایگروهخودریختیسیلویزیرگروه  و هایباشدگروهخودریختی  ۀازمرتبیکگروهناآبلی کنیم فرض

𝜙 اگر.دهیممینشان       و      ترتیبباعلائمرابه   𝜙    زیرگروهفراتینیگروهۀکنندبیان 

:کنیممیصورتتعریفدینراب        مجموعۀباشد

                                𝜙              

هدفاصلیاین .است        زیرگروهنرمالگروه  یک        داریم[(7]از .Satz III 97.3)باتوجه

ماکزیمالباشدۀپوچتوانازرد دهیماگرمیدراینمقالهنشان.است       یکساختاربرایبررسیمقاله

آن        گاه با        برابر توسیعشکافتهشده یا         و مرتببا دوریاز است ۀیکگروه

هایمرکزیگروهیکساختاربرایباشدبااستفادهازساختارخودریختی2ۀپوچتوانازرد اگرعلاوههب.(8ۀقضی)

 .شودمیارائه       

                                                           
1.  Isoclinism 
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راباعلامت  هایمرکزیگروهگروهخودریختی.شودمیاستفاده[2]دراینمقالهازعلامتهاوقراردادهایمرجع

راباعلامتداردمیکهمرکزگروهرانقطهبهنقطهثابتنگه        تماماعضاییازۀومجموع          

      
.باشد نرمالدر کهطوریباشندبه زیرگروهای  و یکگروه، فرضکنیم.دهیممینشان      

 مستقیمضربنیمحاصل علامت در با دهیممینشان    را علامت ۀگروهدوریازمرتب. با و  را

       صورترابه  بارگروهr ضربمستقیمحاصل
راباعلامت رویعضو اثرخودریختی.دهیممینشان 

.گوییمدرصورتیکهعاملمستقیمآبلینابدیهینداشتهباشد9راناآبلیمحض   چنینگروههم.دهیممینشان   

.باشد

 

 پیش نیازها

با.موردنیازاستپردازیمکهبراینتایجاصلیاینمقالهمیابتدابهبیانبرخینتایجبنیادیواساسیبخشدراین

هایذکرشدهراذیلنمایشگروهدر.     داریم   ۀگروهناآبلیازمرتب90تعداد[5]توجهبهمقالهجیمز

استبرایحالتمی    برایحالت قابلذکر  حالت   یا    آوریم نمایشدر با    نمایشگروه

برای.راحتیمشاهدهکنیمبه  یا      توانیمنتایجرابرایمی GAPافزاربااستفادهازنرمرو،استازاینمتفاوت

هستندازنمایشحذفشدهاستوروابطمولدگروه و درآن       صورتبهکهینویسیروابطخلاصه

.شودمیدرنمایشذکرجاگرهایمولدهادرصورتیکهنابدیهیباشندفقطهجاب

                            
       

    
    

      

                            
     

    
    

      

                        
       

    
      

                             
  

   
      

                              
    

    
      

                         
  

    
    

      

                                          
    

    
      

                                    
      

    
    

      

                                 
    

    
       

    
      

.است ۀمربعیبهپیمانۀترینناماندکوچک کهدرآن

                                       
    

    
    

      

درنظرگرفتنمقالهجیمز ناآبلیاز   کهدرآن         شودمیدیده     برای[5]با گروه

به  و  هایقابلذکراستکهفقطگروه         و          کهطوریبهاست   ۀمرتب

پوچتوانیۀازرد  گروه       چنینبرایهم.ندهستضربمستقیمدوزیرگروهخودشانصورتحاصل

:استهاخواصوویژگیایندارای   گروه      وبرایاستماکزیمال

                                                           
1. purely non-abelian 
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 .7جدول 

𝜙    
 

    
       

 

  
      Group 

  
      

  
       

  
             

 
    

  
      

  
       

  
             

 
    

          
  

                      

          
  

                
 
      

 
    

  
      

  
       

 
             

          
  

               
       

 
    

  : تعریف منظم گروه بهگوینددرصورتیمی9را ازایکه     هر گروه باشدعضویمانند از داشته وجود ،

 .             کهطوریبه             

 دراینصورت   کهطوریباشدبه  ۀیکگروهناآبلیازمرتب فرضکنیم  .7لم 

 منظماست،  .1

 گروهفراآبلیاست،  .2

،         ،           ،        ماکزیمالباشددراینصورتۀپوچتوانازرد اگر .3

     و         
 

    
    

        ماکزیمالباشددراینصورتۀازردپوچتوان اگر .4
               

.       علاوههوب          داریم از    هر  ازایبه .5

.مراجعهشودSatz III. 10.2(b) [7] ,به.9  :برهان

.استشودزیرگروهمشتقآبلیمیکندمعلوممیراعاد   عدد    کهباتوجهبهاین.2

هاگروهبااستفادهازنمایشندهستماکزیمالۀپوچتوانازرد        که  هایدانیمکهگروهمی.4و3

.آیدمیدستهتایجموردنظربنراحتیبه

مرتب.5 به توجه با ردۀ هایپوچتواناز گروه مشتقدر زیرگروه قسمتسوم9طبقجدول2ۀ داریم9لمو

چنینبااستفادهازساختارهم          لذا          
 

    
9وقسمتسوملم9ازجدول

.شودنتیجهمطلوبحاصلمی

صورتایندر      کهدرآن     فرضکنیم. 2 لم

 ،ناآبلیمحضاست   .1

.کندمیراعاد          عدد          .2

موجود وزیرگروهناآبلیمحضمانند زیرگروهآبلینابدیهیمانندرو،ازاینفرضکنیمچنیننباشد.9:برهان

با.است  ۀگروهناآبلیازمرتب و    شودمیگروهنتیجهۀباتوجهبهمرتب     کهطوریاستبه

،کهاینتناقض      کهدرآن    شودمینتیجههانیازابتدایبخشپیشتوجهبهبحثانجامشدهدر

.است

  داریم9باتوجهبهجدول.2
 

    
بنابراین         

                                                           
1. Regular 
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.شودمینتیجهمطلوبحاصلرو،ازاین

             .3 ۀقضی
            

 

    
       

.مراجعهشودResult 1.1 [99] ,یاSatz I. 17.1 [7] ,به: برهان

. 4 ۀقضی کنیم  فرض –  یک ردگروه از متناهی فرآبلی مرتب ماکزیمالۀ از کهطوریبهباشد  ۀ

             صورتدراین.        
 دارایخودریختیمانند اگروتنهااگر          

  و       کهطوریباشدبه
    .

.مراجعهشودTheorem 3.7 [4] ,به:  برهان

فاقدعاملمشترکدرتجزیهبه  و کهطوریبه      فرضکنیم[(3]از 3.3Corollary) .5ۀ قضی

دراینصورت.باشندهازیرگروه

                                                       


 نتایج اصلی

گروهناآبلی  یک شودکهدرآنمیمعرفی      زیرگروهسیلوی  دراینفصلیکساختاربرای

.کنیمبررسیمیرا  ۀماکزیمالازمرتبۀهایازردگروه  ابتدا.است  ۀمرتباز

صورتباشددراین  ۀماکزیمالازمرتبۀگروهازرد  یک  فرضکنیم  .6 لم

 است،  ونمای  ۀزیرگروهناآبلیازمرتب       .9

کند،میراعاد  عدد           و              .2

3.                    

.شودمینتیجه9 لمقسمتسوماز.9: برهان

ۀازرد  چنینچونهم.              شودمینتیجه[4]ازTheorem 3.4و9لمقسمتدومبااستفاده.2

بنابرایناستمولدیدورو،ازاینماکزیمالاست
 

    
حالبادرنظرگرفتناینمطلبکه.        


      

       
      

 

    
           

.شودمینتیجهمطلوبحاصل

  و     صورترابه تابع.3
 
کارهباب و          ،9کنیمباتوجهبهلممیتعریف      

.است        متعلقبه  ۀیکخودریختیازمرتب  شودمینتیجه([6]از 44p،3Proposition)بردن

       کنیممیادعا باتوجهبه .    کهطوریبه            بنابراینفرضکنیمچنیننباشد.

     Z(G)a, Z(G) >کهاین
 

    
          و  مینتیجه که و          گیریم

        بنابراین.        
 

    
  

     

    
توانیمنتیجهبگیریممی        کهباتوجهبهاین.  

        بنابراین.کهاینیکتناقضاست        داریمقسمتچهارم9بردنلمکارهباباما    

             .
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  و      ۀباضابط  تابع دراینصورت        فرضکنیم.  1لم 
ۀیکخودریختیازمرتب    

 .           کهطوریهباست  ازگروه 

 .شودمیبرهانکامل([6]از 44p،3Proposition)و9لمپنجموچهارمهایقسمتبااستفادهاز:  برهان

–یک  فرضکنیم  معرفی        ،مایکساختاربرای8ۀباشددرقضی  ۀمرتبماکزیمالازۀگروهازرد 

 .یمکنمی

   فرضکنیم. 1 قضیه –یک ازمرتبۀگروهازرد    ۀماکزیمال کهدرآن دراین        باشد،

صورت

 ،                       گاهنآ        اگر .9

 .                   گاهنآ       اگر .2

 .نتیجهمطلوبحاصلمیشود4ۀوقضی7کاربردنلمهباب .9: برهان

نیستازخودریختی     8کهدرآن  برایگروه7معرفیشدهدرلم کهتابعباتوجهبهاین.2

.                 نتیجهمیشود4ۀقضیکاربردنبابهرو،این

  فرضکنیم رد  یک از مرتب2پوچتوانی ۀگروه از و   ۀ ادام.باشد در برایۀ یکساختار اینمقاله

    و         هایبااستفادهازساختارزیرگروه        
شودکهمیراحتیدیدهبه.شودمیمعرفی     

             و
زیرگروه      بهستن       هاینرمالگروه داریمهدو استبا         علاوه برابر

                ناآبلیمحضمتناهیباشد نویسندگانثابتکردنداگر(Theorem) [9] ,در. یکگروه

                گاهآن
 

  
           . به شده ذکر مطالب به توجه با ازبررسیحال ساختار یک

.پردازیممی        

ها،رویسایرمولد اثرآن که      ۀباضابط  دراینصورتتابع              فرضکنیم. 9لم 

.            کهطوریه،باست  ازگروه ۀاست،یکخودریختیازمرتب همانی

این: برهان به توجه ازرد   کهبا ۀ 2پوچتوانی   استداریم
هم        جدول به توجه با داریم9چنین

         ب. بردنهحالبا  44p،3Proposition)و9 لمقسمتپنجمکار   حاصل مطلوبۀنتیج([6]از

.شودمی

صورتدراین     کهدرآن     فرضکنیم.72 ۀقضی

9.                    ، 

2.     
          

 
، 

3.                 
               ، 

4.              
                 .

این.9: برهان به توجه          کهبا آن در مرتب که از ناآبلی    ۀگروه ازاست استفاده با و

.شودمیمطلوبحاصلۀنتیج5ۀقضی

.آیدمیدستهنتیجهموردنظربهآسانیب3ۀوقضی9بااستفادهازجدول.2
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توجهبهنمایشداریم.3               با            زیرا گذاریبهجایهباتوجهبهقضی.

 ضابط تابعشودمیآسانیدیده با     ۀ ،  
       و

یکخودریختیمرکزیاز        

       کهطوریبهاست ۀمرتب
     کهباتوجهبهاین.      

است      زیرگروهنرمال     

اول قسمت گرفتن نظر در با داریم و قضیه        همین
           سیلوی  زیرگروه

است         قراردادن.  با
 
خودریختیمرکزیمی            و         توانیم

      صورترابه    ۀازمرتب        برایگروه
 
      

 
  وهر   عضو هربرای 

 تعریفکنیم  عضو  درنظرگرفتناینمطلبکه. همینقضیهنتیجهوقسمتاول           با

.شودمیمطلوبحاصل

  ،      ۀباضابط تابع9 لمپنجم قسمتو ([6]از 44p،3Proposition)بردنکارهببا.4
 
   

   و
 
مرتب    خودریختیغیرمرکزیاز جدول.است ۀ به توجه 9با   داریم

 

    
        

بنابراین
      

       
      

 

    
           .

این مرتبرو،از بهوجودخودریختیغیرمرکزیاز توجه  ۀبا             داریم مطلوبۀبنابرایننتیج.

.شودحاصلمی

صورتدراین       کهدرآن     فرضکنیم. 77ۀ قضی 

9.               ، 

2.     
                 

 
، 

                و                         .3
 
 ، 

4.                        . 

.شودمیراحتیمحاسبهبه 3 ۀقسمتاولوقضی2ولم9قسمتاولودومباتوجهبهجدول: برهان

3 توجه( است       کهاینبهبا .                               داریم آبلی

ۀضابطبا  تابع.است  نمایآنحداکثرآبلیاستو       رو،ازاین.                  بنابراین

  و       
     

  
2لمکهباتوجهبهقسمتاولاست  برایگروه   ۀخودریختیمرکزیازمرتب 

 مینتیجه ضابطه چنینتابعهم.                   شود        با  بقی که راۀ مولدها

دارد، مرتبثابتنگه یکخودریختیمرکزیاز حرکت کهاست     برایگروه ۀ را گروه بنابراین دهدمیمرکز

              
                 

 
.

.شودمیبرهانکامل2وقسمتدوملم1کاربردنلمهباب.4

صورتدراین       کهدرآن      فرضکنیم. 72 ۀقضی

9.             
          

 
، 

2.                         ، 

3.              
               . 
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 223     ۀهایناآبلیازمرتبهگروهخودریختیِگرو

     شودمینتیجه3ۀوقضی9باتوجهبهجدول.9: برهان
          

 
9لمنخستقسمتکارگرفتنهباب.

.کندمیکهمطلباخیربرهانراکامل              داریم

.آیدمیدستهمطلوببۀنتیج9و1هایلمقسمتدومبااستفادهاز.2

ضابط  تابع.3     ۀبا   و
درنظر.است   ۀیکخودریختیغیرمرکزیازمرتب      بنابراینبا

نخست قسمت لمگرفتن و  فوق 9لم این               داریم از مرتبرو، گرفتن نظر در ۀبا

 :داریم  خودریختی

     
                              

 با       مستقیمضربنیمصورتحاصلتواندبهنمی        بنابراین 
 

.باشد 

 :کنیممیزیرتعریفۀرابهضابط و ، برایاینمنظورتوابع.معرفیکنیم        ساختاریبرای

          
 
   

                     
 
          

         
         

      

به دیده میسهولت  توابع این مرتبخودریختیشود از مرکزی های وهست ۀ روابطهبند ،      علاوه

                    و استبنابراین برقرار            نیز
     آبلی. به توجه با

 این بودن و         که مینتیجه که    گیریم موردهم. در شده ذکر روابط از استفاده با چنین

     گیریممینتیجه           باقراردادن.        هاداریمخودریختی
          

هم نمایشگروه گرفتن نظر در با        داریم  چنین     و
این       غیر در  صورتزیرا

     صورتاعدادصحیحزیرادرغیراین   کنیممیادعا.اقضاستکهاینیکتن             

استبه بایدر         کهطوریموجود باشیمدنتیجه              داشته
  
اینیک        که

.                 بنابراین.تناقضاست
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