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 چکیده
در حاج0215سال ابوالحسنی، گرافیتناوبیعددهایشاهیعلو ها بهرا پاکیعنوان رنگیبرانییکران یعدد

یکاستکه(اولام-معادلترکیبیاتیقضیهبورسوک)برلمتاکربتنیهامآنوسیلۀبهاثباتارائهشده .کردندیهامعرفگراف

ابوالحسنقضیهازعلیشاهیوحاجیینایبرایبیاتیترکاثباتکاملاًیکمقالهیندرا.استیکیتوپولوژیبیاتدرترکیجهنت

 .شودیارائهم

هاگرافیعددتناوب،یکنسر،عددرنگیهاگراف:یدیکل یها واژه

 

 مقدمه

,1}،مجموعهtدراینمقاله،برایهرعددطبیعی , }tرابانماد[ ]tیک،یکابرگراف.دهیمنمایشمی

)زوجمرتب ( ), ( ))V Eاستکهدرآن( )Vشوندنامیدهمیرأسیکمجموعهمتناهیاستکهاعضایآن

)و )Eهایناتهیازایاززیرمجموعهخانواده( )Vیک.گوییمیالمیاستکهبههرعضوآنt-آمیزیرنگ

:یکتابع،ازیکابرگراف1مجاز ( ) [ ]c V tبرایهر)تکرنگنیستیالیاز برایآنهیچ استکه

)یال )e Eداریم| ( ) | 1c e .)ترینمقدارممکنبرایچنینبهکمt-آنراگوییمکهمیایعددرنگی

 )با )دهیمنمایشمی اندازهدرصورتیکهابرگراف. بینهایتتعریف1داراییالیاز باشدعددرنگیآنرا

.کنیممی

یکبردار 1برای 2( , , , ) { ,0, }n

nX x x x R B  دنبال ۀ،
1 2
, , ,

ta a ax x x()
 

که

آن در
jaxها متناوبمیXازیناصفریهادرایه متفاوتهستندرا ایندنباله متوالیاز عضو دو هر نامیمهرگاه

باشند انداز.  تناوبXتریندنبالهمتناوبدربزرگۀبه میXعدد با آنرا )گوییمو )alt Xدهیمنمایشمی.

بردارهم برای ,0)چنین ,0) { ,0, }nX R B  مقدار( )alt X صفر با برابر میرا کنیمتعریف براین. علاوه
RXوBXرانیزبهفرمزیربهXدهیمنسبتمی:

 :R

iX i x R  و  :B

iX i x B  . 

                                                           
 meysam_alishahi@shahroodut.ac.ir        نویسنده مسئول*

1. Proper coloring 
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هایریاضیپژوهش1311بهار،1،شماره6جلد04
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 اگر مثال برای , , , ,0, ,0, ,X R R B B R R Bآن بگیریم، نظر در را )گاه ) 4alt X ،

{1,2,6,8}RX {3,4,9}،وBX  راXتوانمیBXوRXتوجهداشتهباشیدکهباداشتنچنینهم.

کردبه تعیین یکتا طور . بردار 1لذا 2( , , , )nX x x x می بهرا مرتبتوان زوج )صورت , )R BX X Xنیز

برایدوبردار.هااستفادهخواهیمکرداسبکاربردآنتنبهXدرطولاینمقالهماازهردونمایشبردار.نمایشداد

, { ,0, }nX Y R Bگوییم ،X YهرگاهR RX YوB BX Y اگر. که کنید Xتوجه Yهرآن گاه

)رو،ازاین،نیزهستYمتناوبازۀیکدنبالXدنبالهمتناوباز ) ( )alt X alt Y.علاوهبراینباتوجهبهتعریف

هموارهXازباطولبیشینهواولینجملههردنبالهمتناوبXهربردارغیرصفردنبالهمتناوباولیندرایهناصفراز

برابرماکسیممباطولهردنبالهمتناوباز،اولینجملهX،برایهربردارغیرصفرعبارتدیگربه.سانهستندیک

Rازترینعضوبامقداردرایهمتناظرباکوچکاست BX X.

)ابرگراف , )V Eبگیریدنظردررا دهید. قرار 
1 2 1 2: ( , , , )

nV i i i n nL v v v i i i S     

1حالبراییکبردار.باشدVهایخطیرویمجموعههمهترتیبۀمجموع 2( , , , ) { ,0, }n

nX x x x R B  و

یکترتیبخطی
1 2

:
ni i i Vv v v L   

کنیمتعریفمی

 :
j

R

i jX v x R   ،  :
j j

B

iX v x B   ،و ( , )R BX X X   . 

 اگر که کنید توجه 1I:و n آن ، Rگاه R

IX X ،B B

IX X و ،IX X چنینهم.

Rهایرأسراکهدارایمجموعهزیرابرگرافیاز BX X هایومجموعهیال

 |( ) ( ) : or
X

R BE e E X Xe e


    
 

بااسترا
|X

.دهیمنمایشمی

 های کنسری کلی گراف

)ابرگراف , )V E1گرافکنسرکلی.نظربگیریدرادرKG( کهEهایرأسگرافیاستبامجموعه(

1رأسدرآندو 2,e e E1هرگاهدیگرمتصلهستندبهیک 2e e  بههر،Gبراییکگرافدادهشده.

برایآنابرگراف )KGکه ) 0یکریختهستندیکنمایشکنسریGو شودگفتهمیGاز بهسادگی.

رابرایاثباتکافیاستابرگراف.کنسریاستدارایتعدادنامتناهینمایشGتوانبررسیکردکههرگرافمی

)هایرأسبامجموعه ) ( )V G E Gرأسهرمتناظربا.درنظربگیریم( )v V Gیالveرابرابربامجموعههمه

vvنگاشت.کنیمتعریفمیvرأسهمراهخودهستندبهvرأسکهمتصلبهGهاییازیال eوضوحیکبه

)KGبهGیکریختیاز )KGرو،،ازایناست( هایحالتغییردادنیال.استGیکنمایشکنسریبرای(

ثابتبمانند،باعثساختنهایهادربینیالایکهاشتراکوعدماشتراکگونههایجدیدبهرأسباافزودن

.بدیهیاستکهاینکاربهنامتناهیروشقابلانجاماست.خواهدشدGیکنمایشکنسریجدیدبرای

                                                           
1. General Kneser graph 
2. Kneser representation 

[ ]V n
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 04هاگرافیعددتناوب

 هافعدد تناوبی ابرگرا

)برایابرگرافدادهشده , )V E،ترتیبخطییک
VL وعددطبیعیkرادرنظربگیرید.k-امین

)راکهباتناوبی-عدد , )alt kممکنازترینمقداردهیمبرابربابزرگنمایشمیtکنیمکهتعریفمی

}برایآنلااقلیک ,0, }nX R Bوجودداردکه( )alt X tچنینعددرنگیابرگرافوهم|KG( )X
1kحداکثربرابر 1درحالت.استk اینبدانمعنیاستکهابرگراف|X

حالعدد.هیچیالینیستدارای

:کنیمصورتمعرفیمیدینراب1ابرگرافام-kتناوب

 ( , ) min ( , ) : .Valt k alt k L    

1راکهkویکعددصحیحGاکنونیکگرافدلخواه ( ) 1k G  درنظربگیرید.k-امینعددتناوبی

Gکنیمصورتمعرفیمیدینراب:

 ( , ) max | ( ) | ( , ) 1: KG( )G k V alt k k G       

)KGکهدرآن ) GبدینمعنیاستکهلااقلیکهمریختیازKG( ولااقلیکهمریختیGبه(

)KGبهGاز دارد( وجود که. کنید )اگردقت ) 1k G ،ابرگرافآن هر برای کهگاه

KG( ) Gداریم(KG( )) 1k  این از )رو، , ) | ( ) |alt k V.بههرچند  توجه با که

)تعریفمقدار , )G kکههموارهبینیممی1ۀممکناستنامتنهاهیباشد،درخلالاثباتقضی( , )G kعددی

 .متناهیاست

مقال در تاکر[1]ۀ لم از استفاده قضی0با برای ترکیبیاتی معادل یک بورسۀکه است،3اولام-کومعروف

1کهkوهرعددصحیحG برایهرگراف نشاندادندکهعلیشاهیوابوالحسنحاجی ( ) 1k G  همواره،

k-اوبیتنامینعددGیککرانپایینبرایعددرنگیGدهدارائهمی.

1کهkوهرعددصحیحGبرایهرگراف [1].  4 ۀقضی ( ) 1k G  داریم. ( ) ( , )G G k  

1kبرایحالت[1]در است[4]کوفمشهوردولنیۀیکبهبودازقضیمذکورۀنشاندادهشدهاستکهقضی. 

اندکمکاینکرانپایینمحاسبهشدههابهگرافهایعددرنگیبعضیازخانواده[0]،[1]چنیندرهم علاوهبراین.

4کمکیکتعمیمازلمگیلبهابوالحسنعلیشاهیوحاجی
5یککرانپاییندقیق،نشاندادندکهاولینعددتناوبی 

 

[3]ستاهاهایپایینتوپولوژیکیبرایعددرنگیگرافبرایبعضیازکران [3]توانیدبهترمیبیشبررسیبرای.

مراجعهکنید یکمساولینعددتناوبیگرافۀمیونیراثباتکردکهمحاسب. [12]لهسختاستئها درحقیقتاو.

)دستآوردنهب،ویکترتیبخطینشاندادکهبراییکابرگرافدادهشده ,1)altمسئلهیکNP-

.سختاست

                                                           
1. k-th alternation number 
2. Tucker lemma 

3. Borsuk-Ulam Theorem 

4. Gale lemma  
5. Sharp 
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هایریاضیپژوهش1311بهار،1،شماره6جلد04
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 4 ۀاثبات ترکیبیاتی برای قضی

 عدد mبرایدو nو 2mکه nمعمولی گرافکنسر ،1KG( , )m n مجموعه هایرأسگرافیاستبا

زیرمجموعه همه -kهایمتشکلاز ]عضویاز ]m آندو در یکرأسکه اگربه تنها و اگر متصلهستند دیگر

هاتهیباشداشتراکآن )KG)حدسزدکه[5]1155کنسردرسال. , )) 2 2m n m n    درحقیقتاو.

)KGآمیزیمجازبراییکرنگ , )m n2با 2m n و[9]لواژوسیلۀبه119۱اینحدسدرسال.هدادئرنگارا

کمکابزارهایتوپولوژیکیترکیبیاتبهبررسیغازآعنوانسرمقالهلواژبه.کمکابزارهایتوپولوژیکیبهاثباترسیدبه

شاخه تولد بهباعث امروزه که شد ترکیبیات از ای توپولوژیکیعنوان می0ترکیبیات شودشناخته [11]اسکرایور.

)KGکنسرزیرگرافیازگراف , )m nسانیبارامعرفیکردکهنهتنهادارایعددرنگییکKG( , )m nاستبلکه

)SGبااینزیرگرافرا.هستبحرانینیزرأسگرافیک , )m n1ۀثابتشدهاستکهقضی[1]در.دهیممینمایش

نتیجهمی دهدبهسادگینتایجلواژواسکرایوررا ارائه1ۀترکیبیاتیبرایقضییکاثباتکاملاًبخشدرادامهاین.

وسیلۀبهلازمبهذکراستکهایدهایناثباتمبتنیبراثباتیترکیبیاتیازقضیهلواژاستکهبرایاولینبار.دهیممی

.ارائهشدهاست[1]متوسکدر

)فرضکنیدحکمقضیهبرقرارنباشدوداشتهباشیم.  4 ۀاثبات قضی , ) ( )G k G  راچناندرابرگراف.

)KGنظربگیریدکه :چنینداشتهباشیمدوهمنباشهمریختGو(

( , ) | ( ) | ( , ) 1 | ( ) | ( , ) 1 ( )G k V alt k k V alt k k G           

آن )کهدر )VL  . برایسادگیدر کلیتو بدونکاستناز توانیمفرضکنیمکهنوشتنمیتوجهکنیدکه

( ) [ ]V n1:وI n   .آمیزیمجازیکرنگ

 : (KG( )) ( ) 1, , ( , ) 2h V E n alt k k       
 )KGاز بگیرید( نظر در را . زیرمجموعه هر )برای )M V کنیممیتعریف

 ( ) max ( ) : , ( )h M h e M Ee e  .اگر( )e Eوجودنداشتکهe Mدهیمگاهقرارمی،آن

( ) 0h M  بردار. هر برای )حال , ) { ,0, }R B nX X X R B  مدهیمیقرار

 ( ) max ( ), ( )R Bh X h X h X.اکنوننگاشت:{ ,0, } { 1, , }nR B n    صورتتعریفدبنراب

.کنیممی

)اگر .1 , ) { ,0, }R B nX X X R B و( ) ( , )Ialt X alt kگاه،آن 

( ) 1 if or min( )
( )

( ) 1 otherwise

B R B Ralt X X X X X
X

alt X


    
 

 
 

)اگر .0 , ) { ,0, }R B nX X X R B و( ) ( , ) 1Ialt X alt k گاه،آن 

                                                           
1. Usual Kneser graph 
2. Topological Combinatorics 
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 09هاگرافیعددتناوب

( , ) ( ) 2 if ( ) ( )
( )

( ( , ) ( ) 2) if ( ) ( )

R

I

B

I

alt k h X k h X h X
X

alt k h X k h X h X


    
 

      

تعریفتعریفشدهدربالاخوشتوانبهسادگیبررسیکردکهنگاشتآمیزیمجازاستمییکرنگhجاکهازآن

،برای0کافیاستنشاندهیمکهدرحالترو،ازاین.بدیهیاستکاملا1ًدرحالتتعریفینگاشتخوش.است

)دلخواه،تنهایکیازدوحالتXهر ) ( )Rh X h Xیا( ) ( )Bh X h Xصورت،درغیراین.تواندرخدهدمی

)باتوجهبهتعریف )h Xباید،( ) ( )R Bh X h XرأسولذادوAوBازگرافKG( چنانوجوددارند(

RAکه X،BB Xو،( ) ( )h A h B.ازطرفیR BX X دهدکهنتیجهمیA B ولذا

AبهBدرKG( .درتناقضاستhآمیزیبامجازبودنرنگاینمتصلاستکه(

)تواندیدکهبرایهرچنینبهسادگیمیهم , ) ( ', ')A B A Bمداری( , ) ( ', ') 0A B A B  .برای

)اثباتفرضکنیدکه , ) ( ', ')A B A Bچنانوجوددارندکه( , ) ( , )A B A B     .درابتدا،باتوجه

توجهکنیدبرایبهتعریف ،( , )X A Bو( ', ')Y A B هردودرحالت ، از0ویاهردودرحالت1یا

میتعریف کنندصدق YوXاگر. حالت در دو صورت1هر این در کنند صدق تعریف از

( ) ( ) 1alt X alt Y  هایناصفردرواولیندرایهX RترتیببایدبهYو باشندBو جاکهولیازآن.

X Yدهدکه،ایننتیجهمی( ) ( )alt X alt Yحالفرضکنیدکه.پذیرنیستواینامکانXوYهردو

لذابایدداشتهباشم.صدقکنندازتعریف0درحالت

( ) ( ) ( , ) 2R

Ih X h X alt k k c     
 

و

( ) ( ) ( , ) 2 .b

Ih Y h Y alt k k c       

)KGازBوAرأسبنابرایندو RAچنانوجوددارندکه( X ،BB Xو ،( ) ( )h A h B c  از.

Rطرفیچون RA X Y ،BB Yو،R BY Y رأسدوAوBدرKG( متصلهستندکه(

رنگ بودن مجاز با تناقض در این استhآمیزی هم. تعریف به توجه با )چنین , )Ialt kاگر ،

( ) ( , ) 1Ialt X alt k آن ، گراف رنگی عدد )KG|گاه )
X بودkحداقل اینخواهد از رو،،

| ( ) | ( , ) 2IX alt k  .ازطرفیبنابرتعریفتابعواضحاستکه(( , )) 1   .

دراست1ۀازدرجرأسایمیسازیمکهاینگرافدارایتنهایکگونهرابهHسادهومتناهیدرادامهگراف

هایهرگرافعددیزوجاست،رأسۀکهمجموعدرججاازآن.ندهست0ۀهایآنهمگیازدرجرأسحالیکهسایر

.شوداینتناقضباعثتکمیلاثباتمی،رو،ازاینیستپذیرنواضحاستکهچنینچیزیامکان

زیرمج هر مبرای ]وعه ]A nمی تعریف }کنیم : }A t t A    . اگر که کنید Aتوجه آن گاه،

A  0ۀمجازیکدنبالۀیکدنبال. 0 1 1( , ) ( , ) ( , )m mA B A B A B  اعضای }از ,0, }nR Bاست

0کهبرایهرطوریبه i m داریم| | | |i iA B i چنینوهم 
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 0 0 1 1(( , )), (( , )), , (( , ))m m m mA B A B A B A B     . 

توجه همواره 0کنیدکه 0A B  0و m n  بودندنبالهم. )ۀچنینمجاز , ) مستقیم نتیجه

.مجازاستۀتعریفدنبال

هایاینگرافحالبهتعریفیال.کنیمهایمجازتعریفمیدنبالهرامجموعههمهHهایگرافرأسمجموعه

پردازیممی ۀبرایدنبال. )مجاز , ) دنبال یکتایآنرا ۀهمسایه )مجاز , ) ({1}, )   کنیمتعریفمی.

 .کنیممیتعریفصورتدینمجازدیگر،دوهمسایهآنرابۀبرایهردنبال

مجازۀیکدنبال
0 0 1 1( , ) ( , ) ( , )m mA B A B A B  1راکهm 0برایهر.درنظربگیرید i m 

 دهید )قرار , )i i iA B  . نگاشت تعریف به توجه با اگر که است )واضح , ) ( , )A B A B آن گاه،

| ( , ) | | ( , ) |A B A B   .باتوجهبهرابطه

 0 0 1 1(( , )), (( , )), , (( , ))m m m mA B A B A B A B      

آن از جاو |که |m mA B m ، مجموعه 0 0 1 1(( , )), (( , )), , (( , ))m mA B A B A B   یاmدارای و

1mدهدحالترخمیدواینبنابراینیکیاز.عضواست.

0چنانوجودداردکهiاندیسیکتای .1 i m و
1i i  . 

0چنانوجودداردکهiاندیسیکتای .2 i m و
i m mA B  . 

0iحالتاینتوجهکنیدکهدر.گیریماولرادرنظرمیابتداحالت باتوجهبهتعریفزیرانیست،پذیرامکان

 ،نگاشت هر 0jبرای  |داریم | 1j  . اگر حال
1i i  1یکبرای i m ،همسایه دنبالهدو

0 0 1 1( , ) ( , ) ( , )m mA B A B A B   شوندمیتعریفصورتدینب:

الف دنبال( همسایه ۀاولین دنباله
0 0 1 1( , ) ( , ) ( , )m mA B A B A B       آن در که است

1 1 1 1( , ) ( ( ), ( ))i i i i i i i iA B A A A B B B   
    برایهروr iداریم.( , ) ( , )r r r rA B A B  

1iاگر(ب m گاه،آن
0 0 1 1( , ) ( , ) ( , )m mA B A B A B       استکهمجازۀدیگردنبالۀهمسای

1 1 2 1 2 1( , ) ( ( ), ( ))i i i i i i i iA B A A A B B B     
    1هربرایوr i داریمنیز

( , ) ( , )r r r rA B A B   ایندر. غیر 1iصورتاگر m آن همسای، ۀدیگردنبالۀگاه دنبالمجاز ۀبرابر

0 0 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )m mA B A B A B   شودتعریفمی. 

0چنانوجودداردکهiاندیسیکتاییعنی.گیریمحالحالتدومرادرنظرمی i m و
i m mA B  .

دوهمسایهدراینحالت
0 0 1 1( , ) ( , ) ( , )m mA B A B A B   کنیمیمتعریفصورتدینبرا:

0ۀدنبالۀدنبالۀهمسایاولین(الف 0 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )m m m mA B A B A B A B 
          کهدرآناست

0هربرای r m داریم( , ) ( , )r r r rA B A B  .0اگرi ،1گاهآن 1( , ) ( { }, )m m m i mA B A B 
     

1صورتودرغیراین 1( , ) ( , { })m m m m iA B A B  
    .
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 04هاگرافیعددتناوب

ب ) 1اگر 1i m  ،همسایآن دنبالۀگاه دنبالۀدیگر 0ۀرا 0 1 1( , ) ( , ) ( , )m mA B A B A B       

کنیمکهتعریفمی

1 1 1 1( , ) ( ( ), ( ))i i i i i i i iA B A A A B B B   
      

rوبرایهر iداریم( , ) ( , )r r r rA B A B  . امااگرi mۀدومرابرابردنبالۀگاههمسای،آن 

0 0 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )m mA B A B A B     

می دهیمقرار . حالت برای نهایت 0iدر همسای دنبالۀ، را 0ۀدوم 0 1 1( , ) ( , ) ( , )m mB A B A B A  

.کنیمتعیینمی

توانمشاهدهکردکهمیچنینهم.بهسادگیقابلبررسیاستمذکورهایمعرفیشدهدردوقسمتمجازبودندنباله

استباشرایطادعاشدهگرافسادهیکشدهحاصلHگرافرو،،ازاینهستندصورتمتقارنبههاریفهمسایگیاتع

.دشوکهمنجربهتکمیلاثباتمی
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